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Kapitel 1

Einleitung: Die unkonventionellen
Eigenschaften von MgB»

Seit der Entdeckung der supraleitenden Eigenschaften von Magnesiumdiborid durch Na-
gamatsu et al. [1] im Jahr 2001 ist diese rein optisch unscheinbare Verbindung eines der
in den wissenschaftlichen Publikationen der letzten Jahre wohl am eifrigsten diskutierten
supraleitenden Materialien. Auch nach fiinf Jahren intensiver Forschung hat das Interesse
der Wissenschaft an diesem neuen Supraleiter kaum nachgelassen. Bedenkt man, dass die
kritische Temperatur dieses Materials mit etwa 40 K weit unterhalb der maximalen Sprung-
temperatur in den seit 1986 bekannten Kupraten liegt — hier wird der Rekord bei einer kriti-
schen Temperatur von 138 K von einem Thallium-dotierten Quecksilber-Kuprat gehalten —
so scheint das, zumindest auf den ersten Blick, befremdlich zu sein. Es wird jedoch verstand-
lich, wenn man bedenkt, dass Magnesiumdiborid zu den konventionellen Supraleitern mit
einer von Phononen vermittelten Paarungswechselwirkung gehort und hier die bisher héchs-
te Sprungtemperatur bei etwa 23 K fiir bestimmte Niob-Verbindungen lag, wohingegen die
supraleitenden Keramiken wie die Kuprate eine unkonventionelle Paarungssymmetrie mit
bisher noch weitgehend unverstandener mikroskopischer Herkunft besitzen. Ein weiteres,
vor allem fiir die Theorie iiberaus interessantes Phinomen ist die Prasenz mehrerer supra-
leitender Fermiflichen mit zwei deutlich zu unterscheidenden Energieliicken, deren Betrige
etwa um den Faktor drei verschieden sind. Dabei treten diese zwei Gaps aufgrund der zwei-
bzw. dreidimensionalen Struktur der zugehorigen Fermiflichen bei verschiedenen Experi-
menten unterschiedlich in Erscheinung und kénnen zum Teil einzeln, aber auch gemeinsam
beobachtet werden. Zudem sind die supraleitenden Eigenschaften von MgBs nicht nur fiir
Theoretiker und Experimentatoren von groffem Interesse. Sowohl die preisgiinstige Herstel-
lung als auch die einfache Handhabung lisst dieses neue supraleitende Material als eine
fiir die Anwendung wertvolle Alternative zu den “klassischen” Hochtemperatur-Supraleitern
sowie zu den bisher in der Praxis hiufig eingesetzten Niob-Verbindungen erscheinen.

Im einleitenden Kapitel sollen zuerst die grundlegenden, fiir die Supraleitung relevanten
Materialeigenschaften von MgBs diskutiert sowie die Herkunft des ausgeprigten Zweiband-
Charakters der Supraleitung erklirt werden. Danach soll die Bedeutung der Zustandsdichte
als Grundlage fiir die Berechnung der verschiedenen thermodynamischen Grofsen erldutert
werden. Natiirlich kann der aktuelle Stand der Forschung hier nur sehr grob skizziert werden,
wobei der Schwerpunkt auf den fiir diese Arbeit relevanten Ergebnissen liegen wird. Eine
detailliertere Aufstellung und Zusammenfassung der bisherigen Forschungsergebnisse findet
sich in dem Uberblicksartikel zu den theoretischen Aspekten der Supraleitung in Magnesi-
umdiborid von T. Dahm [2] oder in dem Uberblicksartikel von Buzea und Yamashita [3], der
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1. Einleitung: Die unkonventionellen Eigenschaften von MgB-

sowohl normalleitende als auch supraleitende Materialeigenschaften von Magnesiumdiborid
— jedoch auf dem Kenntnisstand von 2001 — zusammenstellt.

1.1 Kristallstruktur und Fermiflichengeometrie

Im Vergleich zu den Kuprat-Keramiken wie BSCCO oder YBCO besitzt Magnesiumdibo-
rid eine auffallend einfache Kristallstruktur (siehe Abbildung 1.1). Wahrend die Bor-Atome
Ebenen aus hexagonalen Ringen bilden, sind die dazwischenliegenden Magnesium-Atome in
einem Dreiecksgitter angeordnet. (Man beachte hierbei, dass die in der Abbildung rot ein-
gezeichneten Magnesium-Atome ein Drittel eines hexagonalen Rings beschreiben und nicht
etwa ein Rechteck). Aus Bandstrukturrechnungen geht nun hervor, dass allein die p-Orbitale
der Bor-Atome Ladungstrager fiir die Supraleitung bereitstellen, da nur die Energiebander
dieser Orbitale die Fermienergie schneiden [4]. Fiir das Zustandekommen der Supraleitung
von Bedeutung sind dabei sowohl die 7-Bindungszustiande, die die p,-Orbitale des Bors ein-
gehen und die parallel zur c¢-Achse (das ist die Hauptsymmetrieachse des Kristalls und im
Fall von MgB, steht sie senkrecht auf den wabenférmigen Bor-Ebenen) ausgerichtet sind,
als auch die o-Bindungszusténde der p,- und p,-Orbitale des Bors, die fiir die Ausbildung
der Ringe innerhalb der a-b-Ebene des Kristalls verantwortlich sind. Auch die fiir die Ver-
mittlung der supraleitenden Wechselwirkung verantwortlichen Gitterschwingungen finden
allein im Untergitter der sehr leichten Bor-Atome statt, wie ein deutlicher Anstieg der kri-
tischen Temperaturen um nahezu 1 K beim Ersetzen des Bor-11 durch das Bor-10 Isotop
zeigt. Die Schwingungen der Bor-Atome innerhalb der a-b-Ebene, die zu einer Stauchung
bzw. Streckung der o-Bindungen fiihren, bezeichnet man dabei als die Ey4-Phononenmode.
Thre Energie liegt im Bereich von 70 meV und sie ist — nach Meinung verschiedener Autoren
[5, 6, 7, 8] — mafgeblich fiir die Vermittlung der supraleitenden Wechselwirkung verant-
wortlich. Es wird somit klar, dass die Supraleitung an sich im Untergitter der Bor-Ringe
stattfindet, wihrend das schwerere Magnesium nur eine strukturbildende Funktion besitzt.

Neben der Kristallstruktur ist die Geometrie der Fermiflichen fiir die Berechnung der su-
praleitenden Eigenschaften von grofser Bedeutung. Schon kurz nach der Entdeckung der
supraleitenden Eigenschaften von Magnesiumdiborid wurde durch Bandstrukturrechnungen
von Kortus et al. [4] ein erstes Bild der Fermiflichenstruktur geliefert (skizziert in Abbil-
dung 1.2). Neben einem tubusférmigen Netzwerk von elektronenartigen (rot) und locharti-
gen (blau) Fermiflichen, die sich aus den p.-Orbitalen des Bors ergeben und als w-Bénder
bezeichnet werden, spielen fiir die Supraleitung auch die lochartigen zylinderférmigen so
genannten o-Bénder aus den p,- und p,-Orbitalen des Bors eine entscheidende Rolle (blau
und griin). Dabei ist zu beachten, dass die Zylinder eine leichte Wolbung besitzen.

Ein wichtiges Indiz fiir das Verstéindnis der mikroskopischen Ursachen der supraleitenden
Paarungswechselwirkung liefert nun die Migdal-Eliashberg-Theorie - eine Verallgemeinerung
der BCS-Theorie unter Einbeziehung der speziellen Eigenschaften der fiir die Paarung rele-
vanten Phononen. Die Rechnungen fiir Magnesiumdiborid von H. J. Choi et al. [8] ergaben
eine starke Kopplung der zweidimensionalen Ey,-Phononenmode, die sich wie oben erwéhnt
als eine “Atmungsmode” der Bor-Atome in der a-b-Ebene beschreiben ldsst, an die nahezu
zweidimensionalen Elektronen des o-Bandes. Diese starke Kopplung fithrt zu einem hohen
Wert fiir die Paarungswechselwirkung zwischen zwei Ladungstrigern des o-Bandes, ein Wert
der deutlich grofer ist als fiir zwei Ladungstriger des m-Bandes oder fiir Ladungstriager aus
unterschiedlichen Bandern. Das Verhéltnis der unterschiedlichen Paarungswechselwirkungen
innerhalb und zwischen den Bandern wird einen wichtigen Einfluss auf die spatere Berech-
nung der Gapgleichung haben, in der die Wechselwirkungsmatrix als tragende Komponente
eingeht.



1.2. Stabilisierung der Zweiband-Eigenschaften

Abbildung 1.1: Die Kristallstruktur von Magnesiumdiborid. Die Bor-Atome (gelb) bilden
wabenformige Atomlagen, die von den Magnesiumatomen (rot) getrennt werden.

1.2 Stabilisierung der Zweiband-Eigenschaften

Die ersten Experimente zur Bestimmung des supraleitenden Gaps in Magnesiumdiborid fiihr-
ten zu widerspriichlichen Ergebnissen. Verschiedene experimentelle Techniken lieferten Gap-
Werte zwischen 2 meV und 8 meV und trotz Verbesserung der Probenqualitéit verschwanden
diese anfinglichen Widerspriiche nicht. Erst die grundlegenden Berechnungen von Liu et al.
[7] und Choi et al. [8] zeigten einen Ausweg. Unter Vernachldssigung von Streuung an Ver-
unreinigungen fanden die Autoren Gap-Werte von 7 meV auf den o-Béndern und Werte um
2 meV auf den 7-Béndern. Diese Berechnungen zeigten zudem die entscheidende Rolle, die
einerseits die Anisotropie und andererseits die anharmonische Schwingung der Phononen fiir
die exakte, quantitative Bestimmung von T, spielen. Nun stellt sich jedoch die Frage, welche
Auswirkung die Streuung an Verunreinigungen oder Kristallfehlern bei der Berechnung der
supraleitenden Energieliicken hat, denn gewthnlich fithrt schon eine kleine Rate von Inter-
band-Streuung, d.h. Streuung zwischen den Béndern, zu einer Angleichung der Gapwerte und
damit zu einer Reduktion von T, (siehe [9, 10]). Im Vergleich dazu besitzt eine endliche In-
traband-Streuung in einem s-Wellen-Supraleiter nur einen geringen Einfluss auf die kritische
Temperatur, ein Phinomen das als Andersons Theorem bekannt ist [11]. Da in Magnesium-
diborid jedoch offensichtlich zwei unterschiedliche Gap-Werte gemessen werden, muss eine
Erkldrung fiir das Fehlen von Interband-Streuung gesucht werden. I. I. Mazin et al. [12]
argumentierten, dass die unterschiedliche Paritét der Wellenfunktionen auf den o- bzw. den
m-Béndern die Interband-Streuung im Vergleich zur Intraband-Streuung um etwa zwei Gro-
flenordnungen unterdriickt. Dieser Umstand fiihrt bei einer geringen Verunreinigung zu einer
Angleichung der Gaps innerhalb der Bander mit gleicher Paritét aber zu einer Stabilisierung
der charakteristischen Zwei-Gap-Eigenschaften zwischen den Bé&ndern mit unterschiedlicher
Paritét. Im Vergleich zu dem schon frither bekannten Zweiband-Supraleiter SrTiO3 ist die
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1. Einleitung: Die unkonventionellen Eigenschaften von MgB-

Abbildung 1.2: Skizze der Fermiflachenstruktur von Magnesiumdiborid nach den Bandstruk-
turrechnungen in [4]. Man unterscheidet die dreidimensionalen 7-Bénder (rot und blau) sowie
die zylinderférmigen o-Bénder (blau und griin).

Zwei-Gap-Struktur in MgB, weitaus deutlicher ausgeprégt [13]. Damit findet die schon in
der Vergangenheit stattgefundene theoretische Diskussion von Zweiband-Supraleitern [14, 9]
endlich einen auch fiir die Anwendung relevanten Kandidaten.

1.3 Experimentelle Bestatigungen

Neben der supraleitenden Energieliicke ist die Quasiteilchen-Zustandsdichte eine weitere
wichtige theoretische wie experimentelle Grofe in einem Supraleiter. Sie kann fiir niedrige
Temperaturen direkt als differentielle Leitfihigkeit aus Tunnelmessungen (STM bzw. STS)
oder aus anderen spektroskopischen Messungen bestimmt werden, wobei hier verschiedene
Verfahren wie Punkt-Kontakt-Spektroskopie oder Photoemissions-Spektroskopie in Frage
kommen [15, 16]. Dabei ist jedoch zu beriicksichtigen, dass die Zustandsdichte und damit
auch das Paarpotential bei den verschiedenen Experimenten unterschiedlich gemessen wird
und die Ergebnisse voneinander abweichen kdnnen. Zum einen ist die Zustandsdichte eine
winkelabhingige Grofe und kann in einem stark anisotropen Material wie Magnesiumdi-
borid fiir Quasiteilchen mit einem Impuls in c-Achsen-Richtung andere Werte annehmen
als fiir Quasiteilchen, die sich innerhalb der Ebene bewegen. Zudem kénnen so genannte
Proximity-Effekte die Zustandsdichte an der Oberfliche verindern, so dass die bei Tunnel-
messungen bestimmten Zustandsdichten nicht die Situation im Inneren des Kristalls wie-
dergeben. Jedoch lassen neben der direkten Messung auch verschiedene thermodynamische
Grofen Riickschliisse auf die Quasiteilchen-Zustandsdichte eines Supraleiters zu. Einer der
ersten Hinweise auf eine Anomalie der Supraleitung in Magnesiumdiborid war die Messung
der spezifischen Warme des elektronischen Systems als Funktion der Temperatur, die sich
durch einen schnellen Anstieg und einen pl6tzlichen Knick im Bereich kleiner Temperaturen
sowie durch eine Reduktion des Sprungs bei T, von der spezifischen Wéarme in einem klas-
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1.3. Experimentelle Bestitigungen

sischen s-Wellen-Supraleiter unterscheidet [17]. Diese Anomalie kann durch Annahme einer
Zweiband-Zustandsdichte sehr leicht erklart werden und ist eine der wichtigsten experimen-
tellen Hinweise fiir die Existenz von zwei unterschiedlichen Energieliicken in Magnesiumdi-
borid (siche Abbildung 1.3 a).

Einen weiteren wichtigen Hinweis auf das Zwei-Gap-Verhalten von Magnesiumdiborid liefer-
te die Temperaturabhingigkeit des Anisotropieverhiltnisses der oberen kritischen Magnetfel-
der B% zu BS,. Da MgBs zu den Typ-II-Supraleitern gehért, zeigt es nur einen unvollsténdi-
gen Meissner-Effekt. Das heifst beim Anlegen eines Magnetfelds dringt ab einem bestimmten
unteren kritischen Feld B.; magnetischer Fluss in Form von Vortices in das Material ein bis
bei einem oberen kritischen Feld B.s die Supraleitung vollstéindig zusammenbricht. Dieses
obere kritische Feld ist bei Magnesiumdiborid abhéngig von der Magnetfeldorientierung be-
ziiglich der Kristallachsen. Dabei ist fiir niedrige Temperaturen das obere kritische Feld B%
um einen Faktor 5 grofer als BS,, wihrend dieses Verhéltnis fiir Temperaturen nahe der
kritischen Temperatur nur noch etwa 2 betrigt [18]. Diese starke Anisotropie kann in einem
Zweiband-Modell sinnvoll erklirt werden, wie T. Dahm und N. Schopohl zeigen konnten
(sieche Abbildung 1.3 b) und [19]).
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Abbildung 1.3: a) Die spezifische Wiarme von MgB; als Funktion der Temperatur. Die Mess-
punkte (rot) von [17] und die berechnete Kurve (schwarz durchgezogen) fiir einen Zweiband-
Supraleiter stimmen fiir kleine Temperaturen hervorragend iiberein. Blau gestrichelt gezeich-
net ist zum Vergleich die Rechnung fiir einen Einband-Supraleiter. b) Die Anisotropie des
oberen kritischen Felds als Funktion der Temperatur, berechnet von Dahm und Schopohl in
[19] mit einer Interbandkopplungsstirke von 1 = 0,064 sowie einer c-Achsen-Dispersion des
o-Bandes von ¢, = 0,23, wie sie durch Bandstrukturrechnungen nahe gelegt werden, (blau)
und mit einem optimiert angepassten Datensatz mit n = 0,121 und ¢, = 0,182 (schwarz).
Die roten Kreise zeigen die Messdaten von Lyard et al. in [18].
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Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel sollen die theoretischen Modelle vorgestellt werden, die bei der Berechnung
der Ergebnisse dieser Dissertation verwendet wurden. Nahezu alle Gleichungen wurden im
Rahmen der quasiklassischen Theorie abgeleitet, die die angemessenen Hilfsmittel bei der Be-
stimmung von raumlich verédnderlichen thermodynamischen Groéflen bereitstellt. Aufgrund
der Vernachlidssigbarkeit von Interband-Streuung kénnen die schon vorhandenen Bestim-
mungsgleichungen fiir den quasiklassischen Propagator problemlos auf das Vorhandensein
mehrerer Binder verallgemeinert werden, wie im folgenden gezeigt werden soll. Nur bei
der Berechnung des Freien-Energie-Funktionals — und damit auch in dessen Stationaritits-
bedingung, der Gapgleichung —, tritt eine Kopplung der einzelnen Bénder auf. Ausgehend
von den allgemeinen Gleichungen der quasiklassischen Theorie, die eine Betrachtung von
Storstellenstreuung beliebiger Konzentration erlauben, soll sich diese Arbeit mit den zwei
Spezialfillen beschéftigen, die eine vereinfachte Rechnung zulassen: Den “sauberen Grenz-
fall” mit verschwindender Storstellenkonzentration und den “schmutzigen Grenzfall”, bei dem
der Diffusionsterm die Bestimmungsgleichungen des Propagators dominiert. Neben den auf
mehrere Bander verallgemeinerten Eilenberger-Gleichungen, die im ersten Abschnitt ange-
geben werden, soll im zweiten Abschnitt die Ndherung nach Pesch zur Berechnung raum-
lich gemittelter thermodynamischer Grofsen im Vortexzustand skizziert werden, wihrend im
dritten Abschnitt die Riccati-Parametrisierung, die die Grundlage fiir eine stabile numeri-
sche Losung der Eilenberger-Gleichungen im sauberen Grenzfall darstellt, vorgestellt wird.
Der vierte Abschnitt befasst sich mit der Herleitung der Usadel-Gleichung im schmutzigen
Grenzfall.

2.1 Die Eilenberger-Gleichungen

Grundlegend fiir die Betrachtung von allen rdumlich inhomogenen Problemen in der Supra-
leitung fiir beliebige Temperaturen, die sich weder mit der Ginzburg-Landau-Theorie, die
nur nahe der kritischen Temperatur giiltig ist, noch mit der BCS-Theorie, die nur rdumlich
homogene Supraleiter beschreiben kann, erkliren lassen, ist die Arbeit von Gorkov, in der
Gleichungen fiir die normale und anomale Greensche Funktion aufgestellt werden [20]. Je-
doch beinhaltet der allgemeine Matsubara-Propagator Informationen, die fiir die Berechnung
grundlegender thermodynamischer Gréfen iiberfliissig sind, insbesondere enthalt er die Ab-
héngigkeit von dem vollen Fermi-Impuls hk. Nun konnten Eilenberger und gleichzeitig Larkin
und Ovchinnikov zeigen, dass eine wesentlich einfachere Beschreibung des Problems im so
genannten quasiklassischen Grenzfall fiir kp& > 1 mdglich ist, wenn die kinetische Energie
der Quasiteilchen gleich zu Beginn der Rechnung ausintegriert und die elektronische Zu-
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2. Theoretische Grundlagen

standsdichte in der Umgebung der Fermikante als konstant angenommen wird [21, 22]. Fiir
die Elemente des so erhaltenen quasiklassischen Propagators schreibt Eilenberger einen Satz
von zwei linearen Differentialgleichungen auf, die durch eine Normierungsbedingung ergénzt
werden. Aus dem Druckfunktional erhélt er desweiteren zwei Selbstkonsistenzbedingungen
fiir das Paarpotential und fiir das Vektorpotential des Magnetfelds, die die Beschreibung des
Systems vervollstdndigen. Dabei sei angemerkt, dass in der vorliegenden Arbeit die allein fiir
die Dimension relevanten Naturkonstanten — das durch 27 geteilte Plancksche Wirkungs-
quantum A und die Boltzmann-Konstante kg — gleich eins gesetzt wurden:

h=kp=1

Diese Festlegung vereinfacht den Vergleich mit den Ausdriicken in den Originalarbeiten von
Eilenberger und Usadel, die beide dieser Konvention gefolgt sind. Sowohl % als auch kg
konnen durch eine einfache Dimensionsanalyse in den Ausdriicken ergénzt werden.

2.1.1 Die Eilenberger-Gleichungen fiir einen Multiband-Supraleiter

Nun konnen die Bestimmungsgleichungen fiir den quasiklassischen Propagator unter Ver-
nachlissigung von Interband-Streuung ohne weiteres auch auf mehrere Bénder iibertragen
werden. Im Hinblick auf die Anwendung auf Magnesiumdiborid, fiir das eine konventionelle
Paarungssymmetrie (s-Welle) angenommen wird, soll im folgenden die Symmetriefunktion
des Paarpotentials y(kr) = 1 als konstant vorausgesetzt werden. Hier erhilt man mit dem
quasiklassischen Propagator im Band «

o (@) e (@) i
T A e
f(oz) (UJ, kFa T) _g(a) (UJ, kFa T)

fiir die normale Greensche Funktion ¢(® und die anomalen Greenschen Funktionen f(®) und
f(® ohne Interband-Streuung die folgenden Gleichungen:

[2w+a§f></zF> (9= 240) | £ e

=2A@)(?)gl®)(w kp, / - d*qpp'(q )W(a)(EF#TF)
S @

9. R A w0, 8 7) = £ (0, 79 (w0, G, )

und
{20;17;?% ><v+12— ())]ﬂ Nw, kp,7)

= 2 ()@ (w0, B, ) + /  arp G )W (. )
FS(ax

) [g(a) (w, kp, ™) (W, @, ) — [ (w,kp, 79 (w, Gr, )

wobei p(EF) = die normierte Zustandsdichte des normalleitenden Zustands

1
mit Impuls kr bezeichnet und es gilt Jrs koFp(EF) = 1. Weiterhin gibt W(Ep,q'p) die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Streuprozess vom Zustand ¢z in den Zustand EF an. Durch
diese Gleichungen ist der Propagator §(® bis auf eine Normierungskonstante festgelegt.
Diese erhélt man fiir w > 0 aus der Bedingung

6w, Fr, 7) = /1 = F@) (@, Ep, P F (w, b, )
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2.1. Die Eilenberger-Gleichungen

wobei hier in der Wahl des positiven Vorzeichens von g(®) (w, EF, ) fiir positive Frequenzen w
der Originalarbeit von Eilenberger gefolgt wird. Zur Herleitung der Multiband-Gapgleichung
muss nun zuerst die korrekte Formulierung des Druckfunktionals fiir mehrere Binder gefun-
den werden. Dies ist im Anhang A.2 unter Vernachléssigung von Interband-Streuung vorge-
fiihrt. Man erhilt nun aus der Stationaritdtsbedingung des Druckfunktionals durch Variation
nach A*(® und A(7) die folgenden Selbstkonsistenzbedingungen fiir das Paarpotential:

AR = 3 A (im%) A (7 (2.1)

€n

a/ = a/ g - 1 a, —5
+2Aaa/2ﬂ'T /FS , koFP( )(kF)f( ) (enakaT) - _A( )(7’)‘|

und den quasiklassischen Strom

() = —2ie Y N 2nT

0<en <00

/ d2ka(a)(EF)ﬁ»(Fa)(EF)g(a) (GH,EF,F) (2.2)
FSa

0<en <00

In beiden Gleichungen wird iiber alle positiven fermionischen Matsubarafrequenzen sum-
miert, die sich schreiben lassen als €, = (2n + 1)7T. Dabei geht die Kopplung der bei-
den Bander iiber die Kopplungsmatrix A, nur in die selbstkonsistente Berechnung des
Paarpotentials ein. Fiir Magnesiumdiborid ist dabei die Interband-Kopplung in den Au-
Rerdiagonalelementen von Ay, um etwa einen Faktor 4 kleiner als die grofiere der beiden
Intraband-Kopplungsterme, die in der Diagonalen von A, stehen. Die Tatsache, dass die
Differentialgleichungen im Falle verschwindender Interband-Streuung fiir jedes einzelne Band
unabhéngig voneinander gelGst werden konnen, vereinfacht das Problem bedeutend.

2.1.2 Die Eilenberger-Gleichungen im sauberen Grenzfall

Ein wichtiger Grenzfall, der im folgenden als sauberer Grenzfall (“clean limit”) bezeichnet
werden soll, beschreibt einen Supraleiter mit sehr geringer Storstellenstreuung. In diesem
Fall ist die Streuwahrscheinlichkeit W(EF, dr) < 1 und kann somit gegeniiber den anderen
Termen in den Eilenberger-Gleichungen vernachléssigt werden. Damit vereinfachen sich die
Gleichungen erheblich und man erhélt

[2“ + 0 (k) (6 - "%Mﬂ F @O0, Fp 7 = 280 (R)g@ (. Fp, ) (23)

und
{QW — 3\ (kp) (6 + iQ—Ce/i’(f))] FO(w, kp, ) = 20% @O (P g (w, kg, 7)) (2.4)

zusammen mit der Normierungsbedingung

6w, Fp, 7) = /1 = F@) (@, K, 7 F (w0, Fir, ) (2.5)

Da in den zwei Selbstkonsistenzbedingungen (2.1) und (2.2) die Streuwahrscheinlichkeit
nicht auftritt, konnen diese Gleichungen fiir den sauberen Grenzfall unveréndert {ibernom-
men werden. Dieses Gleichungssystem bildet den Ausgangspunkt sowohl fiir die analytische
Néiherung, die im néchsten Abschnitt eingefiihrt werden soll, als auch fiir die im iiberniichsten
Abschnitt skizzierte Riccati-Parametrisierung, die die Grundlage fiir eine effiziente numeri-
sche Berechnung von g und f liefert. Fiir den Fall eines Supraleiters mit unkonventioneller
Paarungssymmetrie, wie er in Kapitel 5 behandelt wird, darf nicht vergessen werden, dass
sowohl das Paarpotential als auch die Wechselwirkungskonstante V' eine EF-Abhéingigkeit
besitzen, was besonders in der Formulierung der Gapgleichung beriicksichtigt werden muss.

13



2. Theoretische Grundlagen

2.2 Die Naherung nach Pesch fiir mehrere Energiebinder

Wie in der Einleitung erwihnt, besitzen Typ-II-Supraleiter im Vergleich zu Supraleitern
erster Art eine magnetische Mischphase, in der der magnetische Fluss nicht mehr vollstin-
dig abgeschirmt wird, sondern in Form von Flussschlduchen, so genannten Vortices, in den
Supraleiter eindringen kann. Wahrend nahe des unteren kritischen Felds B.; die einzelnen
Vortices als nahezu isolierte Objekte betrachtet werden kdnnen, deren magnetischer Fluss in
der Grofse eines Flussquants auf einer Fliche von der Gréfsenordnung einer Eindringtiefe zum
Quadrat A\? lokalisiert ist und der vom Rest des Supraleiters durch supraleitende Ringstrome
abgeschirmt ist, muss nahe des oberen kritischen Felds B.s eine genauere Betrachtung des
Vortexzustands erfolgen. Hier ordnen sich die Flussschlduche in einer rdumlich homogenen
supraleitenden Probe ohne nennenswerte Kristalldefekte in einem regelméfigen Gitter an,
wobei bei einer rotationssymmetrischen Fermifliche mit der Symmetrieachse parallel zur
Magnetfeldrichtung ein hexagonales Gitter energetisch bevorzugt wird. In der Umgebung
des oberen kritischen Felds iiberlappen die Vortices sehr stark und der Betrag des Paarpo-
tentials erreicht auch zwischen den einzelnen Vortices nicht mehr den Bulk-Wert, wihrend
das magnetische Feld nun nahezu raumlich konstant in den Supraleiter eindringt. Abrikosov
berechnete 1957 die makroskopische Wellenfunktion fiir einen Supraleiter im Vortexzustand
in der Umgebung des oberen kritischen Felds B.s. Er fand den folgenden Grundzustand
als Losung der linearisierten Ginzburg-Landau-Gleichung, der geschrieben werden kann als
(siehe [23, 24, 25])

(izy —y?) in(2n 4+ 1) ) . wo
(z,9) NZe m+z7m+ T(x+zy)+z7rw—ln(n+1) (2.6)

wobei fiir einen Supraleiter mit konventioneller Paarungssymmetrie gilt

A (7) = A (2,)

und z, y die Koordinaten in der Ebene senkrecht zum magnetischen Feld beschreiben, wih-
rend die komplexen Grofen w; und wy das Vortexgitter A, das durch die Nullstellen des
Paarpotentials gekennzeichnet ist, aufspannen. Der Normierungsfaktor A/ muss dabei so ge-
wihlt werden, dass die Mittelung von |1h5|” iiber eine Einheitszelle des Vortexgitters eins
ergibt. Diese Formulierung der Paarwellenfunktion ist streng genommen nur direkt unterhalb
von B, giiltig. Geht man zu niedrigeren Magnetfeldern iiber, miissen neben dem Grundzu-
stand der Paarwellenfunktion noch héher angeregte Zustinde mitberiicksichtigt werden. In
einer einfachen Ndherung kénnen jedoch sehr gute Ergebnisse durch eine reine Skalierung der
Elementarzelle des Vortexgitters bis zu Magnetfeldern von der Grofenordnung von 50% B
erzielt werden, wie wir in [24] zeigen konnten. Fiir den Fall eines Multiband-Supraleiters soll
im folgenden von einer identischen rdumlichen Variation des Paarpotentials fiir alle Ener-
giebinder ausgegangen werden und fiir die Berechnung der gemittelten Greenschen Funktion
der Herleitung in [25] und [26] gefolgt werden. Setzt man den Grundzustand der Paarwellen-
funktion nun in die Eilenberger-Gleichungen aus Abschnitt 2.1.2 ein und néhert die normale
Greensche Funktion auf der rechten Seite durch ihren rdumlichen Mittelwert, so kann man
unter Vernachlassigung der Mittelungsvarianz einen analytischen Ausdruck fiir die raum-
lich gemittelte Greensche Funktion finden, der nicht nur eine problemlose Berechnung der
Zustandsdichte erlaubt, sondern auch die Bestimmung weiterer grundlegender thermodyna-
mischer Grofen fiir hohe magnetische Felder ermdglicht (siehe [27, 28]). Definiert man den
Ableitungsoperator L in der Eilenberger-Gleichung (2.3) als

B = 2 60 (9 - 2240
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2.2. Die N#herung nach Pesch fiir mehrere Energiebinder

so kann man die Gleichung schreiben als
£ 1), 7) = 28 (1) (w0, R 79

In der Umgebung des oberen kritischen Magnetfelds Bco kann nun die normale Greensche
Funktion g(o‘)(w, kg, 7) durch ihren rdumlichen Mittelwert iiber eine Elementarzelle C des

Gitters ¢\ (w, kp) = <g(°")(w7 kr, F)>C ersetzt und somit die anomale Greensche Funktion
A

f(a)(w, EF, 7) durch Invertierung des Operators L™ berechnet werden:
N N oo sgn(w) ()
£ e 1) = 2809 ) [T dsem B ()
0

Wihlt man nun das Vektorpotential in der Eichung A= f%f'x é, so kann unter Einfiihrung
von Auf- und Absteigeoperatoren bt und b, die den Anregungszustand der Paarwellenfunk-
tion erhdhen bzw. erniedrigen (siehe dazu [25]),

Y R P S IS A P
b eB( 9 + QCZ)’ b eB (6Z+ 20z

und mit den komplexen Koordinaten z = x + iy in der Ebene senkrecht zum Magnetfeld der
Ableitungsoperator L(®) geschrieben werden als:

A B
L) = 20+ (b — (T, pl) = (”g + ivl(wcf%) \/?

Zur Bestimmung des gemittelten Propagators ¢(®(w, EF) muss nun zunichst das Produkt
) (w, kg, 7) f*()(w, —kp, 7) berechnet werden und man erhilt (siehe [24])

— — - 2 ( ) —
F (@, o, ) (w0, ~Fp, 7) = [9) (@, B P (@, B, )
unter Einfiihrung der charakteristischen Funktion P/(\a) (w, EF, 7), die gegeben ist als

9 roosgn(w) oo sgn(w)
/ dsy / ds_ e~ 2(s++s-)
0 0

[P0 Sen)] T n

P (w,fp,7) = 4[a®)

wobei T'(q) = e®'~7" eine Translation des Vortexgitters um ¢ € C beschreibt. Zusammen
mit der Normierungsbedingung kann so eine Selbstkonsistenzgleichung zur Bestimmung von
g (w, k) in der Form

9w, kp) = <\/1 - [gm)(W,EF)rpA(a) (w, EF,f')>

Ca

hergeleitet werden. Vernachlissigt man in einer weiteren Ndherung die Varianz der rdumli-
chen Mittelung, d.h.

2

(o ken]) = (o)

so kann man die Selbstkonsistenzbedingung schliefslich schreiben als

Ca

o] 1= s o] (iR,

15



2. Theoretische Grundlagen

und erhilt somit einen Ausdruck fiir die riumlich gemittelte Greensche Funktion g(®)(w, EF)

- 1
9w, kr) = (2.7)

1+ P\ (w, )

Dabei kann der raumliche Mittelwert der charakteristischen Funktion P/(\a) berechnet werden
als (siehe [24])

P mel) = (P . Fp, 7)) | = 4‘A(a)’ - vAE@w(iz)] @8
[
V2w

wobei z(®) = me )‘ die normierte Frequenz w und w(iz) die w-Funktion bezeichnet, die auch

als Dawsons Integral bekannt ist und folgendermafien mit der komplementiren Fehlerfunk-
tion zusammenhéngt:

o —¢?
w(iz):_i/ S it = e erfe(2)

I t—1z

Damit kann nun im Rahmen einer analytischen Niherung die gemittelte Zustandsdichte fiir
einen Typ-II-Supraleiter in hohen magnetischen Feldern berechnet werden. Die Herleitung
gilt streng genommen nur fiir supraleitende Materialien mit einer beziiglich der Richtung
des angelegten Magnetfelds rotationssymmetrischen Fermifliche. Fiir den Fall einer nicht
rotationssymmetrischen Fermifliche reagiert das Vortexgitter durch Stauchung oder Stre-
ckung auf die unterschiedlichen Komponenten der Fermigeschwindigkeit, wie in Abschnitt
3.2.2 ndher beschrieben werden wird (siehe [19]). Neben der gemittelten Quasiteilchen-
Zustandsdichte, die sich nach analytischer Fortsetzung als Realteil der normalen Greenschen
Funktion ¢(®)(w, kr) ergibt, kann auch die Freie Energie des supraleitenden Zustands (bzw.
die Differenz der Freien Energie des supraleitenden und des normalleitenden Zustands) be-
rechnet werden, sowie die Gapgleichung, die den Betrag des Paarpotentials fiir verschiedene
Magnetfelder und Temperaturen festlegt. Fiir die Freie Energie erhiilt man den Ausdruck
(sieche Anhang von [29])

Qs — Qv = —za:<7rT >

[en|<we

(@)
Re Py (en, nk) > (2.9)

2
1+ P (ens Inil) (1 14 P e, |nk|>)

wobei man das Paarpotential A(® als Losung der Multiband-Gapgleichung erhiilt

Ale) — Z/\O‘”" T Y jenl <o é << ) (en ) V= (ZZ ))>Fsa/ a 1> A

+K_lni

|A( >| S ( a))

FSa

(2.10)

Dabei gilt in den letzten beiden Gleichungen w = ¢, und damit z(®) = ‘/(_6)"‘ Sowohl

in der Gleichung fiir die Freie Energie als auch in der Gapgleichung wurde die Summati-
on iiber die Matsubarafrequenzen durch Subtraktion einer geeigneten Asymptotik in ei-
ne schnell konvergente Summe umgewandelt, so dass in beiden Gleichungen der “weak-
coupling”-Grenziibergang w. — oo vorgenommen werden kann.
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2.3. Die Riccati-Gleichungen

2.3 Die Riccati-Gleichungen

Da die analytische Ndherung nach Pesch nur im Vortexzustand fiir grofse Magnetfelder
korrekte Ergebnisse liefert, miissen fiir die Betrachtung kleiner Magnetfelder — insbesondere
in der Umgebung des unteren kritischen Magnetfelds B.1, in der die Vortices als nahezu
isolierte Objekte betrachtet werden kénnen — die Eilenberger-Gleichungen numerisch gelost
werden. Dafiir bietet sich die Parametrisierung des quasiklassischen Propagators entlang
charakteristischer Linien parallel zur Fermigeschwindigkeit unter Einfiihrung der Riccati-
Amplituden a und b als dukerst einfache und stabile Losungsmdoglichkeit an [30, 31]. Mit der
Definition der Trajektorien als .
F(:L') = 7?0 + SC’[A)F(]{JF)

konnen die Eilenberger-Gleichungen im sauberen Grenzfall umgeformt werden zu zwei ent-
koppelten Riccati-Differentialgleichungen fiir ¢ und b

vpOga(z) + [2&, + A*(z)a(z)] a(z) = A(z) = 0 (2.11)
vpdyb(x) — [2€, + A(x)b(z)] b(x) + A" () = 0 (2.12)

wobei der quasiklassische Propagator der Eilenberger-Gleichungen in der folgenden Form
mit den Amplituden a(z) und b(x)

P VNG 1 1 —a(z)b(z) 2a(x)
g(w, kp,7(x)) = 1+ a(2)b(z) ( 2b(z) —1+ a(z)b(z) )

zusammenhéngt. Dabei sind die modifizierten Matsubarafrequenzen €, definiert als
i€y = ien + <Tp - A(7(z)) (2.13)
&

Nun konnen die Differentialgleichungen fiir a(x) und b(x) entlang der oben definierten Tra-
jektorien ausgehend von den folgenden Anfangswerten im Inneren des Supraleiters

a(—o0) = Ao) - (2.14)
en /€ + |A(=00)]
b(+00) = A (Fo0) (2.15)

en + /€2 + |A(+00)|?

bis zum gesuchten Wert z = 0 integriert werden. Mit Hilfe dieser Parametrisierung kénnen
nicht nur rdumlich gemittelte und winkelgemittelte Propagatoren berechnet werden, wie
dies innerhalb der analytischen N&herung nach Pesch mdoglich ist, sondern es kénnen auch
lokale oder winkelaufgeltste Informationen fiir die verschiedenen physikalischen Grofien im
Supraleiter gesammelt werden. Zudem ist es mdglich, fiir bestimmte interessante Grenzfille
analytische Losungen fiir die Amplituden a und b zu finden. Neben den Riccati-Gleichungen
fiir @ und b sollen nun auch noch die zwei Selbstkonsistenzgleichungen fiir A(7) und j(7)
angegeben werden, die aus den Stationaritdtsbedingungen fiir das Druckfunktional folgen:

2 2a(@)  A@)
/FSd ka(kF>1 +a(x)b(z) e

T
A(7) In T~ 27T {
0<en <00

und
j(F) = —2ieNo2nT Z /FS koFP(EF)ﬁF(EF)%

0<en <00
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2. Theoretische Grundlagen

Die lokale Zustandsdichte berechnet sich durch analytische Fortsetzung der Matsubarafre-
quenzen ie, — F +id als

1 —a(z)b(x)

N(F, B) = NO/ W]mﬁmw

kpp(kr)Re [
FS

Obwohl die Riccati-Gleichungen hier nur fiir ein einzelnes Energieband eines konventionellen
Supraleiters angegeben wurden, ist es unschwer zu erkennen, dass fiir den Fall von mehre-
ren unterschiedlichen Energiebdndern ohne Interband-Streuung die Riccati-Gleichungen fiir
jedes Band separat gelost werden kénnen. Eine Kopplung erfolgt wiederum erst iiber die
Selbstkonsistenzbedingung fiir das Paarpotential in der in Abschnitt 2.1.1 angegeben Weise.
Fiir einen Supraleiter mit unkonventioneller Paarungssymmetrie muss bei der Berechnung
der Riccati-Gleichungen die Symmetriefunktion des Paarpotentials natiirlich korrekt mitbe-
riicksichtigt werden.

2.4 Der schmutzige Grenzfall: Die Usadel-Gleichungen

Neben dem sauberen Grenzfall der quasiklassischen Theorie, der als Modell fiir die Beschrei-
bung von Supraleitern mit einer grofsen mittleren freien Weglénge herangezogen werden
muss, kann auch ein anderer Grenzfall numerisch einfach gehandhabt werden: Der so ge-
nannte schmutzige Grenzfall. Er beschreibt Supraleiter mit starker Storstellenstreuung, d.h.
einer sehr kurzen mittleren freien Weglinge. Im folgenden soll die Herleitung der Usadel-
Gleichungen fiir Multiband-Supraleiter ohne Interband-Streuung kurz skizziert werden, wo-
bei die Vorgehensweise analog zur Originalarbeit in [32] und parallel zu [33] erfolgt. Fiir eine
Ableitung der Multiband-Usadel-Gleichungen mit Interband-Streuung sei auf die Arbeit von
Gurevich [34] verwiesen. Fiir eine hohe Streurate kann man annehmen, dass die Funktionen
f(o‘)(w,lgp,f’) und g(“)(w,Ep,f’) aufgrund der haufigen Streuprozesse beziiglich kr nahezu
isotrop werden. Unter Vernachlédssigung von Interband-Streuung kénnen sie gemaf

FO (w, kp,7) = FOO(w,7) + flD(w,7) - 0 (Br)

und
9 (@, kr, ™) = g0 (w,7) + GV (w, ) - 0 (k)

bis zur ersten Ordnung in der jeweiligen Fermigeschwindigkeit ﬁl(ma) entwickelt werden (siehe
[32]). Dabei entsprechen f(*0)(w,7) und ¢(*9(w,#) gerade den normalen und anomalen
Komponenten des Usadel-Propagators fiir das Energieband mit Index a wéhrend {)l(wa)(EF)
die Richtung der Fermigeschwindigkeit am Punkt kp der Fermifliiche bezeichnet. Dabei ist

zu berticksichtigen, dass ﬁ}a) nur auf sphérischen Fermiflichen parallel zu E}a) ausgerichtet

ist, bei jeder anderen Form der Fermifldche ist dies nur fiir ausgezeichnete Punkte giiltig.
Die Komponente f(®)(w, kp,7) ergibt sich als

f(a)(wv EF? F) = f*(a) (Wa 7EF’ F)
(siehe [21]) und kann mit 8\ (—kp) = —8'®) (kr) geschrieben werden als
F w, kp, ) = fOD(w,7) = FD(w,7) - 00 (Fkr)
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2.4. Der schmutzige Grenzfall: Die Usadel-Gleichungen

Eingesetzt in die Normierungsbedingung der quasiklassischen Gleichungen folgt nun weiter
9w, kr,7)
- \/1 _ (f(oz,O)(wﬂZ‘) + ﬁa,l)(w,f’) ,@l(wa)) (f*(oz,O)(w,rF‘) — f*(a,l)(w777) 'ﬁl(wa))

O (w, M1V @, 7) = [0 w, D@, 7))
21— 70, 1) oD (@, ) "

(
=~ \/1 — f(a’o)(w,f')f*(a’o)(w,f') _ /

und damit konnen die Terme nullter und erster Ordnung von ¢(®(w, kp, 7 7) identifiziert
werden als

g(o‘vo)(w,F) _ \/1 _ f(a,O)(w,,F‘)f*(a,O)(w,f")

und
f(a,O) (wa 7—,‘)‘}?*(04,1)(0}7 7?) — f*(a,O) (wa 7—,’)f_"(a71) (wa 7_")
29(*0) (w, )

Nun koénnen die Ausdriicke in die Eilenberger-Gleichungen eingesetzt und diese dann iiber

G w,7) =

die gesamte Fermiflache integriert werden. Aufgrund der Antisymmetrie von ﬁ;ﬁl) beziiglich
eines Vorzeichenwechsels von EF mitteln sich alle Terme, in denen f)%a) linear auftaucht, bei

dieser Integration weg. Nur Terme nullter Ordnung oder zweiter Ordnung in f)%a) bleiben
erhalten. Damit ergibt sich

2
2f 04 3 _Dipleit (@m - i—eAm) fl = o) gl (2.16)
c
wobei der Diffusionstensor @l(;? als
Ao 1 a) (1. o) a) @
D) = /FS Phpp'® (kp)ols) (Fp)oi, (kr)

()
Vg
berechnet wird und im Falle einer sphérischen Fermifliche die Form %&m annimmt. (Zu-

gunsten einer iibersichtlicheren Darstellung soll im folgenden auf die Argumente 7 und w der
Funktionen f(®) und ¢(® verzichtet werden). Die Streuterme kiirzen sich nach Integration
iiber ¢ und kp fiir verschwindende Interband- Streuung vollstindig. Eine zweite Beziehung
erhilt man, wenn man die Eilenberger-Gleichungen mit ¢ 5l )multipliziert und dann erst iiber

die Fermifléche integriert. Hier erhélt man aus den zwei Ellenberger—Gleichungen die folgen-
den Ausdriicke

2WZD (al)Jr (@) ZD (8lz—Al) fl@0)
2 S B+ TIrl {0 o e gon)
l l
und
9w YD) e (a)ZDm) (a +Z—Al> a0
l

= QA*(O‘) Zﬁl(ri)gl(a 1) Z F { a,l) *(a 0) + f*(a 1)g(a 0)}
l
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wobei T'\®) gegeben st als

« 1 )/ = o)1 e — «
re-_1 / _ / e d) o Re )W e G of) (e of, ()
F FS,

)

und im Falle einer einfachen isotropen Streuung W(kr, qr) = W geschrieben werden kann
als

[e% 1 ~( 1 o)/ =
Tin) = W)Dz(m)a = =/ &qrp ) (Gr)W
Tor Ter FSa

Nun kénnen im Grenzfall starker Stérstellenstreuung, d.h. fiir 7, < 5—7 T die folgenden
Annahmen gerechtfertigt werden

g(a,O) > 27—t(7?‘)w7 f(a,O) > QTéf)A(O‘)

und somit vereinfachen sich die obigen Gleichungen und man erhilt

v ZD (51 —z—Al) e —ZD“‘ {gfeD et — flebgeol  (7)

a « .26 *(a (o a, *(c *(o, «a
— Ty )’U% (al + ’L?Al) f (a,0) _ ZDl(m) {gl( 1)f (a,0) + fl ( 1)g( 7O)} (218)
l l

Multiplikation der ersten Gleichung mit f*(®9 und der zweiten Gleichung mit f(®9 und
Addition der resultierenden Ausdriicke fiihrt auf

a a a * 2 2 *
T ol ZD ’{ (20) (alzfAl) 0 — ple0) (amfAl)f W}

_ Z Dl(;? {291(0‘71)‘}0(&,0)‘}0*(&,0) - fl(wl)f*(a,o)g(a,o) + fl*(aal)g(a,o)f(a,o)}
l

und zusammen mit der Definition von §(®1) ergibt sich

« « * 6% -26 o Ot
Tt(r )”F) E D( ) { (@0) (al - Z?Al> f f( 0 (al +Z—Al> I O)}
2
_ Zp(a) {2gl(a,1)f(a,o)f*(a,o) +2 (g(a,o)) gl(a,l)}

Mit Hilfe der Normierungsbedingung kénnen noch die zwei Terme auf der rechten Seite der
Gleichung zusammengefasst werden und man erhélt

2 2
Ttr UF a) ZD(Q { *(a,O) (al _ ’L—eAl) f(oz,O) _ f(a,O) (al +’L—6Al) *(oz O)} ZD a)2 a,l)
(& (&
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Unter Verwendung dieses Ergebnisses kann schlieRlich der Term ), D(a) (a’ aus Gleichung
(2.17) entfernt und die resultierende Beziehung nach fz ob) aufgelost werden.

zﬁ;m;a»”

l
L sop ) [0 (0 - 24 700 - (500 (0 4 i) g0
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wobei in der dritten Zeile zum letzten Summanden die Normierungsbedingung (g(”"o))2 +

}f(”‘*o) |2 = 1 hinzu multipliziert wurde. Die vierte Zeile eingesetzt in Gleichung (2.16) ergibt
eine Diffusionsgleichung fiir f(*9, wobei ¢(*? selbstkonsistent aus der Normierungsbedin-
gung berechnet werden muss. Dieser Ausdruck entspricht gerade dem Ergebnis von Usadel,
verallgemeinert fiir eine beliebige Fermiflache. In der letzten Zeile wurde der Ausdruck noch
einmal mit Hilfe der Normierungsbedingung weiter vereinfacht und man erhilt eingesetzt in
Gleichung (2.16) und unter Verwendung der Symmetrie des Diffusionstensors 251(2? = 257(5[)
die folgende Differentialgleichung zur Bestimmung von f(®0) und g(®0):

(0,0) (o) F @000y gl0) oA () (@0)
2of +ZDlm{ O (8 — 26 Ay) (B — 12 A,,) f(0) =24

L,m

2
wobei der Transportkoeffizient Tt(a) das Quadrat der Fermigeschwindigkeit (v%a)) und der

. 2,
Diffusionstensor D{®) zu cinem effektiven Diffusionstensor D{®) = 7{*) (v}a)) D' zusam-

mengefasst wurden. Diese Gleichung soll im folgenden zusammen mit der Normierungsbe-
dingung als Grundlage fiir die numerischen Berechnung von g(®% und f(®% im schmutzigen
Grenzfall, d.h. im Limes hoher Storstellenstreuung, dienen. Auch kann aus dieser Gleichung
— zusammen mit der Gapgleichung — das obere kritische Magnetfeld im Vortexzustand be-
rechnet werden.
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Kapitel 3

Der Vortexzustand im Grenzfall
hoher Magnetfelder

Betrachtet man einen Supraleiter knapp unterhalb des oberen kritischen Magnetfelds, so be-
schreibt die Vortexgitter-Losung von Abrikosov aus Gleichung (2.6) in guter Ndherung die
Paarwellenfunktion der supraleitenden Ladungstréger (sieche Abbildung 3.1). Dabei ist so-
wohl eine Anordnung in einem hexagonalen als auch in einem quadratischen Gitter denkbar,
die sich energetisch in erster Ordnung Stérungstheorie nicht unterscheiden. Erst bei Beriick-
sichtigung hoherer Ordnungen kann bei einer isotropen Fermifldche eine leichte energetische
Bevorzugung des hexagonalen Vortexgitter-Zustands gegeniiber dem quadratischen berech-
net werden. Dieser Ansatz fiir die rdumliche Variation der Paarwellenfunktion ist jedoch
nur eine Losung der linearisierten Ginzburg-Landau-Gleichungen bei B.o und daher streng
genommen nur in der Umgebung der kritischen Temperatur und fiir hohe Magnetfelder giil-
tig. Jedoch kann durch eine Skalierung des Vortexgitters der Giiltigkeitsbereich auch auf
niedrigere Magnetfelder erweitert werden, wobei der Skalierungsfaktor aus der Flussquanti-
sierungsbedingung berechnet werden kann. Erst fiir kleine Magnetfelder in der Umgebung
des unteren kritischen Felds B.; gewinnt neben der reinen Skalierung des Vortexgitters auch
die rdumliche Trennung der einzelnen Vortices an Bedeutung, hier ist die Betrachtung des
Einzelvortex eine bessere Alternative. Wahrend die Quasiteilchen-Zustandsdichte im Inne-
ren einer rdumlich homogenen supraleitenden Probe mit konventioneller Paarungssymme-
trie unabhéngig von der jeweiligen Form der Fermifliche ist, kann sich durch eine Brechung
der Translationsinvarianz, beispielsweise in einem Vortexgitter, die Form der Fermifliche
sehr wohl in der Zustandsdichte widerspiegeln. Im folgenden Abschnitt sollen verschiedene
fiir die Praxis relevante Fermiflaichengeometrien diskutiert werden, insbesondere soll dar-
auf eingegangen werden, wie die Fermigeschwindigkeit fiir die unterschiedlichen Geometrien
parametrisiert werden kann. Im zweiten Abschnitt werden unter Einfiihrung einer charak-
teristischen Funktion die Zustandsdichten fiir die verschiedenen Fermiflichengeometrien in-
nerhalb der in Abschnitt 2.2 eingefiihrten Niherung untersucht und verglichen. Im dritten
Abschnitt werden die Untersuchungen auf zwei Bénder erweitert und fiir den speziellen Fall
von Magnesiumdiborid mit seinen zwei unabhingigen Fermiflaichenstrukturen angewendet.
Schlieflich soll im letzten Abschnitt die Berechnung des oberen kritischen Magnetfelds erfol-
gen und hier die Resultate im sauberen und schmutzigen Grenzfall verglichen werden. Ein
Teil der in diesem Kapitel vorgestellten Ergebnisse sind in [29] verdffentlicht worden.
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3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder
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Abbildung 3.1: Zwei mdgliche Anséitze zur Beschreibung des Abrikosov-Vortexgitters fiir
hohe Magnetfelder: Links der Betrag der Paarwellenfunktion fiir ein quadratisches Vortex-
gitter, rechts fiir eine hexagonale Anordnung der Vortices.

3.1 Die Modellierung der Fermiflichen

Eine der charakteristischen Eigenschaften eines Supraleiters, bzw. eines Leiters im Allge-
meinen, ist die Struktur seiner Fermiflache. In vielen theoretischen Arbeiten wird diese
als kugelformig angenommen, eine Approximation, die jedoch nur fiir wenige Metalle ei-
ne zutreffende Beschreibung darstellt. In den meisten Fillen besitzt die Fermifliche eine
kompliziertere Struktur, die beispielsweise mit Hilfe von de Haas-van Alphen-Experimenten
oder winkelaufgeldster Photoemissions-Spektroskopie (ARPES) ausgemessen werden kann.
Im folgenden sollen neben kugelférmigen und elliptischen Fermiflichen, wie sie in Modellen
mit einer anisotropen effektiven Masse verwendet werden, sowie den fiir die Praxis tiberaus
wichtigen zylindrischen Fermiflichen, wie sie beispielsweise in den Kupraten mit ihrer aus-
gepragt zweidimensionalen Supraleitung in den Kupferoxidebenen vorliegen, auch eine fiir
die m-Bénder von Magnesiumdiborid modellierte halbtorusférmige Fermifliche betrachtet
werden. Zusétzlich sollen Fermiflichen mit einem deutlichen “nesting” in zwei und drei Di-
mensionen diskutiert werden, wie man sie beispielsweise in NbSes, SroRuO4 oder in BSCCO
findet [35, 36, 37]. Dabei versteht man unter “nesting” das Vorhandensein groferer paralleler
Bereiche der Fermifliche. Zur Illustration sind die verschiedenen Fermiflichengeometrien in
Abbildung 3.2 zusammengestellt.

Zur Berechnung der gemittelten Quasiteilchen-Zustandsdichten ist die in Abschnitt 2.2 ein-

gefithrte Funktion
. eB
e = (vp1 + tvp2) \/ =

von entscheidender Bedeutung. Sie enthilt einerseits die Information iiber die Stérke des an-
gelegten magnetischen Felds und andererseits geht in sie die Struktur der Fermifliche iiber
die zwei Komponenten vg; und vp» der Fermigeschwindigkeit senkrecht zur Richtung des
angelegten magnetischen Felds ein. Dabei kann verwendet werden, dass die Fermigeschwin-
digkeit immer in Richtung der Flichennormalen der jeweiligen Fermifliche zeigt. Sowohl
bei der kugelférmigen als auch bei der zylindrischen und der halbtorusférmigen Fermiflache
kann von einem konstanten Betrag der Fermigeschwindigkeit ausgegangen werden, wohin-
gegen bei Modellen mit einer anisotropen effektiven Masse der Quasiteilchen der Betrag der
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3.1. Die Modellierung der Fermiflichen

a) b) c)
d) e) f)
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Abbildung 3.2: Die unterschiedlichen in diesem Abschnitt diskutierten Fermiflichengeome-
trien: a) Eine kugelférmige Fermiflache, b) eine elliptische Fermiflache, c¢) eine zylindrische
Fermifliche mit schwacher c-Achsen-Dispersion, d) eine halbtorusférmige Fermifldche, e) ei-
ne in c-Achsen-Richtung isotrope Fermifliche mit ausgeprigtem “nesting” in der a-b-Ebene
und f) eine Fermifliche, die in allen drei Dimensionen ein deutliches “nesting” aufweist.

Fermigeschwindigkeit auf der Fermifliiche variiert. Ebenso fiihren einfache Hopping-Modelle,
die Fermiflichen mit mehr oder weniger ausgeprigtem “nesting” ergeben, auf Fermigeschwin-
digkeiten, die im Betrag stark variieren kénnen. Fiir eine einfache kugelférmige Fermifliche
lasst sich eine Parametrisierung des Fermivektors leicht angeben:

EF =kpcostcosp €y + kpcos¥sinp ey, + kpsind e,

Fiir einen Kristall mit unterschiedlichen effektiven Massen m. in c-Achsen-Richtung und
mgp innerhalb der a-b-Ebene erhélt man eine verdnderte Dispersionsrelation

1
o 2Map

€k (k§+k§) + k? —€p

2me

die in einer elliptisch verformten Fermifliche resultiert, wobei der Fermivektor angegeben
werden kann als

Me

EF:kpcosﬁcoscpé'm+kpcosﬂsincpé'y+kp sind e,

Mab

Fiir eine Fermiflache in Form eines leicht deformierten Zylinders, die eine gute Beschrei-
bung fiir geschichtete Systeme liefert, erhilt man mit dem Dispersionsparameter ¢, < 1 die
folgende Parametrisierung des Fermivektors:

kp = (kab + fe cos(ckc)> cosp €y + (kab + fe cos(ckc)> sing €, + ke €.
c c
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3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder

Fiir die m-Binder von Magnesiumdiborid kann das réhrenférmige Netzwerk der Fermiflache
durch einen entlang einer hexagonalen Grundzelle aufgeschnittenen Torus approximiert wer-
den, der im folgenden als “Halbtorus” betrachtet werden soll (siche dazu [19]). Bezeichnet
man nun den longitudinalen Radius des Torus mit k7, und den meridialen Radius mit ks,
so kann der Fermivektor geschrieben werden als

—

krp = (kp+kncost)cospéy + (ki + karcos?)sinpéy + karsind €,
= kn (v + cos?)cospéy + ka (v 4 cost) sing €, + karsinv e,

wobel v = ,f—ALJ > 1 das Verhéltnis der beiden Radien bezeichnet. Schlieflich sollen noch
Fermiflachen betrachtet werden, wie man sie aus einem einfachen zwei- bzw. dreidimensio-
nalen "tight binding’-Modell mit “nearest-neighbor hopping” erhélt und die ein mehr oder
weniger starkes “nesting” der Fermiflichen aufweisen. Darunter versteht man eine parallele
Ausrichtung verschiedener Teile der Fermifliche, die kollektive Phinomene wie beispiels-
weise Ladungsdichtewellen ermdoglicht, da hier ein und derselbe Wellenzahlvektor ¢ grofie
Bereiche der Fermiflichen verbindet. Zweidimensionale Modelle dieser Art liefern eine gute
Beschreibung der elektronischen Struktur geschichteter Materialien wie beispielsweise der
Kuprate oder Ruthenate. Man erhélt fiir ein isotropes zweidimensionales Modell unter Ver-

nachléssigung der gemischten cos(kza) cos(kya)-Terme eine Dispersionsrelation der Art
€r = 2t (coskza + coskya) — €p

wobei der Hopping-Parameter mit ¢ bezeichnet wird. Auch wenn hier eine einfache Parame-
trisierung des Fermivektors nicht mdglich ist, kann eine implizite Gleichung zur Beschreibung
der Fermifliche angegeben werden, wobei ein einzelner Parameter A = < < 1 zur Beschrei-
bung der Fermifliche geniigt:

cos kya + cos kya = 2A

Fiir A = 0 erhélt man mit cos kya = — cos kya, d.h. beispielsweise k, = m—k,, ein maximales
“nesting” der Fermifléche, die sich in zwei gegeniiberliegende, zueinander parallele Teilstiicke
aufspaltet. Fiir 1—A <« 1 kénnen die beiden Funktionen cos k,a und cos kya in der Umgebung
ihrer Maximalwerte entwickelt werden und man erhélt mit 1 — 2 (kza)> +1 — 1(kya)? = 24
und daraus (kza)?+ (kya)? = 4(1— A) wieder eine zylindrische Fermifléiche (siehe Abbildung
3.3). Fiir ein dreidimensionales “tight binding”-Modell schreibt sich die Dispersionsrelation
als
€ = 2t (cos kya + coskya + cosk,a) — ep

und man erhilt eine entsprechend dreidimensionale Fermifliche aus der impliziten Gleichung

cos kya + cos kya + cosk.a = 3A

wobei hier gilt A = & < 1. Fiir A = % nimmt die Fermifliche mit maximalem “nesting” die

Form eines Oktaeders an, fiir 1 — A < 1 wird sie isotrop (siche Abbildung 3.3).

Um die Funktion 7 zu bestimmen, muss im folgenden zuerst der Vektor der Fermigeschwin-
digkeit berechnet werden. Fiir eine isotrope Fermifléiche ist er parallel zum Fermivektor kg
und kann geschrieben werden als

Up = vpkp = vp (cos cosp €, + cos¥sinp €, + sind €,)

Fiir ein Modell mit einer anisotropen effektiven Masse und einer elliptischen Fermiflache
kann die Fermigeschwindigkeit direkt aus der Dispersionsrelation berechnet werden
- ky k

k:il) z
€ + €y + — & | =vpap (cost?cosp ey + costsing &) +vp,sind €,
Mab Mab me

Up = Vie = (
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a) b)
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Abbildung 3.3: a) Skizze zum “nesting” der Fermiflichen in zwei Dimensionen fiir A = 0.95
(rot), A =0,8, A =0,6, A =0,4, A =0,2und A = 0 (schwarz). Der rot gezeichnete
Fermiflichenschnitt fiir A = 0,95 ist nahezu kreisférmig, der schwarz gezeichnete Fermi-
flachenschnitt fiir A = 0 besitzt eine Rautenform mit maximalem “nesting”. b) Skizzierte
Fermifléichen mit einem dreidimensionalen “nesting” fiir A = % (links oben), A = § (rechts

oben), A= 2 (links unten) und A = 13 (rechts unten). l

wobei gelten soll vpq = n’i—’;b und vp,. = Wff; — Fiir die Fermifliche in Form eines de-
formierten Zylinders mit konstantem Betrag der Fermigeschwindigkeit kann vz geschrieben
werden als ¥ = vpn, wobei der Normalenvektor 7, der senkrecht auf der Fermiflache steht,
berechnet werden kann als Vektorprodukt der Tangentialvektoren t_:p und ;. an die Koor-

dinatenlinen von ¢ und k.:

A = t_:p X {kc . a,oEF X 8kCEF
e x| ‘%EF X akc];’F‘
I ( (= (Kap + <= cos(cke)) sin @ & + (kab + <= cos(cke)) cos p &) )
‘aWEF % akCEF‘ x (—ecsin(cke) cos g €y — €. sin(ck.) sing €, + €,)

1 ( 2+ sin @, + e, sin(cky) &)
= cos @ €y + sinp €, + €. sin(ck,) €
‘1+e§sin2(ckc)‘ Ve Py o

~ (cospéy +singé, + e sin(cke) €,)

Dabei wurde im letzten Schritt eine schwache c-Achsen Dispersion €2 < 1 vorausgesetzt.
Nun kann die Fermigeschwindigkeit angegeben werden als

Up = vp (cos @ €, + sinp &, + €. sin(ck) €,)

Fiir die halbtorusférmige Fermifliche, wie sie fiir die m-Bénder von Magnesiumdiborid rele-
vant ist, berechnet sich die Fermigeschwindigkeit analog. Hier ergibt sich fiir den Normalen-
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vektor

>
|

1 (— (v +cos?)sinpé, + (v + cosV) cos p €y)
|{;0><[;9} x (—sinv cos p €, — sin¥sin p €, + cosV ;)

= cospcost ey + sinpcosd €, + sind e,
und damit kann die Fermigeschwindigkeit berechnet werden als
Up = vp (cospcos? €, + sin p cos V) €, + sin¥ €,)

Schliefslich sollen noch die Fermiflichen mit starkem "nesting” betrachtet werden. Hier erhélt
man wiederum direkt aus der Dispersionsrelation den folgenden Ausdruck fiir ein zweidimen-
sionales

Tp = Vier = —2ta (sin (kya) & + sin (kya) &,)

bzw. fiir ein dreidimensionales “nesting”
Tp = Vier = —2ta (sin (kya) €, + sin (kya) &, + sin (k.a) €.)

Dabei ist zu beachten, dass in diesem Fall durch die Annahme einer realen Bandstruktur
der Betrag der Fermigeschwindigkeit auf der Fermifliche nicht konstant ist. Bei maximalem
“nesting” mit A = 0 (in 2 Dimensionen) variiert der Betrag der Fermigeschwindigkeit bei-
spielsweise von Null an den “Ecken” der Fermifliche bis zu einem Maximalwert von 2v/2ta
zwischen den Ecken.

Ist die Fermigeschwindigkeit bekannt, so kann die Funktion |n;| als Projektion der Fermige-
schwindigkeit in die komplexe Ebene senkrecht zum angelegten magnetischen Feld berechnet
werden. Dabei sind insbesondere zwei Sonderfélle von Interesse: Einerseits der Fall, bei dem
das Magnetfeld parallel zur Hauptsymmetrieachse (c-Achse) des Kristalls angelegt wird,
und andererseits der Fall, bei dem das Magnetfeld senkrecht zu dieser Achse angelegt wird
(a-b-Ebene). Da im folgenden {iber die Fermifliche gemittelte thermodynamische Gréfen be-
rechnet werden sollen, miissen nun die Fermiflichenmittelungen, die mit (---) s abgekiirzt
werden, fiir die unterschiedlichen Fermiflichengeometrien niher betrachtet werden. Dabei
miissen beim Ubergang von der Integration iiber die reziproken Gittervektoren % auf die
Parameter ¢ und ¢ bzw. k. die zugehorigen Oberflichenelemente korrekt mitberiicksichtigt
werden, und man erhélt beispielsweise bei der Transformation auf eine Integration iiber o

und ¢ das Mittelungsintegral

1 Pk 1 1/ / 1 - -
cdrs =g L G =W ] % W

mit der Normierungskonstanten " = [ dy [ dﬂﬁ ’t_:o X t_;g‘. Die Oberflichenelemente und
die Normierungskonstanten miissen fiir jede Fermiflichengeometrie gesondert berechnet wer-
den. Fiir die vollig isotrope und ebenso fiir die elliptische Fermiflache erhélt man den Fer-
miflichenmittelwert als

1 27 /2
= dgp/ ddcos?...
< >FS 4 0 —7/2

Fiir die elliptische Fermifliche kiirzen sich dabei gerade die beiden Terme, die in ‘Ep X t_;9|
und in |Up| die Anisotropie beinhalten. Fiir die Fermiflache in Form eines leicht deformierten
Zylinders kann der Fermiflichenmittelwert fiir €2 < 1 berechnet werden als

¢ 27 w/c
Lyo= g dk. . ..
< >FS 47T2 0 (‘0/—71'/0
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3.2. Die rdumlich gemittelte Zustandsdichte fiir verschiedene Fermiflichengeometrien

Fiir die Fermiflache in Form eines Halbtorus kann die Fermiflichenmittelung mit Hilfe des
folgenden Integrals berechnet werden

27r 37r/2 Z/+COS19
(- )ps=

v —2

Man erkennt sofort, dass die Integration iiber eine kugelférmige Fermifliche in diesem Aus-
druck fiir v = 0 schon enthalten ist. Schlieflich soll noch die Fermiflichenmittelung fiir eine
Fermifliche mit “nesting” angegeben werden. Da es hier schwierig ist, eine einfache Parame-
trisierung der Fermivektoren anzugeben, kann die Integration tiber die Fermifliche wie folgt

geschrieben werden
/ k1 )
Jrs = N ) (@2n)? |vF| €l -

wobei das Integral iiber eine Elementarzelle des reziproken Gitters ausgefiihrt werden soll
und eine geeignete Normierungskonstante N berechnet werden muss, die auch die korrek-
te Normierung der Diracschen Deltafunktion beinhaltet. Im folgenden Abschnitt soll nun
gezeigt werden, wie fiir die oben angesprochenen Fermiflichengeometrien die iiber die Fer-
mifliche gemittelte Zustandsdichte im Rahmen der Pesch-N&herung berechnet werden kann.

3.2 Die raumlich gemittelte Zustandsdichte fiir verschie-
dene Fermiflachengeometrien

Wie schon erwihnt ben6tigt man zur Berechnung der rdumlich gemittelten Zustandsdichte
im Rahmen der Pesch-Methode allein den Betrag der Funktion 7, d.h. den Betrag der in
die Ebene senkrecht zur Magnetfeldrichtung projizierten Fermigeschwindigkeit. Dafiir sol-
len in den folgenden Abschnitten die zwei wichtigsten Falle beschrieben werden: Im ersten
Fall ist die Magnetfeldrichtung parallel zur Hauptsymmetrieachse des Kristalls (c-Achsen-
Richtung), im zweiten Fall liegt das Magnetfeld senkrecht zur Hauptsymmetrieachse des
Kristalls an (a-b-Ebenen-Richtung). Wahrend fiir ein Magnetfeld in ¢-Achsen-Richtung und
einer beziiglich der Magnetfeldrichtung rotationssymmetrischen Fermifliche die Zustands-
dichte durch eine einfache Integration iiber die Fermifliche berechnet werden kann, wie in
Abschnitt 3.2.1 beschrieben, muss im zweiten Fall beriicksichtigt werden, dass das Vortex-
gitter aufgrund der unterschiedlichen Komponenten der Fermigeschwindigkeit innerhalb der
Ebene senkrecht zum Magnetfeld deformiert sein kann. Dies soll in Abschnitt 3.2.2 durch
einen einfachen Variationsansatz mit einem einzelnen Variationsparameter 7 beriicksichtigt
werden, der in einer Reskalierung der Fermigeschwindigkeitskomponenten resultiert, wobei 7
durch Minimierung der Freien Energie bestimmt werden kann (siehe auch [19]). Fermifiichen
mit ausgeprigtem “nesting” sollen in Abschnitt 3.2.3 gesondert betrachtet werden.

3.2.1 Magnetfeld in c-Achsen-Richtung

Die rdumlich gemittelte und normierte Quasiteilchen-Zustandsdichte fiir hohe Magnetfelder
berechnet sich als Realteil der réiumlich gemittelten normalen Greenschen Funktion g(w, k),
die innerhalb der Pesch-Niherung gemifs den Gleichungen (2.7) und (2.8) gegeben ist. Damit
erhiilt man nach analytischer Fortsetzung w — —iFE + 07 den folgenden Ausdruck fiir die
Zustandsdichte

N(E) = Ny <Re [g(—iE, EF)} >FS = N, <Re

1
V14 Pa(—iE, |77k|)‘| >FS
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3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder

Dabei geht die Geometrie der Fermiflache nur iiber || in die Funktion Py (—iE, |ng|) ein.
Fiir den einfachsten Fall einer zylindrischen Fermifliche mit einem Magnetfeld, das parallel
zur Symmetrieachse des Zylinders angelegt wurde, besitzt |n| mit

eB eB . eB
|| = \/7 (”%,1 + ”%,2) = UF\/T (cos? ¢ +sin® ) = vpyf -

iiberhaupt keine Winkelabhéngigkeit und damit gilt

1 1
NZyl(E) = NO <Re > = N()Re
\/1+PA(—iE,UF eB) \/1+PA(—iE,UF eB)
FS

Ist die Fermifliche anders strukturiert und soll nun das Quasiteilchenspektrum fiir verschie-
dene Magnetfelder berechnet werden, so ist es aufwindig, die Fermiflichenmittelung fiir jede
Energie und jedes Magnetfeld neu durchzufiihren. Um diesen Aufwand zu vermeiden, ist es
sinnvoll, eine charakteristische Funktion einzufiihren, die alle Informationen iiber die jewei-
lige Fermifliche enthélt und nur einmal berechnet werden muss. Schreibt man die Funktion

|| als
2 2
eB VF,1 VF,2
W“V?‘*ﬂ+@9“¢<aﬁ (%)

wobei der Parameter o = vpy/ % die Abhéngigkeit vom Magnetfeld enthélt, so kann die

Mittelung iiber die Fermiflache unter Einfiihrung einer Gewichtsfunktion gr(s) geschrieben
werden als

2
NE) = [ SR 1
rs (2m)? |Up| V1 + Py(—iE, k)
oo 2
- [Ca [ e Ly, 1 (o )
0 rs (27)3 |UF| \/1+PA(—Z'E,045) o
= N dsRe S
0/0 V1 + PpA(—iE, as) 97 ()

wobei gr(s) gegeben ist als

el = - [ o L, b
" No Jps (2m)% |0F| a

Ist die Gewichtsfunktion gp(s) fiir eine bestimmte Fermifliche und eine gegebene Magnet-
feldrichtung einmal berechnet, so kann die Zustandsdichte fiir jedes Magnetfeld und jede
Energie durch ein einfaches eindimensionales Integral iiber s gefunden werden. Insbesondere
fiir eine Anordnung mit Magnetfeld in a-b-Ebenen Richtung, bei dem keine Rotationssym-
metrie der Fermiflichen beziiglich der Magnetfeldrichtung mehr vorliegt und der Fermi-
flichenmittelwert durch ein zweidimensionales Integral berechnet werden muss, stellt dies
eine bedeutende Vereinfachung dar. Zudem kénnen anhand der Funktion gg(s), die fiir ein
gegebenes s die winkelabhéngigen Zustéinde an der Fermikante mit einer speziellen Projek-
tion |ng| auf die Ebene senkrecht zum angelegten Feld misst, grundlegende Charakteristika
der Zustandsdichte festgestellt werden, ohne dass diese iiberhaupt berechnen werden muss.
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3.2. Die rdumlich gemittelte Zustandsdichte fiir verschiedene Fermiflichengeometrien

Fiir den einfachen Fall einer zylindrischen Fermifliche ergibt sich die Gewichtsfunktion als
einfache Deltafunktion, so dass Py(—iFE, as) bei s = 1 ausgewertet wird:

27 T/c
gp(s):#/o dga//dkc(;(s%)(ﬂsl)

Fiir eine isotrope Fermifliche bzw. fiir eine elliptische Fermifliche mit Magnetfeld parallel
zur Hauptsymmetrieachse ist der Betrag der Funktion 7 gegeben als |n;| = acos¥| und
die Gewichtsfunktion berechnet sich unter Verwendung der Standardverfahren zur Verein-
fachung von Distributionen dementsprechend als

1 27 /2
e d(p/_ﬁ/2 d cos ¥ (s — |cos V)

gr(s)

/2
/ dd cos ¥ (s — |cos )
0

/2 _
/ 29 cosz96 (.19 arccos(s))
o | sin (arccos(s)) |

s
V1 — 2

Da der Kosinus von 1) zwischen 0 und § auf positive Werte kleiner eins beschrénkt ist, liefert
das Mittelungsintegral auch nur fiir Werte von s im Intervall [0, 1] ein von Null verschiedenes
Ergebnis und damit gilt fiir kugelférmige, bzw. elliptische Fermiflichen

V1—s2

.1
0 sonst (3.1)

= fir0<s<1
gr(s) =
Die Gewichtsfunktion verschwindet hier also fiir s = 0 mit endlicher Steigung ¢%(0) = 1 und
besitzt bei s = 1 eine Singularitéit. Fiir die Fermifliche in Form eines Halbtorus erhélt man
mit |7k = a| cosd| durch Integration

1 [ 37/2 U+ cosd
= — d dy———95 (s — 0
orls) = g [ e [ TR o sl

g 9
= 2/ dﬂmé(Schosﬂ)
/2 mw — 2

5 /7r LY + cos ¥ § (¥ — arccos(—s))
=2 TV —2 [sin(arccos(—s)) |
V—3s 2
TV — 241 — §2
und wiederum liefert das Mittelungsintegral nur fiir Werte von s kleiner als eins einen Bei-

trag. Damit kann die Gewichtsfunktionen fiir eine halbtorusférmige Fermifiiche geschrieben
werden als:

v—2 \/1—352

v—s _ 2 fir0<s<1
0 sonst

gr(s) = (3.2)
Man erkennt, dass im Vergleich zu der Gewichtsfunktion fiir die isotrope Fermifliche (die
fiir v = 0 aus dem obigen Ausdruck folgt) fiir eine halbtorusférmige Fermifliche (v > 0) die
Gewichtsfunktion auch fiir s = 0 einen endlichen Wert besitzt (siche Abbildung 3.4). Dies
hat einen bedeutenden Einfluss auf die Form der gemittelten Quasiteilchen-Zustandsdichte,
wie im folgenden gezeigt werden soll.
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3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder

gr(s)

15 2

Abbildung 3.4: Die Gewichtsfunktion gp(s) fiir eine zylindrische Fermifliche (blau) — wobei
die Diracsche Deltafunktion natiirlich nur skizzenhaft visualisiert werden kann —, fiir eine
elliptische bzw. isotrope Fermifliche (schwarz) und fiir eine halbtorusférmige Fermifliche mit
einem Verhiltnis der zwei charakteristischen Radien von v = 4 (rot). In allen drei Féllen
soll das Magnetfeld parallel zur c-Achse des Kristalls anliegen.

Bezeichnet man nun die gemittelte Quasiteilchen-Zustandsdichte fiir eine zylindrische Fer-
mifliche mit Nz, (E, a) so berechnet sich die Zustandsdichte fiir eine isotrope bzw. eine
halbtorusférmige Fermifliche N(F,«) fiir ein gegebenes Magnetfeld (beschrieben durch

o = vpy/<2) als Mittelung iiber Nz, (E,as) fiir verschiedene Magnetfeldstéirken, von

as = 0, d.h. der BCS-Zustandsdichte im Bulk, bis as = «, der Zustandsdichte bei ent-
sprechend angelegtem Magnetfeld in einem Supraleiter mit zylindrischer Fermifléche:

N(E,oz)/0 ds Nzyi(E, as) gr(s)

Zur Berechnung der Zustandsdichten muss natiirlich auch die Amplitude des Paarpotenti-
als |A(B,T)| als Funktion des Magnetfelds und der Temperatur bekannt sein. Diese kann
aus der Gapgleichung (2.10) bestimmt werden. Dabei kann die Magnetfeldabhéngigkeit des
Paarpotentials bei isotropen und zylindrischen Fermiflichen fiir kleine Temperaturen in gu-
ter Naherung wie folgt angenommen werden

A(B) = A(0)\/1 - B/B.

was ein Vergleich mit der numerisch aus der Gapgleichung bestimmten Magnetfeldabhén-
gigkeit belegt (siche Abbildung 3.5). Fiir eine halbtorusférmige Fermifliche ist es sinnvoll,
die Magnetfeldabhéngigkeit der Paarpotentialamplitude numerisch zu bestimmen, da hier
grofere Abweichungen von der wurzelférmigen Naherung gefunden werden. Zudem muss fiir
die unterschiedlichen Fermiflichengeometrien noch das obere kritische Magnetfeld berech-
net werden. Um dieses zu erhalten, kann die Gapgleichung (2.10) nahe des oberen kritischen
Magnetfelds in A(B, T) linearisiert werden und es ergibt sich mit g(w, kr) ~ 1+ 0O (A?%) der

Ausdruck

T

0=nT Z é«ﬁzw(zz»}w — 1) —ln?C

‘en‘<wc
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a) b) c)
15 15 = 15 D
o1 o1 E 1
S < ™ < e
0.5 0.5 ° 0.5
0 0 0
0 05 1 0 05 1 0 0.5 1
B/Bc2 B/Bc2 B/Bc2

Abbildung 3.5: Die Magnetfeldabhéingigkeit der Paarpotentialamplitude, berechnet im Rah-
men der Pesch-Ndherung fiir 7' = 0,17,.. W&hrend die numerisch berechneten Werte von
A(B) fiir eine zylindrische Fermifliche (a) und fiir eine isotrope Fermifliche (b) sehr gut
mit einer einfachen wurzelférmigen Niherung (durchgezogene Linie) {ibereinstimmen, kann
diese Naherung fiir eine halbtorusférmige Fermifliche nicht mehr gerechtfertigt werden (c).

der sich mit z(as) = % und unter Verwendung von gp(s) berechnen lasst als:

0=rT 3 i (/01 [Vrz(as)w (iz(as)) gr (s)] ds — 1) i

len|<we ¢
Wie aus Abbildung 3.6 hervorgeht, fiihrt die endliche Gewichtung der Zustandsdichte bei
as = 0, d.h. der BCS-Zustandsdichte, bei einer halbtorusférmige Fermifliche zu einer schar-
fen Gapkante bei E = £A(B,T). Dies unterscheidet die Zustandsdichte bei einer halbto-
rusformigen Fermifliche wesentlich von den anderen betrachteten Geometrien. Zudem fiihrt
die nahezu gleichgewichtige Mittelung iiber Zustandsdichten, die bei anderen Geometrien
zu niedrigeren Magnetfeldern korrespondieren, zu einer starken Reduktion der Peaks an der
Gapkante und zu einem nahezu kastenférmigen Verhalten der Zustandsdichte. Bei der iso-
tropen Fermifliche ist die Gapkante noch als Knick sichtbar, wihrend bei einer zylindrischen
Fermiflache die Peaks der Zustandsdichte schon fiir kleine Magnetfelder ab etwa 0, 3 B2 stark
auseinanderlaufen und keine Gapkante mehr erkennbar ist. Dies sollte insbesondere bei dem
Versuch, die Grofe des Paarpotentials aus dem Abstand der Peaks in der Zustandsdichte zu
bestimmen, beriicksichtigt werden.

Sehr anschaulich kann man sich den Einfluss der Fermiflichengeometrie auf das Verhalten
der Gewichtsfunktion gp(s) fiir kleine Werte von s anhand der Bereiche auf der Fermifla-
che vorstellen, bei denen die Projektion der Fermigeschwindigkeit auf die Ebene senkrecht
zum Magnetfeld klein wird, bzw. verschwindet. Fiir eine zylindrische Fermifliche mit Ma-
gnetfeld parallel zur c-Achsen-Richtung existiert kein Bereich, bei dem die Projektion der
Fermigeschwindigkeit verschwindet, daher ist gp(s) fiir kleine Werte von s Null. Fiir eine
elliptische, bzw. isotrope Fermifliche existieren nur zwei Punkte, die Pole, bei denen die
Projektion der Fermigeschwindigkeit auf die Ebene senkrecht zum angelegten Magnetfeld
verschwindet, hier erhélt man fiir kleine Werte von s einen linearen Anstieg von gr(s). Bei
einer halbtorusférmigen Fermifliche hingegen existieren zwei ganze Linien, entlang derer die
Projektion verschwindet (fiir ¥ = 7/2 und ¢ = 37/2), hier nimmt gp(s) fiir niedrige Werte
von s einen nahezu konstanten endlichen Wert an.
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Abbildung 3.6: Die Zustandsdichte fiir verschiedene Fermiflichengeometrien: a) fiir eine zy-
lindrische, b) fiir eine elliptische, bzw. isotrope und c) fiir eine halbtorusférmige Fermifléache
mit Magnetfeld in c-Achsen-Richtung. In allen drei Figuren sind Kurven fiir Magnetfeldwerte
B =0,1BS, B=0,3B% und B = 0,5B¢, gezeigt.
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3.2. Die rdumlich gemittelte Zustandsdichte fiir verschiedene Fermiflichengeometrien

3.2.2 Magnetfeld in a-0-Ebenen-Richtung

Liegt das Magnetfeld nicht parallel zur Hauptsymmetrieachse des Kristalls an, so muss die
Anisotropie der Fermigeschwindigkeitskomponenten in der Ebene senkrecht zum Magnetfeld
bei der Konstruktion eines Grundzustands fiir das Paarpotential beriicksichtigt werden. Eine
Mboglichkeit besteht darin, das Abrikosov-Vortexgitter aus Gleichung (2.6) durch einen einfa-
chen Variationsansatz zu reskalieren (siehe [19]). Die Idee soll im folgenden kurz skizziert wer-
den. Ist das Abrikosov-Vortexgitter als Grundzustand des Operators b = \/ezé (85 + %z)
mit z = x + iy und Z = x — iy gegeben, d.h.

ot (x,y) =0

so soll nun der Grundzustand fiir einen modifizierten Operator v gefunden werden, der sich
allgemein unter Einfiihrung der reellen Parameter « und v schreiben lasst als

vzub—vbJf

Da der Operator « in einem transformierten (gedrehten) Koordinatensystem die gleiche
Form annehmen soll wie der Operator b, so folgt aus der Definition von b die Bedingung
u? — 0% = 1. Damit kann die Transformation durch einen einzigen Parameter 7 beschrieben

werden, wobei gelten soll
u = cosh7, v =sinhTt

Nun kann der Grundzustand des Paarpotentials geschrieben werden als (siehe dafiir [19] und
Abbildung 3.7):

Vr(z,y) =va (e Tz, eTy), vour(z,y) =0

Auferdem muss man beriicksichtigen, dass der Ubergang in ein neues gedrehtes Koordina-
tensystem auch mit einer Modifikation der Funktion |n;| verbunden ist. Der Operator L aus
Abschnitt 2.2 wird ersetzt durch

L=2w+ ey —mAt, = (eTUF,1 + ’L’eiT’UF;Q) ?
d.h. die Reskalierung des Vortexgitters wird durch eine Reskalierung der Fermigeschwindig-
keitskomponenten kompensiert. Dabei muss der Variationsparameter 7 fiir jedes Magnetfeld
und jede Temperatur durch Minimierung der Freien Energie gefunden werden. In bestimm-
ten Fillen kann diese aufwéndige Minimierungsprozedur jedoch gliicklicherweise vermieden
und der Wert von 7 analytisch bestimmt werden.

Um die Komponenten vg; und vg in der Ebene senkrecht zum Magnetfeld zu finden,
kann im allgemeinen Fall einer beliebigen Magnetfeldrichtung eine Rotation des “Kristall-
Koordinatensystems”, beziiglich dessen Achsen a, b und ¢ die Fermiflichen ausgerichtet sind,
durchgefiihrt werden. Bei einer Rotation um die a-Achse des Kristalls mit dem Winkel p
erhalt man beispielsweise

Tp = vpa€1 + (Cos pvppy — sinpup,) € + (sinpvpp + cos pup,) €3
wobei der Vektor €3 in Richtung des Magnetfelds zeigt. Beschréinkt man sich auf den Fall
einer speziellen Rotation, bei der das Magnetfeld in der a-b-Ebene des Kristalls zu liegen
kommt, so kénnen mit p = w/2 die Fermigeschwindigkeitskomponenten in der Ebene senk-
recht zum Magnetfeld gefunden werden als

UF1 = VUF,a, UF2 = —UFc
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3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder

Abbildung 3.7: Der Variationsansatz zur Beschreibung eines verzerrten Vortexgitters fiir ho-
he Magnetfelder: Links das unverzerrte Vortexgitter fiir eine isotrope Fermigeschwindigkeit
und rechts das verzerrte Vortexgitters mit einem Variationsparameter 7 = 0, 375.

Unter Beriicksichtigung einer méglichen Verzerrung des Vortexgitters erhdlt man dann fiir
eine zylindrische Fermifliche mit schwacher c-Achsen-Dispersion die fiir die Berechnung der
Zustandsdichte relevante Funktion 7| als

eB .
k| = \/—c (62"'11%’1 + 6_2"'11%’2) = a\/e2T cos? p + e~27e2 sin? ck,.

Fiir eine halbtorusférmige und ebenso fiir eine isotrope Fermifliche schreibt sich der Betrag
der Projektion der Fermigeschwindigkeit als

eB .
Ini| = \/— (e%v% e 2 2) = Oé\/€2T cos? p cos? ¥ + e~ 27 sin® 9
- : :

Fiir eine elliptische Fermiflaiche muss beriicksichtigt werden, dass vrap # vF,, und damit
erhélt man fiir |ng| den Ausdruck

eB eB
— 27 0y2 —27 4,2 — 27 0y2 2 2 —279y2 in2
k| = \/c (e gy te va2) =4/ . \/e Vg gy COS” p €OS% ¥ + €Ty,  sin” 0
eB _ .
/= /vp,abvp,c\/e% cos? p cos? ¥ + e=27 sin® ¥
c

= a\/e% cos? @ cos2 ¥ + e~ 27 sin? )

wobei in der unteren Zeile T = 7 + %lnﬁ—’i” eingefiihrt und o = \/m\/% defi-
niert wurde. In diesem Fall nimmt |n| fiir die elliptische Fermifliche mit Magnetfeld in
a-b-Ebenen-Richtung die gleiche Form an wie |n| fiir die isotrope bzw. halbtorusférmige
Fermiflache. Ist || nun bekannt, so kann die charakteristische Funktion gg(s) fiir die ver-
schiedenen Fermiflachengeometrien berechnet werden. Da der Parameter 7 jedoch nicht von
vornherein bekannt ist, sondern erst durch Minimierung der Freien Energie bestimmt werden
muss, wird die Berechnung etwas komplizierter als im vorangegangenen Abschnitt.

Ohne vorherige Kenntnis der Vortexgitterverzerrung 7 kénnen aber schon grundlegende
Aussagen tiber gr(s) durch eine Analyse von || getroffen werden. Wie aus der Berechnung
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3.2. Die rdumlich gemittelte Zustandsdichte fiir verschiedene Fermiflichengeometrien

Abbildung 3.8: Die Funktion || fiir eine zylindrische Fermifliche mit einer c-Achsen-
Dispersion von €, = 0, 163 und einem Verzerrungsparameter des Vortexgitters von 7 = % Ine.
(links) und fiir eine halbtorusformige Fermifliche mit v = 4 und 7 = 0,375 (rechts). Deut-
lich zu erkennen sind die unterschiedlichen Extremalpunkte: Maxima, Minima, Sattelpunkte
und ausgedehnte Sattelpunkte.

von Zustandsdichten bekannt ist, fiihren beispielsweise Sattelpunkte von |n| zu Van Hove-
Singularitédten in gr(s) wohingegen Extrema von |n| zu Stufen in gr(s) korrespondieren.
Betrachtet man zuerst || fiir eine zylindrische Fermifliche mit ¢-Achsen-Dispersion, so fin-
det man Extrema der Koordinatenlinien bei ¢ =0, 3, =, 37”, 27, bzw. cke = —m, - 3,0, 5, 7.
Nun kann durch Berechnung der zweiten Ableitung der Typ der Extrema an den verschie-
denen Punkten berechnet werden. Man findet fiir |nx|(¢ = 7/2, ck. = 0) = 0 ein Minimum,
fiir [ne|(@ = 0,ck. = 7/2) = a\/e2™ + e 27e2 ein Maximum und zwei Sattelpunkte bei
[ne|(@ = 0,cke = 0) = ae™ und |nk|(p = 7/2,ck. = ©/2) = ae "€, (vgl. Abbildung 3.8
links). Nun kann durch Differenzieren von Gleichung (2.9) nach dem Verzerrungsparameter
T gezeigt werden, dass fiir eine zylindrische Fermifliche mit schwacher c-Achsen-Dispersion
ein Minimum der Freien Energie fiir alle Temperaturen und Magnetfelder fir 7 = %ln €c
vorliegt. In diesem Fall fallen die beiden Sattelpunkte von || zusammen und man erhlt
bei x| = a,/€; eine logarithmische Divergenz der Gewichtsfunktion gp(s) wihrend sich
aus dem Maximum von |ng| bei ay/2¢. auf ein stufenférmiges Verschwinden der Funktion
gr(s) schliefen ldsst. Eine dhnliche Analyse kann auch fiir eine halbtorusférmige, sowie eine
isotrope und eine elliptische Fermifliche durchgefiihrt werden. Hier findet man Extrema der
Koordinatenlinien von |ny| an den Punkten ¢ = 0, %, T, 37“, 27, bzw. ¥ = §, m, 37“ Nach
Berechnung der zweiten Ableitungen ldsst sich ein Minimum bei |nx|(¢ = 7/2,9 =7) =0
sowie ein Maximum bei |ng|(¢ = 0,9 = m) = ae” identifizieren (siehe Abbildung 3.8 rechts).
Letzteres fithrt zu einem stufenférmigen Verschwinden der Gewichtsfunktion gr(s) bei e,
wahrend ein ausgedehnter Sattelpunkt bei |ng|(9 = 7/2, ¢) = ae™" eine wurzelférmige Sin-
gularitéit zur Folge hat. Fiir die isotrope bzw. die elliptische Fermifliche findet man aus
Symmetriegriinden ein Minimum der Freien Energie bei 7 = 0 bzw. 7 = 0 was bei ei-
ner elliptischen Fermifliche einer Verzerrung von 7 = fé In ff;—“:’ entspricht. In diesem Fall
verschwindet die Gewichtsfunktion gr(s) bei s = 1 mit einer wurzelférmigen Singularitit.
Fiir die halbtorusfé6rmige Fermiflache findet man kein so einfaches Argument zur analyti-
schen Bestimmung von 7, vielmehr ergibt eine numerische Analyse, dass die Verzerrung des
Vortexgitters hier eine deutliche Abhéngigkeit von der Stirke des angelegten Magnetfelds
aufweist (siehe Abbildung 3.9 b). Fiir ein Magnetfeld, das in a-b-Ebenen-Richtung ange-
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Abbildung 3.9: Die Abhéngigkeit der Vortexgitter-Verzerrung vom Magnetfeld, beschrieben
durch den Parameter 7: a) fiir eine zylindrische Fermifliche mit einer ¢-Achsen-Dispersion
von ¢, = 0,163 und b) fiir eine halbtorusférmige Fermifliche mit v = 4. In den Insets
ist die von der Stirke des Magnetfelds unabhéngige Vortexgitterverzerrung, bzw. die Vor-
texgitterverzerrung fiir B — 0 und B — B,y skizziert. Wihrend der konstante Wert von
T = %ln €. ~ —0,907 fir die zylindrische Fermifliche analytisch berechnet werden kann,
muss 7 fiir die halbtorusférmige Fermifliche durch Minimierung der Freien Energie fiir jedes
Magnetfeld numerisch bestimmt werden.
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gr(s)
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Abbildung 3.10: Die Gewichtsfunktion gp(s) fiir eine zylindrische Fermifliche mit 7 = £ Ine,

und e, = 0,163 (blau), fiir eine elliptische bzw. isotrope Fermifliche (schwarz) und fiir eine
halbtorusférmige Fermifliche mit einem Verhéltnis der zwei charakteristischen Radien von
v = 4 (rot). Fiir den Torus wurde ein Verzerrungsparameter von 7 = 0,375 gewdéhlt, wie
er aus einer Maximierung des oberen kritischen Magnetfelds B.e, bzw. einer Minimierung
der Freien Energie in der Umgebung von B.s folgt. In allen drei Féllen soll das Magnetfeld
parallel zur a-b-Ebene des Kristalls anliegen.

legt wurde, miissen die Funktionen gp(s), wie schon erwéhnt, numerisch berechnet werden.
Eine Ausnahme bildet die elliptische Fermifliche. Hier kann durch Anpassung der Verzer-
rung 7 das Ergebnis der isotropen Fermifliche reproduziert werden, die natiirlich keinerlei
ausgezeichnete Achse besitzt und — wie im vorangegangenen Abschnitt beschrieben — analy-
tisch berechnet werden kann. Die Ergebnisse fiir die Gewichtsfunktionen sind in Abbildung
3.10 zusammengestellt. Es fillt auf, dass alle Gewichtsfunktionen #hnliche Charakteristi-
ka besitzen: Ein linearer Anstieg von gr(s) bei s = 0 sowie eine Singularitéit bei hoheren,
wenngleich unterschiedlichen Werten von s. Diese Ahnlichkeit fiir kleine Werte von s kann
man sich leicht erkliren, denn fiir alle drei Fermiflichen existieren genau zwei Punkte, an
denen die Projektion der Fermigeschwindigkeit auf die Ebene senkrecht zum Magnetfeld
verschwindet. Dabei resultiert der lineare Anstieg von gg(s) fiir kleine s in dem charakteris-
tischen Knick der Zustandsdichte an der Gapkante, der schon bei der isotropen Fermifldche
im vorangegangenen Abschnitt diskutiert wurde. Es wird damit jedoch deutlich, dass die
klare Unterscheidung zwischen einer zylindrischen, isotropen oder halbtorusférmigen Fer-
miflichengeometrie anhand der Quasiteilchen-Spektren im Vortexzustand, wie sie fiir ein
in c-Achsen-Richtung angelegtes Magnetfeld moglich war, fiir ein Magnetfeld, das parallel
zur a-b-Ebenen-Richtung des Kristalls anliegt, nicht moglich ist (vgl. Abbildung 3.11). Bei
der Betrachtung des oberen kritischen Magnetfelds B% fiir eine zylindrische Fermifléiche ist
dabei zu beriicksichtigen, dass dieses fiir eine verschwindende c-Achsen-Dispersion divergiert
(siehe [19]).
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Abbildung 3.11: Die Zustandsdichte fiir verschiedene Fermiflichen mit Magnetfeld in a-b-
Ebenen-Richtung: a) fiir eine zylindrische und b) und fiir eine halbtorusférmige Fermifliche.
Fiir die zylindrische Fermifliche wurde eine schwache c-Achsen-Dispersion von ¢, = 0,163
angenommen, die eine Divergenz des oberen kritischen Magnetfelds B¢y verhindert, und die
Anisotropie des Vortexgitters mit 7 = %hl €. angepasst. Fir die halbtorusférmige Fermi-
fliche wurde der Verzerrungsparameter 7 durch Minimierung der Freien Energie fiir jeden
Magnetfeldwert passend bestimmt (siehe Abbildung 3.9 b). In allen drei Figuren sind Kurven
fiir Magnetfelder von B = 0,1B%, B = 0,3B% und B = 0,5B% gezeigt.
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3.2.3 Fermiflichen mit ausgeprigtem “nesting”

Um die rdumlich gemittelten Zustandsdichten fiir eine einfaches “tight binding”-Modell zu
berechnen, muss zuerst die passende charakteristische Funktion gp(s) gefunden werden.
Diese kann fiir eine Dispersionsrelation der folgenden Art e = 2t (coskza + coskya) — ep
durch eine kurze Rechnung bestimmt werden. Betrachtet man die Fermiflichenmittelung

aus Abschnitt 3.1:
/ Bk 1 )
Jrs = N 2m)3 |vF| o

und verwendet die Definition der Gewichtsfunktion gr(s), so erhélt man

1 BE 1 |7k
= = — 5(e)s | ¢ — LKL
90 = |, @ oo < a)
4 [0 /0 1 1
- = dk, dky——
N —7/a —7/a (27T) a@F\/sian:ma—i—sianya

X0 (cos kya + coskya —2A) ¢ (s - \/sin2 kya + sin® kya)

wobel mit op = 2ta eine mittlere Fermigeschwindigkeit eingefiihrt und o = g4/ % gewahlt

wurde. Dabei kann die Integration iiber die gesamte Brillouinzone durch eine Integration
tiber k, und k, von —Z bis 0 ersetzt werden, da alle Funktionen symmetrisch beziiglich
des Integrationszentrums sind. Nun soll weiterhin die Integration durch Einfiihrung von
x = coskza und y = coskya vereinfacht werden. Die Differentiale schreiben sich damit als
dk, = ——2_ sowie dk, = ——2— und man erhilt

av/1-22 ay/1-y2
g ! Saty—24)0 (s- V- )
gr(s) jv/ m/ JI—2 (27)23 UFs

B %(277 a3vps/ \/1z2\71(1+$2A ( \/2 z)Q)

_ 1 @(1+:c72A) s .
N (27)2 a3vps/ \/1_35 \/1 )22|A—x|{6( x1) + 6 ( 2)}

mit x; = A+4/1— % — A2 und xg = A— /1 — % — A2 Nun kann auch das Integral iiber

x ausgefiihrt werden, wobei man verwenden kann, dass gilt

1—a2=1-(24—125)%, 1-22=1— (24— z)

2
|A_x1|:|A_x2|:,/1_%_A2

so dass sich die zwei Diracschen Deltafunktionen wieder zusammenfassen lassen und man fiir
die Gewichtsfunktion gr(s) nach einigen weiteren algebraischen Umformungen den folgenden

Ausdruck erhélt:
L @(1A2§)®<(§+2A2)24A2)

gF(S):_ 2 3
N (2m)*aor \/(§+2A2)2f4A2,/1fAL§
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3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder

mit einer jeweils zu bestimmenden Normierungskonstanten A/. Die Gewichtsfunktion fiir ein
zweidimensionales “tight binding”-Modell mit “nearest-neighbor hopping” besitzt somit zwei
Singularitéiten bei s = /4A(1 — A) und s = v/2 — 2A2, die durch die Nullstellen des Nenners
bestimmt sind und die gleichzeitig den von Null verschiedenen Wertebereich von gp(s) be-
grenzen. Fiir A — 1 ndhert sich die Form der Fermifliche einem Zylinder und folglich riicken
die zwei Singularitidten zusammen (siehe Abbildung 3.12). Die Zustandsdichte berechnet sich
wie im vorangegangenen Abschnitt als Integral iiber die Zustandsdichte einer zylindrischen
Fermiflache fiir verschiedene effektive Magnetfelder, jeweils gewichtet mit gg(s). Wéhrend
sich die Zustandsdichten im Vortexzustand fiir ein schwaches “nesting” der Fermiflichen
und eine nahezu zylindrische Fermifliche kaum von der Zustandsdichte einer zylindrischen
Fermifliche unterscheiden, beobachtet man fiir ein sehr starkes “nesting” der Fermiflache
(Abbildung 3.12 a) ein breiteres Aufspalten der zwei Peaks in der charakteristischen Funk-
tion gp(s) und daraus resultierend auch fiir hhere Magnetfelder eine schirfere Gapkante
und ein schwécheres “Auseinanderlaufen” der Peaks in der Quasiteilchen-Zustandsdichte.
Fiir ein Magnetfeld parallel zur a-b-Ebenen-Richtung des Kristalls muss zur Begrenzung des
oberen kritischen Felds wiederum eine kleine c-Achsen-Dispersion eingefiihrt werden. Da in
diesem Fall jedoch die “nesting”-Eigenschaften der Fermiflache nur eine untergeordnete Rol-
le spielen, ist ein dhnliches Ergebnis zu erwarten wie fiir die zylindrische Fermifliche mit
entsprechender c-Achsen-Dispersion, und es soll hier auf die aufwindige Herleitung einer
Gewichtsfunktion fiir diesen Fall verzichtet werden.

Schlieflich soll noch die Zustandsdichte fiir ein dreidimensionales “tight binding”-Modell mit
einer Energiedispersion der Form e, = 2¢ (coskya + cos kya + cosk,a) — ep berechnet wer-
den. Dabei soll ein Fall betrachtet werden, bei dem das Magnetfeld parallel zur k.-Achse
der Fermifliche anliegt. Die Gewichtsfunktion berechnet sich dann analog zum zweidimen-
sionalen “tight binding”-Modell als

_ 1 Bk 1 |77k|
9rs) = % |, (WWW(“:)

8 0 0 Tr/a 1 1
= v dkzm/ dky/ dk., 5002
—n/a —n/a 0 (27) a’L_)F\/SiHQ kra + sin® kya+sin2 k.a

x0 (coskza + coskya + cosk.a — 3A4) 6 <s - \/sjn2 kra + sin? kya)
Wiederum kann die Integration unter Einfiihrung von = = coskga, y = coskya und z =
cos k,a vereinfacht werden und man erhéilt

(s) 18/1dx/1dy/1dz 1

g - L 8

gF N(@m)Ea® J i vV1—22 )0 1—92 )1 VI—220p /3 — a2 —y2 — 22
><5(:c+y+z—3A)5(s—\/2—5027312)

1 (1-3A+z+vy) 6(5_\/2_5’32_y2)

18 /1 dx /1 dy ©
N (2m)3a0p J_1 V1 —22 )1 \/1ny \/1_(3A_$_y)2\/3—x2—y2—(314—$—y)2

18 /1 dz /1 dy ©(1—3A+z+y) O (2-2%-5%
3,35
N @2m)2advp |y V1 —a? 71\/1_?/2\/1f(3A—zfy)2 P 4+1-(BA—2—y)’

S
“T [0 (y —yo) + 6 (y+y0)]
mit yo = v/2 — 22 — s2. Fiihrt man nun noch die Integration iiber y aus, so schreibt sich die
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3.2. Die rdumlich gemittelte Zustandsdichte fiir verschiedene Fermiflichengeometrien

gr(s)
w

N

gr(s)
w

N

w

gr(s)

N

0.5 15
0.5 15
0 0.5 15 2

N(E)/No

N(E)/No

2.5

15

0.5

25

15

0.5

E/Te

-4 -2 0 2 4
E/Te

Abbildung 3.12: Die Gewichtsfunktion und die Quasiteilchen-Zustandsdichte fiir ein zwei-
dimensionales “tight binding”-Modell mit unterschiedlich starkem “nesting” der Fermiflache.
Von oben nach unten wurde der Parameter A =
A =0,9 (c) gewéhlt, der Inset zeigt jeweils die zugehorige Form des Fermiflichenschnitts.
Rechts sind jeweils die zugehorigen Quasiteilchen-Zustandsdichten fiir Magnetfelder von
B =0,1B., B=0,3B. und B = 0,5B. gezeigt.
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3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder

Gewichtsfunktion schliefilich in integraler Form als

1 8s ! @(x2+5271)®(27502—52)
gr(s) = _7,/ dx
Nerpaor |, Vet 1/ 2
0(1-3A+a+v2=22—5?)
Vi1-(34—2—v2—22—32)* /2 41— (3A—w—v2—22—3?)°
n 0(1-3A+z—v2-22—57)
V1-(3A—atvz—a? %) [ 11— (3A-a+V2—a?—s2)

mit einer jeweils zu bestimmenden Normierungskonstanten A/. Die Ergebnisse fiir dieses
Modell sind in Abbildung 3.13 zusammengestellt. Deutlich zu erkennen ist, dass fiir einen
“nesting”-Parameter von A ~ % die Divergenz der Gewichtsfunktion bei s = 0 zu einer Zu-
standsdichte fiihrt, die nahezu der Bulk-Zustandsdichte entspricht, da bei einer Mittelung die
Gewichtung der Zustandsdichte mit B = 0 (entsprechend s = 0) {iberwiegt. Diese Divergenz
ldsst sich aus dem Verschwinden der Fermigeschwindigkeit am “Aquator” der Fermifliche
erklaren, was natiirlich auch ein Verschwinden der Projektion der Fermigeschwindigkeit ||
in der Ebene senkrecht zum Magnetfeld zur Folge hat. Dies ist ein Effekt, der zu einer Di-
vergenz des oberen kritischen Felds fiihrt — vergleichbar mit einer zylindrischen Fermiflache
ohne c-Achsen Dispersion und einem in a-b-Ebenen-Richtung angelegten Magnetfeld. Fiir
Werte von A > % fithrt dagegen der lineare Anstieg von gp(s) fiir kleine s zu Zustandsdich-
ten, die sich mehr und mehr der Zustandsdichte einer isotropen Fermifliche anndhern, die
im Grenzfall A — 1 in dem Modell enthalten ist (siche Abbildung 3.13 ¢). Dass in diesem
Fall Divergenz und Abbruch der Gewichtsfunktion nicht bei s = 1 erfolgt, wie dies bei der
isotropen Fermifliche der Fall war, liegt an der etwas anders erfolgten Definition der Fer-

migeschwindigkeit v und damit einem anders normierten Parameter o = o @ . Da die
Magnetfeldstéirke aber jeweils auf das obere kritische Feld B,y bezogen ist, kann die Nor-
mierung von « bei der Berechnung der gemittelten Quasiteilchen-Zustandsdichte beliebig
gewdhlt werden — insofern die Wahl mit derjenigen konsistent ist, die bei der Berechnung
der Gapgleichung getroffen wurde.

3.3 Die raumlich gemittelte Zustandsdichte fiir den Vor-
texzustand von MgB,

Um die rdumlich gemittelte Zustandsdichte fiir den Vortexzustand von Magnesiumdiborid zu
berechnen, muss zuerst die Zweiband-Gapgleichung im Vortexzustand gel6st werden. Liegt
das Magnetfeld nicht parallel zur Hauptsymmetrieachse des Kristalls an, so muss deswei-
teren die korrekte Form des Vortexgitters durch Minimierung der Freien Energie gefunden
werden. Ebenso wie im Einband-Fall kann jedoch auch hier fiir kleine Temperaturen die
Magnetfeldabhingigkeit des Paarpotentials anndhernd durch ein wurzelférmiges Verhalten
beschrieben werden. Erst bei htheren Temperaturen findet man deutliche Abweichungen.
Hier steht insbesondere das Verhalten des kleinen Gaps im w-Band sehr stark unter dem
Einfluss der Interband-Paarungswechselwirkung, die in die Auferdiagonaleintrige der Kopp-
lungsmatrix A\, eingeht. Daher ist es sinnvoll, mit n = )‘A’:’:A)‘: ein Mafs fiir die Kopplungs-
stirke einzufithren, wie es die Autoren von [19] nahe legen. Dabei entspricht 7 = 0 einem
Verschwinden der Interbandkopplung, wihrend 1 = 0,5 eine maximale Interbandkopplung
beschreibt. Ganz ohne Interbandkopplung (n = 0) wiirde das kleinere Gap bei einer entspre-

chend niedrigeren Ubergangstemperatur T.™ = 2A{™ /3,53 verschwinden als das groRere
Gap. Daraus resultiert, dass bei einer nur sehr schwachen Interbandkopplung das kleinere
Gap zwischen der kritischen Temperatur des Gesamtsystems und der zu seinem Wert korre-
spondierenden kritischen Temperatur mehr oder weniger stark unterdriickt ist und es damit
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3.3. Die rdumlich gemittelte Zustandsdichte fiir den Vortexzustand von MgBy
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Abbildung 3.13: Die Gewichtsfunktion und die Quasiteilchen-Zustandsdichte fiir ein dreidi-
mensionales “tight binding”-Modell mit unterschiedlich starkem “nesting” der Fermiflichen.
Der “nesting’-Parameter A = < wurde von A = £ (a) iiber A = J (b) bis 4 = 12
(c) variiert, der Inset zeigt jeweils die zugehorige Form der Fermifliche. Rechts sind die
Quasiteilchen-Zustandsdichten fiir die links angegeben Fermiflachen fiir Magnetfelder von

B =0,1B.2, B=0,3B:. und B = 0,5B. berechnet.
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3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder

B/Bc, B/Bc,

Abbildung 3.14: Die Magnetfeldabhéngigkeit der Paarpotentialamplituden im o-Band (blau)
und im 7-Band (rot) von Magnesiumdiborid, berechnet mit unterschiedlichen Interband-
kopplungsstiarken: Fiir (a) wurde eine schwache Interbandkopplungsstirke von 1 = 0,064
angenommen (siehe [7]), fiir (b) eine stirkere Interbandkopplungsstiarke von n = 0, 121 (sie-
he [19]). Ein deutlicher Unterschied ist bei dem Verhéltnis der zwei Paarpotentialamplituden

bei B = 0 erkennbar, im ersten Fall ist ¢o(n = 0,064) = % = 3,05 gegeben, im zweiten
Fall ergibt sich ¢o(n = 0,121) = 2,37. In beiden Féllen ist eine wurzelférmige Naherung der

Magnetfeldabhéingigkeit des Paarpotentials (gestrichelt) angegeben.

starke Abweichungen von der “klassischen” Temperaturabhiingigkeit aufweist. Fiir niedrige
Temperaturen sind diese Abweichungen jedoch nur gering und hier liefert eine wurzelférmige
Néaherung der Magnetfeldabhéngigkeit hinreichend gute Ergebnisse (siche Abbildung 3.14).
Die Matrix Ay ist aus Bandstrukturrechnungen bekannt und wurde von Liu et al. in [7] zu
Aoo = 0,959, Ao = 0,222, Ay = 0,163 und A\, = 0,278 berechnet. Daraus ergeben sich die
Eigenwerte der Matrix zu Ay = 1,008 und A_ = 0, 228 sowie eine Interbandkopplungsstirke
von 11 = 0,064. Fiir die Berechnung der Paarpotentialamplituden sowie der Zustandsdichten
in dieser Arbeit wurde neben der von Liu et al. vorgeschlagenen Kopplungsmatrix jedoch
noch eine weitere Kopplungsmatrix beriicksichtigt, die unter Beibehaltung der Eigenwerte
von Anq und durch eine héhere Interbandkopplungsstirke von n = 0,121 gewonnen wurde.
Diese Aqo/-Matrix erhalten Dahm und Schopohl in [19] durch eine Anpassung ihrer Theorie
an die gemessene Anisotropie des oberen kritischen Felds durch Lyard et al. [18] (vergleiche
Abbildung 1.3). Die Kopplungsmatrix schreibt sich in diesem Fall als

v, _ (0,914 0,207
@ =\ 0,218 0,322

In den Abbildungen 3.15 a) bis f) sind die Ergebnisse, die mit den beiden Modellannahmen
berechnet wurden, gegeniibergestellt. Dabei muss bei der Berechnung der Zustandsdichte
und der Gapamplitude im Vortexzustand fiir den Zweiband-Fall beriicksichtigt werden, dass
die Fermigeschwindigkeiten in den unterschiedlichen Béndern verschieden sein kénnen. Fiir
den vorliegenden Fall von Magnesiumdiborid wurde die Fermigeschwindigkeit im o-Band als
{7 = 4,4.10°2 und im 7-Band als v\7) = 8,2 - 1052 angesetzt (siche [7]). Fiir ein Ma-
gnetfeld in ¢-Achsen-Richtung des Kristalls geniigt das unverzerrte Abrikosov-Vortexgitter
zur Beschreibung des Grundzustands des Paarpotentials, und die Zustandsdichte berechnet
sich als

N(E, B) = N{"'Re [ {4 (iF, EF)U N{™Re [<g<”>(—z‘E,/§F)>J
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3.3. Die rdumlich gemittelte Zustandsdichte fiir den Vortexzustand von MgBy

wobei g(?) (—iE, EF) und g(”)(—iE,EF) gemifl Gleichung (2.7) analytisch berechnet wer-
den kénnen. Dabei kann die Fermiflichenmittelung im 7-Band unter Verwendung der Ge-

wichtsfunktion (3.2) erfolgen, wobei die Magnetfeldabhingigkeit iiber a(?) = vg)\/% und
al™ = vgr), /<2 mit vl(f) + vg) in die Berechnung eingeht. In Abbildung 3.15 a) und b) ist

das Quasiteilchenspektrum fiir Magnesiumdiborid, normiert auf Ny = Néa) + Néw), gezeigt.

N
ﬁ = 0,577 und das der Zustandsdichte des o-Bandes als w, = 1 — w, = 0,423. Sofort
zu erkennen ist das deutlich raschere Verschwinden des Peaks an der Gapkante im m-Band
im Vergleich zum Peak an der Gapkante im o-Band, ein Effekt, der auf die unterschiedliche
topologische Struktur der zwei Fermiflichen zuriickzufiihren ist. Ein Vergleich der Zustands-
dichte bei £ = 0 als Funktion des Magnetfelds mit gemessenen Werten durch Bouquet et
al. zeigt, dass die Annahme einer stirkeren Interbandkopplung n = 0,121 zu einer besseren
Ubereinstimmung fiihrt als die Berechnungen mit einer niedrigeren Interbandkopplungs-
starke von n = 0,064, wie sie aus den Bandstrukturrechnungen vorausgesagt wurde. Ist
die Temperatur- und Magnetfeldabhéngigkeit der Paarpotentialamplituden sowie der Qua-
siteilchenzustandsdichten bekannt, so kann zudem die spezifische Warme des elektronischen
Systems im Rahmen der analytischen Niherung berechnet werden als

we L L N)(E)
Cy—C,=-T 2T% cosh? (57 ) dE
) { o &) }

% tanh % —21In (2 cosh %)] A N(@)

Dabei berechnet sich das Gewicht der Zustandsdichte des m-Bandes als w, =

wobei O N(®)(E) gegeben ist als

(a) . (a)

P E orA

OrN@(E) = <_ A (—iE, |mw) - T - >
\/1 + P\ (—iE, [ny)

Die Tatsache, dass allein die Paarpotentialamplitude eine Temperaturabhéngigkeit aufweist,
sowie die Verwendung der Stationaritdtsbedingung des Druckfunktionals fiihrt zu einem
Verschwinden aller gekoppelter Terme und zu einer einfachen additiven Uberlagerung der
Anteile der spezifischen Wiarme fiir Teilchen aus dem o-Band und Teilchen aus dem 7-Band.
Die Ergebnisse dieser Rechnungen sind in Abbildung 3.15 €) und f) fiir die zwei verschiedenen
Interbandkopplungsstirken n = 0,064 und n = 0, 121 einander gegeniibergestellt.

(03

Gleichermafien konnen die Paarpotentialamplituden und die Quasiteilchenzustandsdichten
auch fiir ein Magnetfeld in der a-b-Ebene des Kristalls berechnet werden. Hierbei ist zu
beachten, dass das Vortexgitter aufgrund der Anisotropie der Fermigeschwindigkeitskom-
ponente in der Ebene senkrecht zum Magnetfeld seine Form &ndert. Dabei muss der Ver-
zerrungsparameter 7 als Funktion des Magnetfelds aus der Minimierung der Freien Energie
— wie im vorangegangenen Abschnitt beschrieben — berechnet werden. Der Wert fiir 7 bei
B = B¢ wurde schon von Dahm und Schopohl in [19] durch Maximierung von By zu
T = %hﬁ €. abgeschitzt, da hier eine Dominanz des o-Bandes vermutet wurde. Diese Vermu-
tung bestétigt sich, jedoch wéchst fiir sehr niedrige Magnetfelder der Einfluss des m-Bandes
zusehends und der Verzerrungsparameter 7 dndert — im Rahmen der analytischen N&herung
nach Pesch berechnet — fiir B — 0 sogar sein Vorzeichen (siehe Abbildung 3.16 a) und ver-
gleiche mit Abbildung 3.9). Die Magnetfeldabhéingigkeiten der Paarpotentialamplituden im
o- und im 7w-Band weisen eine starke Abweichung von dem einfachen wurzelférmigen Verhal-
ten auf. Man findet fiir kleine Magnetfelder eine rasche Unterdriickung der Gapamplituden
von den Maximalwerten bei B = 0, die auf ein weit niedrigeres B.o — korrespondierend zur
halbtorusférmigen Fermifliche — hindeutet (Abbildung 3.16 b). Fiir grofere Magnetfelder
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Abbildung 3.15: Verschiedene Ergebnisse der analytischen N&herung fiir unterschiedliche
Kopplungsstérken: links fiir n = 0,064 und rechts fiir n = 0,121. In (a) und (b) ist das
gemittelte Quasiteilchenspektrum fiir B = 0 sowie im Vortexzustand von Magnesiumdiborid
fiir drei verschiedene Magnetfelder B = 0,1BS,, B = 0,3B5 und B = 0,58, gezeigt.
In (c) und (d) ist die gemittelte Quasiteilchen-Zustandsdichte bei E = 0 als Funktion
des Magnetfelds aufgetragen, wobei die Ergebnisse der Rechnungen mit den Messungen
von Bouquet et al. [38] verglichen werden und hierfiir das obere kritische Magnetfeld zu
B¢, = 4,2T angenommen wurde (siehe auch [39]). In (e) und (f) ist schliefslich die spezifische
Wirme des elektronischen Systems fiir B = 0 gezeigt, sowie im Vortexzustand fiir B =
0,1B%, B =0,3B%, und B = 0,5B5,.
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3.4. Das obere kritische Magnetfeld im sauberen und im schmutzigen Grenzfall

erkennt man jedoch, dass das o-Band mit seinem sehr hohen B,y das Verhalten der Paarpo-
tentialamplituden dominiert. Der Vergleich der Zustandsdichte bei E = 0 als Funktion des
Magnetfelds (Abbildung 3.17 b) zeigt im Vergleich zu den gemessen Werten einen deutlich
steileren Anstieg, der durch das rasche Verschwinden der Gapstruktur im w-Band-Spektrum
zu erkldren ist (vgl. Abbildung 3.17 a). Dies kann durch die unzuléngliche Beschreibung
der gemittelten Zustandsdichte fiir kleine Magnetfelder im Rahmen der hier verwendete
N&herung erkliart werden, da diese per Konstruktion natiirlich nur fiir hohe Magnetfelder
Giiltigkeit besitzt. Fiir niedrige Magnetfelder spielt neben der Reskalierung des Vortexgitters
auch das Schrumpfen des Vortexcores relativ zum Vortexabstand eine bedeutende Rolle, was
zu einer hoheren Gewichtung der Bulk-Zustandsdichte im Aufenraum des Vortex fiihrt und
damit das rasche Verschwinden der Gapstruktur im Quasiteilchenspektrum begrenzt.

3.4 Das obere kritische Magnetfeld im sauberen und im
schmutzigen Grenzfall

Eine der im Experiment am einfachsten zugénglichen charakteristischen Groéfsen eines Supra-
leiters im Magnetfeld ist das obere kritische Magnetfeld, bei dem ein Ubergang des elektro-
nischen Systems von der supraleitenden in die normalleitende Phase stattfindet. Schon ein
Jahr nach der Entdeckung der supraleitenden Eigenschaften von Magnesiumdiborid wurden
an den ersten einkristallinen Proben dieses Materials Messungen des oberen kritischen Ma-
gnetfelds vorgenommen, die eine stark temperaturabhéingige Anisotropie von B,y beziiglich
der Richtung des angelegten magnetischen Felds aufwiesen [18, 40]. Diese Temperaturabhén-
gigkeit der Anisotropie kann im Rahmen eines Zweiband-Modells unter Beriicksichtigung der
entsprechenden Fermiflichengeometrien schliissig erklért werden, wie Dahm und Schopohl
fiir den sauberen Grenzfall in [19] und Golubov und Koshelev fiir den schmutzigen Grenzfall
in [41] zeigen konnten. Da die Grofe des oberen kritischen Felds als Funktion der Tempe-
ratur eine Schliisselfunktion beim Verstindnis des Vortexzustands von MgBs spielt, soll im
folgenden die Herleitung der Ausdriicke fiir den sauberen wie den schmutzigen Grenzfall
kurz skizziert werden, wie sie in [19] bzw. ausfiihrlicher im Anhang von [2] (fiir den sauberen
Grenzfall) und in [33] (fiir den schmutzigen Grenzfall) berechnet wurden. Beide kénnen aus
der linearisierten Selbstkonsistenzgleichung fiir das Paarpotentials berechnet werden. Fiir
den sauberen Grenzfall kann die Gapgleichung (2.10) in der Umgebung des Phaseniiber-
gangs bei B,y unter Vernachlissigung quadratischer Terme in A(®), d.h mit g(o‘)(w7 EF) ~1,
folgendermafsen geschrieben werden:

1 T ’
A(a) — Z )\oza’ |:A_ —In F — lo/ (B(,Qa T):| A(O‘ ) (33)
% + ¢

wobei I, unabhingig von A(®) nur noch eine Funktion des oberen kritischen Felds und der
Temperatur ist:

(B T) = (@ (i@ )
la(Beo, T) 27TTO<;<OO n(1 <\/7_rz w(zz )>FSa

Unter Verwendung der folgenden Identitdten, die fiir €, > 0 gelten

1 <, ™ ) o 2¢
— = / e *nds, £zw (i2) :/ e‘§|ﬂk|252_6”5d5, mit z = Ve,
0

€n €n 0 |77k |
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Abbildung 3.16: a) Der Verzerrungsparameter 7 des Vortexgitters als Funktion des Magnet-
felds fiir Magnesiumdiborid. Die Insets zeigen das verzerrte Vortexgitter fiir B — 0 und
B — Bcs. b) Die Paarpotentialamplituden im o-Band (blau) und im 7-Band (rot) als Funk-

tion von B fiir den Vortexzustand von MgBs fiir ein Magnetfeld in Richtung der a-b-Ebene
des Kristalls.
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3.4. Das obere kritische Magnetfeld im sauberen und im schmutzigen Grenzfall
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Abbildung 3.17: a) Das Quasiteilchenspektrum im Vortexzustand von Magnesiumdiborid
fiir B = 0 sowie fiir B = 0,1B%, B = 0,3B% und B = 0,5B% fiir ein Magnetfeld parallel
zur a-b-Ebene des Kristalls. b) Die fiir E = 0 als Funktion des Magnetfelds berechnete
Zustandsdichte im Vergleich zu den Messungen von Bouquet et al. [38]. Dabei wurde das
obere kritische Magnetfeld zu B% = 22T angenommen. Die Rechnungen wurden fiir eine
c-Achsen-Dispersion von ¢, = 0,163 und eine Interbandkopplungsstirke von n = 0,121
durchgefiihrt.
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3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder

kann die Summation iiber ¢, in ein schnell konvergentes Integral umgewandelt werden und
man erhélt mit ©w = 77T's

l _ * —Sén _§|77;(€a)|252_5n5
a(Be2, T) = /0 27T Z e % — (e . ds
0<en<oo FSq
> ,;| <a)‘zsz _
/ <1 —e 3l > 27T Z e *nds
0 FSa

0<en <00

00 1 ()2, 2 —u
1 — ¢ Bn2172 ‘”k uw Ldu
0 1—e 20
FS,

und damit den Ausdruck von Dahm und Schopohl in [19]:

la(Bea, T) = / du_ [y |
o sinhwu FS.,

Fiir ein Magnetfeld parallel zur a-b-Ebenen Richtung des Kristalls muss bei der Festlegung

von ‘77,(60‘) ’

auch der Verzerrungsparameter 7 beriicksichtigt werden, der, wie in den voran-
gegangenen Abschnitten erklirt wurde, die zwei Komponenten der Fermigeschwindigkeit in
‘n,ga)’ skaliert. Dabei kann 7 hier aus einer Maximierungsbedingung des oberen kritischen
Felds bestimmt werden, und es muss nicht die Differenz der Freien Energie berechnet werden
— die hier obendrein zusammen mit A verschwindet. Das obere kritische Magnetfeld findet
man nun aus der Bedingung, dass der grofte Eigenwert von Gleichung (3.3) gleich eins wird.
Dies fiihrt auf die folgende Bestimmungsgleichung von B.s:
T ApAl T T

11—l +nly+n—=——""——|In—+1,| |ln =+, A4

(1=n)ls+n +nTC A+—)\_[HTC+ HnTch ] (3.4)
In Abbildung 3.18 sind die Ergebnisse der Berechnung des oberen kritischen Magnetfelds
in c-Achsen-Richtung und in a-b-Ebenen-Richtung fiir zwei unterschiedliche Interbandkopp-
lungsstirken n gegeniibergestellt (vgl. [19]).
Gleichermafen kann auch ein Ausdruck fiir das obere kritische Feld im schmutzigen Grenzfall
berechnet werden (siehe [33]). Hier muss von der linearisierten Usadel-Gleichung ausgegan-
gen werden, die sich mit ¢(*) ~ sign(e,) und fiir €, > 0 folgendermaRen schreiben lisst

1 N 2 2
€n — 5 Z Dl(m) (al - Z?eAl) (am - 'L?eAm) f(a70) = A(a)
l,m

Aufgelost nach f(*9 kann dieser Ausdruck in die Gapgleichung eingesetzt werden, und man
erhélt

, , (@) (7
AP =3 Naar [<i —In Z) ACO) 4 2nT D f0@) - L(T)]

A €
+ ¢ 0<en <00 n

Mit dem Abrikosov-Vortexgitter als Ansatz fiir die rdumliche Variation des Paarpotentials
A (7) = A7 (7) und nach Multiplikation mit 1) unter Verwendung des Skalarprodukts

(-++,)¢c, nimmt die Gapgleichung die folgende Form an
1 T / , Ala)
A =S\ <— I —) A 4o < T fla 70>> -
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T/Te

Abbildung 3.18: Das obere kritische Magnetfeld als Funktion der Temperatur, berechnet im
sauberen Grenzfall fiir zwei verschiedene Parametersitze mit n = 0,064 (a) und n = 0,121

(b). Gezeigt ist das obere kritische Magnetfeld in a-b-Ebenen-Richtung (blau) und in ¢
Bgy (T)

Achsen-Richtung (rot). Der Inset zeigt jeweils das Anisotropieverhéltnis I'(T") = 32 T
c2
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3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder

wobei verwendet wurde, dass nach Definition gilt (Y3, ¢7),, = < };T(F)’L/JR(F)>C = 1. Unter
Einfiihrung von *

la(Bc27T) = 27T Z i <1 _En_ <,l/)}r\, f(a,O)>CA>

0<epn <00 n A(a)

kann die Gleichung auf die gleiche Form gebracht werden wie die Gapgleichung im sauberen
Grenzfall (3.3). Jedoch muss noch der obige Ausdruck [, (Be2,T) unter Verwendung der
linearisierten Usadel-Gleichung berechnet werden. Dafiir soll der Operator

- 1 2e 2e
() _ - E (c) _ s _ s
L = €n 5 l Dlm (81 (3 c Al) <8m (3 - Am)

unter Verwendung der schon in Abschnitt 2.2 eingefiihrten Auf- und Absteigeoperatoren b
und b bzw. der in Abschnitt 3.2.2 definierten modifizierten Operatoren v und 7' geschrieben
werden. Zuerst kann die eichinvariante Ableitung 9; — i2¢4; durch die Operatoren b und b
ausgedriickt werden. Hier erh&lt man

2 leB 2 leB 2
Gl—i—eAlz e—(b—bT), ag—i—eAQZ—’i e—(b-‘rbT), 83—i—€A3:0
& & & & &

was unter Verwendung von b = uy+vy! und b" = uyf + vy sowie u+v =e" und u—v = e~
geschrieben werden kann als

2 leB 2 leB 2
8177:?6141 = 67677— (77"”), 8277,?6142:77, %ST (’Y+’YT), (93*11?6143 =0

Damit lisst sich der Operator L(® in die folgende Form bringen

DIYe™ (v = 21)" = D™ (v+1)°
~2iD3 (* = (+1)*)

T

. B
L= -2
‘ 2c

Nun kann das Quadrat ('y + ’yT)2 unter Verwendung der Kommutatorrelation ['y,’yT] =1
als

2 2 2
(Y£A) =P EN T EY (V) =2+ (V) £ (1 +29T)

berechnet werden. Nach Ordnungen von v und 4T sortiert und zusammengefasst ergibt sich

daraus fiir L()

- B
L@ —eu+ 2 [ 12 2Ty +1) +€ (41) + 8]
c
wobei 2 und &2 gegeben sind als
V(i — Dg?)ef%' + Dg;)€2T, 5(21 _ Dé‘;)e%' o Dg?)ef%' o 22D§g)

Nun kann die anomale Greensche Funktion f(®9 durch Invertierung des Operators L
berechnet werden als

Fl0 () = / ds e Al ()
0

und daraus ergibt sich der fiir die Berechnung von B, im schmutzigen Limes relevante
rdumliche Mittelwert als

< (R0 = /Omds (e u).,

_ / ds e~ 5¢n <,l/)};,es(a+K++aoK0+a,K,)w};> (35)
0

Ca
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3.4. Das obere kritische Magnetfeld im sauberen und im schmutzigen Grenzfall

mit B B B
e e e =
0y = -2 =222 12 a =22

c c c ¢

und unter Einfiihrung der Operatoren K, Ko und K_ als

Ki=5(")", Ko=

1
T _ A2
5 2y +1), K,727

o =

Um die Wirkung des Operators exp [s (a+ K+ + agKo + a— K_)] auf den Grundzustand des
Abrikosovgitters berechnen zu konnen, ist es sinnvoll, die Summe im Argument des Expo-
nentialoperators in ein Produkt aus einzelnen Exponentialoperatoren zu zerlegen und diese
einzeln anzuwenden. Dafiir kann verwendet werden, dass die so definierten Operatoren K,
Ky und K_ die Kommutatoreigenschaften der Lie-Gruppe SU(1, 1) erfiillen (siehe [33]), d.h.

[K_,K ] =2Ko, [Ko,K.]=K,, [Ko,K_]=—-K_

was unter Verwendung der Kommutatoreigenschaft [fy, 'yT] = 1 leicht nachgerechnet werden
kann. Unter Einfiihrung von drei noch unbekannten Funktion by (s), bo(s) und b_(s) kann
der Exponentialoperator formal zerlegt werden in

es(a+K++a0K0+a,K,) _ eb+(s)K+ebo(s)Koeb,(s)K, (36)

Die Ableitung der obigen Gleichung nach s und die Multiplikation des inversen Exponential-
operators von rechts fiihrt unter Verwendung von Standardtechniken der Operatoralgebra
auf die folgenden drei gekoppelten Differentialgleichungen fiir b1 (s), bo(s) und b_(s) (siehe
[33]):

a_ —e O (5) = 0
ap — bj(s) + 2by (s)e Y (s) = 0
0y~ o(s) + by (Wyls) — B (s e OB (5) = 0

mit den aus der Operatoridentitét (3.6) folgenden Randbedingungen

li =1 =lima_(s) =
lim 0 (5) = lim an(s) = lim a_(s) = 0
Unter Verwendung der ersten zwei Gleichungen konnen in der dritten Gleichung b_(s) und
bo(s) eliminiert werden und man erhélt eine Differentialgleichung vom Riccati-Typ fiir by (s)
als

b (s) — aoby (s) — a— by (s)]” = as

Diese Differentialgleichung besitzt fiir die oben angegebenen Randbedingungen die Losung

by(s) = ey 1
W coth(Ws) — 22

2W
mit dem Parameter W = \/a3/4 — ata_. Nun kdnnen auch die Losungen fiir by(s) und
b_(s) unter Verwendung von b (s) durch einfache Integration gewonnen werden und man
erhilt

2Ws 1
bo(s) = 2Ws — 2In {(1 - ;_vov) ST + 1}
und weiter .
a_—
b_ = -
() W coth(W's) — 538
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3. Der Vortexzustand im Grenzfall hoher Magnetfelder

Damit kann nun der rdumliche Mittelwert in Gleichung (3.5) unter Verwendung von vy} = 0
berechnet werden als

Y I O L))
Ca Ca
T s T 1 s T -
= <1/1Aa€b0( )KOQ/JA>C = eibo(®) (R, ¥R) ey
A
= e%bo(s)
wobei gilt
ohbo(s) — eWs/Q—ln{(l—;—v?/)&;*lJ’_l] /2 _ 1

V(L= fi) e+ g (L i) e

Nun kann mit ap und W sowie unter Verwendung der Identitét Ei = fooo e *nds die Losung
fiir l4(Be2,T) im schmutzigen Grenzfall angegeben werden als

1

s(L=gip) e +3 (14 5%) e

la(Be2, T) = 27T Z /Oodsefsf" 1—\/
0

0<en <0

und nach Ausfiihrung der Summation iiber ¢, und mit « = 7T's erhilt man:

za(BCQ,T)z/Oo du_ g =
o SN B0 g et (1 i) e
wobei ay gegeben ist als
ao = 4% (DiYe 2 + Diyerr)
und W sich schreiben lésst als
wo— ﬁ\/(Dﬁv)e_gT s D) [De — De-tr - 2@

eB (03 [e3% (03 2
= 2?\/D§1)D£2) - ‘D§2)

Eingesetzt in Gleichung (3.4) kann so das obere kritische Feld im schmutzigen Grenzfall
berechnet werden. Fiir Magnesiumdiborid kénnen die normierten Diffusionskonstanten ﬁl(g‘l)

unter Beriicksichtigung der korrekten Fermiflichengeometrie bestimmt werden zu:

27 m/c
- - 1
Pl — ploy — L 2,
pud i 12 do e dk. cos” >
27 37r/2
A . + cos 1 1
D™ = pim — d 92 29cosp =~ 4 —— =0,2
p vy ; gaw g o8 YcosTy 4+12—67w 0,23
2m
D = %/ dcp/ dk.€*sin? ck, = =
4m 0 —7/c
~ 1 m 3”/2 9Y + cosv 4 — 3rv
#2 , 7 Tw—2 o 12— 6mv
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Abbildung 3.19: Das obere kritische Magnetfeld als Funktion der Temperatur im schmutzi-
gen Grenzfall. Die durchgezogenen Linien zeigen Rechnungen fiir das obere kritische Feld in
der a-b-Ebene B% (blau) und fiir das obere kritische Feld parallel zur c-Achse des Kristalls

BS, (rot). Die Streuzeiten 7% wurden derart angepasst, dass eine maglichst gute Uber-
einstimmung mit den experimentellen Daten von Lyard et al. [18] (blaue und rote Punkte)
erreicht wurde. Die Temperatur ist in Kelvin, die Magnetfeldstirke in Tesla angegeben. Der
Inset zeigt das Anisotropieverhiltnis ' = B% /B¢, als Funktion der Temperatur, wie es aus

den Rechnungen hervorgeht.

Alle nichtdiagonalen Elemente der beiden Diffusionstensoren sind Null, wie man sich leicht
iiberzeugen kann. Da nur Fille betrachtet werden sollen, bei denen das Magnetfeld parallel
zu einer der drei Hauptachsen des Kristalls angelegt wird, geniigt es somit, diese vier un-
terschiedlichen Diffusionskonstanten zu berechnen. In Abbildung 3.19 sind die Ergebnisse
fiir Beo(T) im schmutzigen Grenzfall gezeigt, wobei hier die experimentellen Ergebnisse eine

Anisotropie der Streuzeiten Tt(f"l) nahe legen. Aus dem Fit der experimentellen Daten von
Aa)
Lyard et al. [18] wurden die Streuzeiten Tt(f’l) und damit die Streuraten Fl(f:l) = 3{’[;”) und
Ter

2 .
die Diffusionskonstanten D% = 7{®!™) (v%‘l)) D' folgendermaken bestimmt:

| |l:z:y,azo|l:z,a:U|l:z:y,a:7r|l:z,a:7r|

7 ] 7,27-107% | 5,32.107%% | 2,53.10° | 52810~
1" [meV] 45,3 3,27 5,98 6,62
D [m?/s] | 7,0-107* 2,7-10°° 3,9.10°2 18102

wobei die Interbandkopplungsstirke mit n = 0,064 und die ¢-Achsen-Dispersion der zylin-
drischen Fermifliche mit €. = 0,23 in Analogie zu den Ergebnissen der Bandstrukturrech-
nungen gewahlt wurden. Ein Vergleich mit Diffusionskonstanten, die von Heon-Jung Kim et
al. in [42] aus Messungen des oberen kritischen Felds in Aluminium-dotiertem Magnesium-
diborid Mg;_,Al, By extrahiert wurden, zeigt nicht nur eine qualitative, sondern im Falle
der Diffusionskonstanten innerhalb der a-b-Ebene auch quantitative Ubereinstimmung. Die
grofsere Abweichung bei der Berechnung der beiden anderen Diffusionskonstanten kann auf
die Dotierung mit Aluminium zuriickgefiihrt werden, die sich iiberwiegend in einer Anderung
der c-Achsen-Transportgréfsen niederschliagt.
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Kapitel 4

Der einzelne Vortex als Modell
niedriger Magnetfelder

Wenngleich die rdumliche Variation des Paarpotentials eines Typ-II-Supraleiters im Vortex-
zustand {iber einen weiten Magnetfeldbereich durch ein skaliertes Abrikosovgitter sehr gut
beschrieben werden kann, so ist doch fiir sehr niedrige Magnetfelder nahe des unteren kri-
tischen Felds der isolierte Einzelvortex eine bessere Approximation. Wird der Abstand der
einzelnen Flussschlduche so grofs, dass das Paarpotential zwischen den Vortices seinen Bulk-
Wert annimmt und Strom und Magnetfeld hinreichend klein werden, so kann der Vortex in
guter Naherung als isoliert betrachtet und der Einfluss der Flussschlduche untereinander ver-
nachléssigt werden. Die charakteristischen Eigenschaften eines isolierten Vortex sind sowohl
fiir den sauberen als auch fiir den schmutzigen Grenzfall sowie fiir beliebige Storstellenkon-
zentrationen hinldnglich untersucht worden (siehe beispielsweise [43, 44, 45]). Neben der
Variation des Paarpotentials ist insbesondere das Auftreten von gebundenen Quasiteilchen-
Zustinden am Ort der Flusslinie von besonderem Interesse (siehe [46, 47]). Dabei findet man
fiir einen Supraleiter mit konventioneller bzw. unkonventioneller Paarungssymmetrie eine
deutlich unterschiedliche rdumliche Variation und Ausdehnung der im Vortexcore gebun-
denen Zustinde sowie voneinander abweichende Ausprigungen des supraleitenden Stroms
um das Vortexzentrum, der auf der Linge der Londonschen Eindringtiefe in den Supraleiter
hinein abféllt [31, 48]. Auch fiir einen Zweiband-Supraleiter kann man im Zusammenspiel
der zwei unterschiedlichen Paarpotentialamplituden eine Reihe neuer und bisher nicht un-
tersuchter Phinomene erwarten, die im folgenden diskutiert werden sollen. Dabei soll im
ersten Abschnitt ein auf zwei Bénder verallgemeinerter Ginzburg-Landau-Ausdruck disku-
tiert werden, der einen einfachen Variationsansatz zur Beschreibung der Paarpotentialam-
plituden in der Umgebung des Vortexcores fiir Temperaturen nahe 7T, erlaubt. Im zweiten
Abschnitt sollen dann die Ergebnisse einer selbstkonsistenten Rechnung fiir beliebige Tem-
peraturen vorgestellt werden, wobei insbesondere das Paarpotential und die Zustandsdichte
in der Umgebung des Vortexcores betrachtet werden. Im dritten Abschnitt soll dann auf
das Schrumpfen des Vortexcores fiir niedrige Temperaturen eingegangen werden, eine An-
omalie, die im sauberen Grenzfall als Kramer-Pesch-Effekt bekannt ist. Im letzten Abschnitt
soll schlieflich ein “gemischtes” Modell mit einem sauberen, “ballistischen” o-Band und ei-
nem schmutzigen, “diffusiven” m-Band betrachtet werden, wie es erstmals von Eschrig zur
Beschreibung von Magnesiumdiborid vorgeschlagen wurde [49].
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4. Der einzelne Vortex als Modell niedriger Magnetfelder

4.1 Die Verallgemeinerung der Ginzburg-Landau-Theorie

Nahe der kritischen Temperatur kénnen aus dem Freien-Energie-Funktional der quasiklas-
sischen Theorie die Ginzburg-Landau-Gleichungen als Grenzfall abgeleitet werden. Dabei
ist jedoch zu beriicksichtigen, dass die quasiklassischen Gleichungen in Ordnungen von
\/1- Tl entwickelt werden, so dass alle Grofen, die proportional zur inversen reduzier-

ten Temperatur variieren, in gleichen Ordnungen zusammengefasst werden miissen. Neben
der Paarpotentialamplitude A(T') ist hierbei insbesondere der Operator der eichinvarianten

Ableitung Df) zu beriicksichtigen, der eine Variation auf der Lingenskala &y o —

T
beschreibt und somit von der gleichen Ordnung ist wie die Paarpotentialamplitude A(T)
(siehe [50, 51]). Im folgenden soll skizziert werden, wie man aus der quasiklassischen Theo-
rie ein verallgemeinertes Ginzburg-Landau-Funktional ableiten kann, wobei der Herleitung
von Schopohl in [51] gefolgt wird. Bei der folgenden Rechnung soll verwendet werden, dass
F@(w, kp,7) = f*@) (—w, kp, ) gilt (siehe [21]), wobei die Funktion mit negativer Frequenz
) (—w, EF, 7) abgekiirzt werden soll als f*(®)(—). Unter Einfiihrung der Operatoren der
eichinvarianten Ableitung

a o) 2 —(a) 7 a - Aa) & 2 (o) 37—
D) = zﬁ(F IV + —evgﬂ )A(F), und 'DS_) = —zﬁ(F IV + —evg; )A(r)
& &

konnen die Eilenberger-Gleichungen (2.3,2.4,2.5) mit w = ¢, geschrieben werden als

(2ien+D(_”‘>) FO@ = giA@ (@)
(2ien + D) f@(=) = 2iar@gle)

In der Umgebung der kritischen Temperatur kénnen nun die Funktionen ¢(®, f(® und
f*@)(=) in Ordnungen von DY A" entwickelt werden (siehe [51]), wobei j = v + p die
Ordnung der Entwicklung angeben soll. Fiir die anomalen Greenschen Funktionen kann die
Entwicklung geschrieben werden als

FO = AR A
FOE) = OB Y

wihrend fiir die normale Greensche Funktion aus Symmetriegriinden die erste Ordnung
verschwindet und man erhilt:

9 = sgn(en) + g5 + g{* + ...

Setzt man die entwickelten Funktionen in die Eilenberger-Gleichungen ein und sortiert die
passenden Ordnungen, so ergeben sich die folgenden Rekursionsbeziehungen fiir die f;o‘),

f;(a)(—) und g](-a):

2ien f1%) + DY = 2iA@gl) (4.1)
Zieaf; (<) + D)) = 2ia" gl (4.2)

Dabei gilt fiir die nullte Ordnung
fo™ = 15 (=) = 0, g5 = sen(en)
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4.1. Die Verallgemeinerung der Ginzburg-Landau-Theorie

Eingesetzt in die Normierungsbedingung erhilt man:

(sgn(en) + g(a) (a) +.. ) (sgn(en) + géa) + géa) +.. )
(A B+ A1+ ) (YO + B+ B+ ) =

bzw. sortiert nach passenden Ordnungen

[e3 1 (03 *(Q
9" = —gsen(ea) i 71 ()

[e3 1 (0% *(Q [e3% *(a
g = —gsen(ed) (AVE D+ £V 1)

wobei die nullte Ordnung mit [sgn(e,)]” = 1 identisch erfiillt ist. Fiir j = 1 konnen die

Ergebnisse fiir fl(a) und ff(a)(—) direkt angegeben werden, wie man sie durch Einsetzen in
die Gleichungen (4.1) und (4.2) erhélt:

Al) A(a)
no lenl

. *( A K [e% *(a A*(oz) A*(a)
2ien f1 (<) = 20A* @ gl = () = sgn(e,) -

n |€n]

Zien fi = 2iA@ gl = £ = son(e,) =—

Gleiches gilt fiir j = 2 und damit fir £{* und £ (-):

2i€nf2(a) D(a)f(a) QZA(a) (CV) = f(a) - (A(a) (04) %D(a)fl(a)>

n

. *( o a *(« Ak « *(o 1 *(a « Z « *(a
Ziewfy (=) + DIV V() = 2ia gl = f“()—<A<>g§>+§z>i>fl”<>)

€n

Mit dem Verschwinden von g%a) und dem Ergebnis aus der vorangegangenen Uberlegung fiir

£ und £ (=) eingesetzt, ergibt sich
A*
2e2

e} . e} A( * (o .
2( ) — sgn(en)D( ) 5 2 , 2( )(7) =3 sgn(en)D( )

Fiir géa) erhélt man dagegen die explizite Form

(67 1 (07 k(v
95" = —gsen(en) fi™ £ () = —sgn(en)

Die Ausdriicke dritter Ordnung féa) und fg(a)(f) berechnen sich hingegen als:

o 1 «@ «@ 2 o 2 «@
o= - 3<2A()A()+(D(_))A(>)
4 en|
+(@) _ 1 (QA*(“) A (@) a*<a>)
— = — + (D
5 (5) POSE ( + )

und géa) schreibt sich

g\ = 4| ; (Am)D(a)A*(a) A*(am(_a)A(a))
€n
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4. Der einzelne Vortex als Modell niedriger Magnetfelder

Desweiteren gilt fiir f;a), f;(a)(—) mit j > 4 die Rekursionsbeziehung:
@ _ L (oin(@) (@) _ p@) ple) o)y _ L (oinn@) (@) _ pa) px(a)
1Y = 5 (2ia@g(, =D 1), 1, () = 5o (208", — DLV 9 ()

mit

[e% 1 @ @ ) px(a @ *(a ) px(a
o) = —gsm(e) | D (o7 + 405 CO) + AAAC O+ AV )

2<1<j—2
und daraus folgt
; 3 2
ia) _ _zsgn(ez) {(D(a)) A@ 4 op(® (A(O‘) A@) )
8 len

2 (A(a))Q (DS:V)A*(CY)) 42 ’A(a)

i (pa@) }

und £ (=) entsprechend. Zuletzt soll noch der Term 4. Ordnung g\*) angegeben werden:

(@ _ sgn(ey) o
91~ = W{S}A()

+A@ <(D(f))2 A*(O‘>) NG ((D@f AW) }

Um nun ein verallgemeinertes Ginzburg-Landau-Funktional abzuleiten, miissen die so entwi-
ckelten Terme in einen geeigneten Ausdruck fiir das Druckfunktional eingesetzt werden. Um
die Summation iiber die Matsubarafrequenzen ¢,, geschickt durchfithren zu kénnen, bietet es
sich an, anstelle das im Anhang auf mehrere Biander verallgemeinerte Druckfunktional von
Eilenberger zu verwenden, auf ein Funktional der Freien Energie zuriickzugreifen, wie es von
Schopohl und Tewordt in [51] durch Kopplungskonstanten-Integration abgeleitet wurde. In
seiner Verallgemeinerung auf mehrere Bénder lésst es sich schreiben als (wobei hier darauf
hingewiesen sei, dass aufgrund der abweichenden Wahl des Vorzeichens in der Kopplungs-
konstanten und damit auch in ¢(® und f(® das Vorzeichen in dem Ausdruck fiir die Freie
Energie hier gerade umgekehrt erscheint als in dem Ausdruck, der in [51] angegeben wird):

Yy (D‘f‘)A(a)) (Df’A*@)

1T
_ 3. @) A2y, dag ien0 [ (@) _ (@)(_
Fs = Ea /d r Ny /F o 7TT/O 5 g €ne [g g\ )}

Sa [en|<we

% [ e A
+aza’/dr/FSa i Jps,, 4w {A (V )aa’A }

Nun ist es sinnvoll, nur die Differenz der Freien Energie des supraleitenden Zustands beziig-
lich des normalleitenden Zustands zu betrachten und durch Subtraktion der entsprechenden
Terme — wie in Anhang A.2 beschrieben — die Summation iiber alle positiven Matsubara-
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4.1. Die Verallgemeinerung der Ginzburg-Landau-Theorie

frequenzen auszudehnen. Dann erhalt man

YT 4
_ 3 (o) ds2y, ﬂ 16710+
‘/,—"S*.FN - Z/dTNO /FS E{27TT/O Z

€n,>0

Y NG
Ale)* ((V_l)aa/ _ 5aa/5(k’/\— k’)No ) A(O‘/)
+

Al®)
« [gm) — g (=) _2sgn(6n)+sgn(6n)’ 2 B

nfel 2]
FS,. 47 FS 47T

a,a’

AU ()
In — 43 —EN
. Tc ;/ " /FS& 4 0

Nun sollen die Terme betrachtet werden, die man bei der Entwicklung von ¢(®) in Ordnungen

n /1 — £ erhalten hat. Hier gilt fiir die geradzahligen Ordnungen g( ), géa) und gfla) die

A ]?

Symmetrlerelatlon

6" =~ ()

und damit bleiben diese Ordnungen in dem Ausdruck fiir das Druckfunktional erhalten,
wihrend fiir j = 3 jedoch g(a) gj(g)(f) und sich somit diese Terme kiirzen. Eingesetzt
in die Freie Energledlfferenz verschwinden auferdem die Terme nullter Ordnung, da hier
die Freie Energie des supraleitenden mit der des normalleitenden Zustands zusammenfillt.
Desweiteren gilt )
(@)
g(a) géa)( ) + Sgn(fn)% =0

und daher spielen — abgesehen von den Kopplungstermen und dem Term proportional zu
In Tl — erst die Terme vierter Ordnung eine Rolle. Nun gilt aber gerade gfla) — gfla)(f) o

o+
senen) ynd da der Term ei€n0

eine Konvergenz der Summe erzwingt, kann die Reihenfolge
von df-Integration und €,-Summation vertauscht werden. Man erhélt

B=1/T
1/T dﬂ 1 B 1/Td 52 B 53 B 1
3 3 & 3 3 - 3
0 B en| 0 |(2n + 1)7| 3|(2n + 1)~ 40 3en]

Desweiteren kann die Summation iiber die Matsubarafrequenzen ausgefiihrt werden, und es
ergibt sich

1 2 1 2 7¢(3)
2 T = =
T Y, gg=uT ) 3(2n + 1)37513 37272 2 2n+ 13  32T2 8

O<en<oo 0<en <00 0<en <00

Damit kann nun die Freie Energiedifferenz — bis zur vierten Ordnung entwickelt — geschrieben
werden als

_ 3 (@) % 1 7¢(3) o |*
Fs—Fn = za:/drNO /s Ir 327216 S’A() +
2
+A(a) ((Dg_a)) A*(a)) +A*(a) ((D(_a)) A(a))}

Q. A ~ Suor6(K — YN /
d3 A(a)* 1 - A(a)
e [ S e e (0

A
3 a)
+1H—Z/d /FS i
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4. Der einzelne Vortex als Modell niedriger Magnetfelder

Fiir einen s-Wellen-Supraleiter kann die Winkelmittelung iiber die Fermifliche in den zwei
letzten Summanden schnell ausgefiihrt werden, allein die Operatoren D(_a) und DS_O‘) im ers-
ten Summanden bendétigen eine sorgfiltige Betrachtung. Hier erhélt man unter Einfiihrung
der Komponenten der eichinvarianten Ableitung

. 2 - 2

D =0, + —A;(7), D) = —id; + —A;(7)

c c

beispielsweise den folgenden Fermiflichen-Mittelwert

((0-8) (m18)), = 52 (s, [0 [t

Die Winkelintegration kann dabei auf das Produkt der Fermigeschwindigkeitskomponenten
iibertragen werden, da allein diese eine Impulsabhingigkeit besitzen. Nun gilt aber fiir die

betrachteten Fermiflachen
2
(sioieh), = (C)), o

solange das Koordinatensystem entlang der Hauptsymmetrieachsen des Kristalls ausgerich-
tet ist. Damit kdnnen nun die folgenden Mittelwerte berechnet werden

(p-2) (o)), = S((o)") 20
(8@ (p2a07)) = a0 T ()" (B2) a0
(s (p2),

()% @))? 5 )% A@)
A (o)) (P2)"a
j (0%
Sortiert man nun die Ordnungen analog zum klassischen Ginzburg-Landau-Funktional, so
erhélt man:

2

2 2
Fo Fy = /dB,,% NG ’Am .y (A@*A(ﬂ) n A(w)*Aw))

2

141 4 1 - 2 1 .
A9+ 26, ‘A(”) + 5}(;") DA 5}(;“) NG

1
+§ﬁa
FKDA@ (BL) a0 4 kDA (B)” ar)
+%K§0>A*<a> (@£)2 A 4 %KJ(”)A*(W) (@1)2&“)
mit den Konstanten

Vin  Ng7
VI A

T Voo | NJ”

N1 == =
ot ing, @ v Ty T g V]

Aqg =

wobei |V| = V,6 Vir — Vior Vo die Determinante der Kopplungsmatrix V,,,s bezeichnet, sowie

B, = B) y@) et _ TC3) N(a><(v<a>)2>

- 22770 Jj 22710 F.j
82T 16727

Unter der Annahme eines Integrationsvolumens, fiir das sowohl 7 - A(7) als auch 7 - VA(7)
auf dem Rand verschwindet — was z.B. bei der Betrachtung eines isolierten Vortex zutrifft
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4.2. Selbstkonsistente Berechnung des Paarpotentials und die lokale Zustandsdichte

solange die Fliche der Probe senkrecht zum Magnetfeld viel grofer ist als A? — kénnen die
drei Gradiententerme durch partielle Integration noch zusammengefasst werden. Beriicksich-
tigt man aulerdem noch ein externes Magnetfeld, so schreibt sich schlieflich die Differenz
der Freien Energie des supraleitenden Zustands im Magnetfeld zur Freien Energie des nor-
malleitenden Zustands ohne Magnetfeld als

2 2
Fs—FO = /d?’rag‘A(”) T an |[AD]" =y (@AM 1 AP A@)
1 4 1 4 - 2 . 2
+58,|AC) +§ﬁw\A<”> + K7 DA 4+ K DIAM | (4.3)
1 )
oo rotA(F)’

Dieser Ausdruck kann im wesentlichen als Summe der “klassischen” Beitrige der zwei Bander
betrachtet werden, ergénzt durch einen Josephson-Term, der fiir v # 0 eine Kopplung der
zwei Bander bewirkt. Dieser Ausdruck stimmt mit den Ergebnissen von Zhitomirsky und Dao
tiberein, wie sie in [52] verdffentlicht wurden. Die oben skizzierte Herleitung des Multiband-
Ginzburg-Landau-Funktionals aus den quasiklassischen Gleichungen hat gegeniiber der Her-
leitung durch eine Verallgemeinerung des “klassischen” Ginzburg-Landau-Funktionals auf
mehrere Bénder den Vorteil, dass ohne groferen Aufwand auch Terme hoherer Ordnung
korrekt mitberiicksichtigt werden koénnen und so der Giiltigkeitsbereich des Funktionals
miihelos erweitert werden kann. Das so erhaltene Ginzburg-Landau-Funktional kann nun
beispielsweise dazu verwendet werden, mit einem einfachen Variationsansatz die Coregrofie
eines Vortex in einem Multiband-Supraleiter nahe der kritischen Temperatur abzuschétzen,
wie es in Abschnitt 4.3 kurz skizziert werden soll. Andererseits kénnen durch Variation des
Funktionals nach A(®* bzw. nach /Y(F) Differentialgleichungen zur Bestimmung von A(®)
und j(7) abgeleitet werden.

4.2 Selbstkonsistente Berechnung des Paarpotentials und
die lokale Zustandsdichte

Zur selbstkonsistenten Berechnung des Paarpotentials in der Umgebung einer Vortexlinie
muss die Gapgleichung numerisch iterativ gelost werden. Insbesondere muss die anoma-
le Greensche Funktion f(® (7, E, i€,) als Funktion des Ortes, des Impulses und der Mat-
subarafrequenzen berechnet werden. Besonders geeignet fiir eine numerisch stabile Imple-
mentierung der Eilenberger-Gleichungen im sauberen Grenzfall hat sich dabei die Riccati-
Parametrisierung des quasiklassischen Propagators erwiesen, wie sie in Abschnitt 2.3 skiz-
ziert wurde. Gleichermafsen kann auch die Zustandsdichte durch eine analytische Fortsetzung
des quasiklassischen Propagators auf die reelle Achse durch den Ubergang von den imagi-
niren Matsubarafrequenzen auf die reelle Energie ie,, — E + i berechnet werden. Auch
hier sind die Riccati-Gleichungen durch ihre numerische Stabilitit von grofsem Nutzen. Im
schmutzigen Grenzfall muss hingegen der Usadel-Propagator mit der winkelgemittelten nor-
malen Greenschen Funktion g(®% (7, ie,) und der winkelgemittelten anomalen Greenschen
Funktion f(®0) (7, ie,) berechnet werden. Hierfiir bietet sich ein numerisches Relaxations-
verfahren an, wie es in Anhang C skizziert wird. Im folgenden Unterabschnitt soll nun kurz
das Verfahren zur selbstkonsistenten Bestimmung des Paarpotentials fiir eine gegebene Tem-
peratur zuerst am Beispiel eines Einband-Supraleiters im sauberen Grenzfall unter Beriick-
sichtigung der Magnetfeld- und Stromverteilung skizziert werden, um dann auf die iterative
Losung der Multiband-Gapgleichung iiberzugehen. Im zweiten Unterabschnitt soll dann die
lokale Zustandsdichte eines Einband-Supraleiters mit der eines Zweiband-Supraleiters am
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4. Der einzelne Vortex als Modell niedriger Magnetfelder

Beispiel von Magnesiumdiborid verglichen werden. Dabei beschrinken sich die Betrachtun-
gen auf ein Magnetfeld, das parallel zur Hauptsymmetrieachse des Kristalls angelegt wird,
da fiir ein Magnetfeld in a-b-Ebenen Richtung des Kristalls keine Rotationssymmetrie des
Paarpotentials in der Umgebung des Vortexcores mehr gegeben ist. In diesem Fall muss die
numerische Berechnungen nicht mehr nur eindimensional entlang einer radialen Linie, son-
dern auf einem zweidimensionalen Gitter durchgefiihrt werden, was bedeutend aufwindiger
ist.

4.2.1 Die Berechnung des Paarpotentials

Um die verschiedenen physikalischen Grofen in der Umgebung einer Vortexlinie korrekt zu
berechnen, miissen die Selbstkonsistenzbedingungen, die aus der Stationarititsforderung des
Funktionals der Freien Energie hervorgehen, gleichzeitig erfiillt sein, d.h. sowohl das Paarpo-
tential als auch der quasiklassische Strom miissen gemeinsam iterativ berechnet werden. Fiir
eine numerisch stabile Losung mit Hilfe der Riccati-Parametrisierung geniigt es, mit einer
endlichen, wenngleich groffen Cut-Off-Frequenz w, und einer endlichen, wenngleich kleinen
Wechselwirkungskonstanten V' zu rechnen und den “weak-coupling-limes” somit noch nicht
vollstindig auszufiihren. Damit schreiben sich die Selbstkonsistenzbedingungen fiir einen
Einband-Supraleiter als

o 2a(x)
AP =NV -2aT ) <W>FS

0<en<we
. 1~ a(e)b(a)
- - 1—a(x)b(x
J(7) = —2ieNo2nT <17F(/<;F)7>
(22 N i)
wobei die Wechselwirkungskonstante iiber gly; = In Zoce” mit, der Cut-Off-Frequenz und

der kritischen Temperatur zusammenhéingt und a(z) und ‘b(z) aus den Riccati-Gleichungen
(2.11) und (2.12) als Funktionen von Ort, Impuls und Matsubarafrequenz berechnet wer-
den miissen. Da in die quasiklassischen Gleichungen neben dem Paarpotential jedoch nicht
die Stromverteilung sondern das Vektorpotential eingeht, muss bei jedem Iterationsschritt
noch das Vektorpotential unter Beriicksichtigung der korrekten Randbedingungen aus der
Stromverteilung berechnet werden. Aus den Maxwell-Gleichungen erhilt man in der Eichung
divA = 0 die Beziehung

2/ c T —

J(F) = 47r1r0t rotA(7) = 47rAA(T)
Die Randbedingungen fiir fl'(f’) ergeben sich fiir den isolierten Vortex aus den folgenden
Uberlegungen: Einerseits muss der in der Umgebung des Vortex eingeschlossene Fluss gerade
ein Flussquant ®( betragen, andererseits muss die eichinvariante Differenz des Phasengradi-
enten des Paarpotentials und des Vektorpotentials §¢ — 2:14’ auf der Lange Ap, abgeschirmt
sein und damit im Unendlichen verschwinden:

B(F)dA = &, Jim {%(F) - Q—Ce/T(F)] =0 (4.4)

RQ r—00
Da im folgenden nur Supraleiter mit einer isotropen Paarwechselwirkung betrachtet werden
sollen, miissen alle messbaren physikalischen Gréfsen wie Strom und Magnetfeld sowie der
Betrag des Paarpotentials Rotationssymmetrie beziiglich des Vortexzentrums aufweisen und
diirfen nur eine radiale Abhéngigkeit besitzen. In diesem Fall ist es sinnvoll, Zylinderkoordi-
naten zur Berechnung dieser Gréfsen einzufiihren. Damit kann man Strom und Magnetfeld
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schreiben als

=, c = c . = 1 .
NGE ErotB(r) = _E&BZ(T)%’ B(F) = FGT [rAg(r)| e,
und der in einer Kreisfliche mit Radius » um den Vortex eingeschlossene Fluss berechnet

sich zu .
P(r) = 27r/ dr' ' B.(r") = 2mr Ay (r)
0

Durch die einfache Abhéngigkeit zwischen ®(r) und A, (r) in dieser Geometrie und die sofort
einsichtigen Randbedingungen fiir den magnetischen Fluss eignet sich diese Grofse insbeson-
dere als Bindeglied zwischen Strom und Vektorpotential wihrend des Iterationsprozesses.
Eingesetzt in j,(r) = —3>0,B8.(r) erhilt man die folgende Differentialgleichung fiir ®(r)
wobei der quasiklassisch berechnete Strom aus der vorangegangenen Iteration als Quellterm
auf der rechten Seite der Gleichung eingeht

am |

1 0r®(r) — L82<I>(7°) = 734/,(7“)

2mr2 " 2mr "
Ergénzt wird diese Differentialgleichung durch die Randbedingungen
1im0 ®(r) =0 und lim ®(r) = Py

Mit diesen Vorgaben ist ®(r) eindeutig bestimmt und die zwei Randbedingungen aus Glei-
chung (4.4) sind automatisch erfiillt. Um die Konvergenz zu beschleunigen, kann weiter-
hin verwendet werden, dass das Magnetfeld B,(r) fiir grofe Radien r — oo verschwindet.
Da dies jedoch im Allgemeinen nicht in jeder Iteration gewéhrleistet werden kann, soll die
Stromverteilung durch das Einfiihren eines Streckungsfaktors k() in jeder Iteration 4 als
g(r) =j (k:(i)r) so modifiziert werden, dass das Magnetfeld in grofer Entfernung vom Vor-
texzentrum auf Null abfillt (siehe [53]). Natiirlich muss fiir eine wachsende Konvergenz der
Losung der Streckungsfaktor gegen eins tendieren: lim;_, . k() = 1. Um nun eine numerische
Rechnung durchfiihren zu kénnen, muss fiir alle Grofen eine geeignete dimensionslose Form
unter Einfiihrung grundlegender charakteristischer Parameter gefunden werden. Der nor-
mierte quasiklassische Strom kann mit der reduzierten Temperatur T= Tlc folgendermafen
geschrieben werden

S or 1 aw)b(a)
7= eNovrT, = dnT Z < { 1+a(z)b(x)>FS

0<en<we

Fiir Magnetfeld, Vektorpotential und magnetischen Fluss liegt damit die folgende dimensi-
onslose Formulierung nahe:

2, B 5 A - P
B = P — A= P — b = P
Tﬂ'eNo’UFchO Tﬂ'eNO'UFTcgo Tﬂ'eNo’UFchg
Dabei hiingt das normierte Vektorpotential {iber

j=-AA

mit dem dimensionslosen Strom zusammen, wobei der normierte Laplaceoperator A die
zweiten Ableitungen nach den dimensionslosen Ortskoordinaten &; = ?—0 enthilt. Betrachtet
man nun die modifizierten Matsubarafrequenzen aus Gleichung (2.13), so erkennt man, dass
das Vektorpotential hier nur eine Korrektur in der Ordnung -5 darstellt

K

i = ién + —0p - A
R
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4. Der einzelne Vortex als Modell niedriger Magnetfelder

wobei der Ginzburg-Landau-Parameter x = ’\—5 das Verhéltnis zwischen der Londonschen
Eindringtiefe Ay, und der Kohérenzlénge £, bezeichnet:

2 2
K=— e =L
= 2 _2¢2  ¢2
4 Novge?&5 &

Dabei wurde die Londonsche Eindringtiefe als A\, = ¢/\/4mNov%e? eingefiihrt. Fiir die so
definierten dimensionslosen Gréfen kann nun die Differentialgleichung zur Bestimmung des
magnetischen Flusses und damit des Vektorpotentials geschrieben werden als

In Abbildung 4.1 sind die Ergebnisse dieses Iterationsprozesses fiir verschiedene Tempera-
turen dargestellt. Der Ginzburg-Landau-Parameter wurde zu x = 10 gewahlt, was zu einer
deutlichen Trennung der zwei charakteristischen Lingenskalen &, und Ay, fiihrt. Als Start-

konfiguration wurde jeweils ein Paarpotential der Form A(f’) = % tanh (g—"f’) e’ und ein

Vektorpotential als A(7) = —3r%2K [£] vorgegeben, wie es sich mit dem vollsténdigen el-
liptischen Integral erster Art K (z) in den oben eingefiihrten normierten Grofen als Losung
der London-Gleichungen ergibt. Durch den groffen Wert von « = 10, der in den Hoch-
Temperatur-Supraleitern sogar noch eine Grofenordnung héher liegen kann, ist der Einfluss
des Vektorpotentials auf die Berechnung der Gapamplitude, der allein durch die Korrek-
tur der Matsubarafrequenzen in die Riccati-Gleichungen eingeht, nur gering. Deutlich zu
erkennen sind in Abbildung 4.1 die zwei unterschiedlichen Lingenskalen beim Vergleich von
Paarpotential und Magnetfeld: Wahrend das Paarpotential in etwa auf der Langenskala
der Kohérenzlinge &y variiert, wird das Magnetfeld auf der weitaus grofseren Lingenskala
Az abgeschirmt. Dabei wichst A mit wachsender Temperatur und divergiert fiir T — T..
Die Abnahme des Maximalwertes von B(r) bei r = 0 fiir wachsende Temperatur impliziert
zusammen mit ®(r — oco) = Dy, dass sich der Abfall von B(r) auf einer wachsenden Lin-
genskala abspielen muss, die Kurvenschar von B(r) fiir verschiedene Temperaturen schneidet
sich infolgedessen aufierhalb des in der Abbildung dargestellten Bereichs. Der Verlauf des
quasiklassischen Stroms hingegen weist beide Léngenskalen auf: Er erreicht sein Maximum
auf der Skala der Kohérenzldnge &, wéhrend er fiir grofse Absténde vom Vortexzentrum in
der Grofenordnung von Ay, abfillt. Ebenso wie beim Magnetfeld “schmiert” auch der Peak
der Stromverteilung mit wachsender Temperatur zusehends aus. Die lokale Zustandsdich-
te N(E) ist schlieRlich eine Grofse, die fiir hohe Werte von x allein von dem Verlauf des
Paarpotentials abhiingt und damit nur im Bereich von £y deutlich variiert.

Fiir einen Multiband-Supraleiter kénnen die Selbstkonsistenzgleichungen zur Berechnung
von Paarpotential und Strom grundsétzlich nach dem gleichen Schema berechnet werden
wie im Einband-Supraleiter. Interessiert man sich jedoch nur fiir den Verlauf des Paarpoten-
tials, bzw. der Zustandsdichte fiir ein Material mit x > 1, so kann auf die selbstkonsistente
Berechnung des Stroms verzichtet werden, da dieser iber das Vektorpotential nur kleine Kor-
rekturen der Ordnung # beisteuert. In diesem Fall muss allein die Multiband-Gapgleichung
iterativ gelost werden. Diese schreibt sich fiir eine endliche Cut-Off-Frequenz im sauberen

Grenzfall als
A =Y Naw2nT Y (D (eniFriF)) “3)

0<en<we
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Abbildung 4.1: Die charakteristischen Grofen zur Beschreibung eines isolierten Vortex bei
r = 0, berechnet fiir einen konventionellen Einband-Supraleiter mit zylindrischer Fermiflache
und Magnetfeld in c-Achsen-Richtung im sauberen Grenzfall: Das Paarpotential A(r) /T, (a),
das Magnetfeld B(r) (b), der quasiklassische Strom j(r) (c) und die lokale Quasiteilchenzu-
standsdichte bei Energie Null N(0)/Ny (d). Dabei wurden verschiedene Temperaturen von
T = 0,17, bis T = 0, 8T, in Schritten von 0, 17, gewiahlt (abnehmende Helligkeit). Da alle
hier betrachteten Grofen rotationssymmetrisch beziiglich des Vortexzentrums sind, geniigt
es, ihre radiale Abhéngigkeit zu zeigen.

wobei die Kopplungsmatrix Ayq passend zur Cut-Off-Frequenz w. so gewéhlt werden muss,
dass fiir den groferen Eigenwert A, gilt
1 2w.e”

= =1
)\+ " 7TTC

Ebenso kann auch die Gapgleichung im schmutzigen Grenzfall berechnet werden. Hier muss
der Fermiflichenmittelwert der anomalen Greenschen Funktion < fl@) (en, EF, F)> < durch
FSq

die impulsgemittelte Greensche Funktion des Usadel-Propagators f(*:0) (e, ,) ersetzt wer-
den, wobei in Anhang C die hier verwendete Relaxationsmethode kurz skizziert, sowie die
konkrete numerische Implementierung fiir einen isolierten Vortex angegeben wird. Dabei ist
zu beriicksichtigen, dass die charakteristische Lingenskala im schmutzigen Grenzfall nicht
mehr durch die Kohérenzldnge vp/Ag wie im sauberen Grenzfall gegeben ist, sondern durch
eine von der Diffusionskonstanten vorgegebenen Grofe

D
&= \ 27T,
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Abbildung 4.2: Die Paarpotentialamplituden im o-Band (blau) und im 7-Band (rot) eines
isolierten Vortex in MgBsy als Funktion des Abstandes vom Vortexzentrum im sauberen
Grenzfall (a) und im schmutzigen Grenzfall (b) fiir 7= 0,17, bis T' = 0, 97,.. Man erkennt,
dass die Vortexcoregrofe im o- wie im m-Band sowohl im sauberen als auch im schmutzigen
Grenzfall fiir sinkende Temperaturen schrumpft, wobei die Verkleinerung der Vortexcore-
grofe im schmutzigen Grenzfall ab etwa 0,57 eine deutliche Séttigung erreicht.

Fiir die in diesem Kapitel durchgefiihrten Rechnungen wurde die Kopplungsmatrix aus den
folgenden charakteristischen Parametern bestimmt (sieche Anhang B): ¢ = 3,¢1 =4, =0,7
und w, = 207T,.

4.2.2 Die Berechnung der Zustandsdichte

Ist das Paarpotential in der Umgebung eines Vortex selbstkonsistent bestimmt worden, so
kann eine weitere physikalisch bedeutende Grofie berechnet werden: Die lokale Quasiteilchen-
Zustandsdichte. Die Zustandsdichte ist die im Experiment am einfachsten zugingliche lokale
Groke, die beispielsweise aus dem differentiellen Tunnelwiderstand berechnet wird, der mit
einer hohen Genauigkeit und einer guten raumlichen Auflésung gemessen werden kann. Mit
der Methode der “scanning tunneling spectroscopy” (STS) ist eine direkte Abbildung der
Vortices moglich, wobei die erhohte Zustandsdichte fiir £ = 0 im Vortexcore den Abbil-
dungskontrast liefert (siehe [54, 55]). Neben der direkten zweidimensionalen Abbildung der
Vortices bzw. des Vortexgitters durch die Messung und Abbildung von N(E = 0) erhélt
man weiteren Aufschluss tiber den Charakter der Supraleitung, insbesondere der Storstel-
lenkonzentration, wenn man das gesamte Spektrum N(E) an verschiedenen Absténden vom
Vortexzentrum betrachtet. Einer der grundlegenden Unterschiede zwischen einem Supralei-
ter mit sehr schwacher Verunreinigung (siehe Abbildung 4.3 a), hier berechnet im sauberen
Grenzfall mit einem kleinen effektiven Streuparameter 4, und einem Supraleiter mit sehr
hoher Storstellenkonzentration (siehe Abbildung 4.3 b), berechnet im schmutzigen Grenzfall
aus dem analytisch fortgesetzten Usadel-Propagator, ist die Anwesenheit bzw. Abwesen-
heit von gebundenen Zustinden bei £ = 0 im Vortexcore. Wahrend im sauberen Grenzfall
aufgrund der Streuung der Quasiteilchen am Phasensprung im Vortexzentrum gebundene
Zustdnde mit einem Maximum bei Energie Null auftreten, wobei die Hohe des Maximums
empfindlich von der Grofe des effektiven Streuparameters § sowie der rdumlichen Variation
der Paarpotentialamplitude A(r) abhéngt, ist das Quasiteilchenspektrum im Vortexzentrum
fiir den schmutzigen Grenzfall flach, vergleichbar mit dem Spektrum im normalleitenden Zu-
stand. Dass dieses sehr unterschiedliche Verhalten direkt auf die Zerstérung der Kohirenz
durch die starke Storstellenstreuung zuriickzufiihren ist, kann im Grenzfall r — 0 einfach ver-
anschaulicht werden. Wenn man im sauberen Grenzfall vereinfachend von einer konstanten
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Paarpotentialamplitude ausgeht (d.h. bei Betrachtung eines so genannten Phasenvortex),
so behalten die Riccati-Parameter a(z) und b(x) des Eilenberger-Propagators fiir eine be-
liebige Trajektorie durch den Mittelpunkt der Flusslinie bis zum Vortexzentrum selbst ihre
Anfangswerte bei (siehe Gleichungen (2.14) und (2.15)), da die Phase der Paarpotential-
amplitude sich entlang einer solchen Trajektorie nicht &ndert. Damit berechnet sich das
Produkt a(0)b(0) im Vortexzentrum als

A(—00) Af(0)
5+ /62 + |A(=00)? 6 +1/02 + A (c0)
A

26 <5+ \/62 + |A|2) + AP

wobei das negative Vorzeichen durch die auf der einlaufenden Trajektorie beziiglich der
auslaufenden Trajektorie um 7 gedrehte Phase zustande kommt. Da dieses Produkt fiir jede
Trajektorie durch das Vortexzentrum den gleichen Wert ergibt, kann die Zustandsdichte fiir
FE = 0 berechnet werden als

1— \/62 + |A]?
N(E=0) = NORe[ “b] — NoRe VO TIAL

14+ ab 1)

a(0)6(0) = a(—00)b(+00) =

Es ist unschwer zu erkennen, dass die Zustandsdichte fiir £ = 0 im Vortexzentrum fiir
6 — 0 divergiert. Fiir einen realen Vortex, bei dem die Paarpotentialamplitude im Vortex-
zentrum verschwindet, schwécht sich der “zero-energy-peak” in der Zustandsdichte etwas ab,
weil a(z) und b(x) dann im Vortexzentrum nicht mehr ihre Bulk-Werte besitzen. Da diese
Anderung von a(x) und b(x) aber nur langsam — auf der Liingenskala der Kohirenzlinge &,
— vonstatten geht, und das Produkt von a(0) und b(0) sein negatives Vorzeichen beibehilt,
bleibt der Peak jedoch weiterhin bestehen. Ganz anders sieht es dagegen im schmutzigen
Grenzfall aus. Hier kann aufgrund der starken Storstellenstreuung keine langreichweitige
Kohérenz der Quasiteilchen aufrechterhalten werden, wie sie fiir die Entstehung von gebun-
denen Zustdnden notwendig ist. Betrachtet man dafiir die Usadel-Gleichung in der analogen
Parametrisierung (C.1), so erhilt man nach Multiplikation mit r?:

2 1 42 N
2war®? — D {T@T (roya) — r? 2? (fzz) _¢ (1 n a(; ) } =72 (1 — a2) A(r)

Im Vortexzentrum fiir » — 0 ergibt sich daraus fir a:
a (1 — a2) =0

mit den zwei Losungen ¢ = 0 und a = 1. Eine Entwicklung in erster Ordnung in r zeigt,
dass im Grenzfall r — 0 der Parameter a den Wert a(r = 0) = 0 annimmt. In diesem Fall

erhilt man das Spektrum
2

G}No

d.h. fiir alle Energien ergibt sich die konstante Zustandsdichte des normalleitenden Zustands.
Dieser sehr charakteristische Unterschied zwischen dem sauberen und dem schmutzigen
Grenzfall ist in Abbildung 4.3 fiir einen Einband-Supraleiter mit konventioneller Paarungs-
symmetrie und zylindrischer Fermifliche visualisiert. Hier sind die Spektren fiir verschiede-
ne Abstinde vom Vortexzentrum voreinander aufgereiht, wobei die hinterste Kurve jeweils
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b)

Abbildung 4.3: Die Zustandsdichte N(E)/Ng in der Umgebung eines Vortex in einem s-
Wellen-Supraleiter mit zylindrischer Fermifliche. Die fiir 7' = 0,57, selbstkonsistent be-
stimmten Paarpotentialamplituden wurden der Berechnung der Spektren zugrunde gelegt.
Im sauberen Grenzfall (a) sind die Spektren von r = 0 bis r = 5§, im Abstand von 0, 2&,
gezeigt, das hinterste Spektrum zeigt deutlich die gebundenen Zustidnde im Vortexzentrum,
wahrend man im Vordergrund schon fast die Form des Bulk-Spektrums fiir Quasiteilchen mit
endlicher Lebenszeit (§ = 0, 17;) erkennt. Im schmutzigen Grenzfall (b) hingegen findet man
einen normalleitenden Vortexcore mit flachem Spektrum vor, hier sind die Zustandsdichten
von r = 0 bis = 10£p in Abstéinden von 0, 5§, gezeigt.

das Spektrum im Vortexzentrum darstellt. Bezeichnend fiir die Zustandsdichte im sauberen
Grenzfall ist die Aufspaltung des “zero-energy-peaks” bei wachsendem Abstand vom Vor-
texzentrum, der durch den Einfluss der Kreisstréme um das Vortexzentrum erklirt werden
kann. Da die Ergebnisse von Eskildsen et al. in [54] aufgrund der Messung des c-Achsen-
Tunnelstroms nun hauptséchlich die Zustandsdichte des m-Bandes von Magnesiumdiborid
widerspiegeln — die Elektronen der o-Bander bewegen sich vorwiegend zweidimensional,
senkrecht zur c-Achse des Kristalls — kénnen sie theoretisch durch ein effektives Einband-
Modell beschrieben werden. Ein Vergleich der Messergebnisse mit Abbildung 4.3 b) zeigt,
dass aufgrund des Fehlens jeglicher gebundener Zusténde im Vortexzentrum die Storstellen-
streuung innerhalb des m-Bandes als ausreichend stark angenommen werden kann, um durch
eine Rechnung im schmutzigen Grenzfall sehr gut beschrieben zu werden.

Fiir Magnesiumdiborid ist nun neben dem Spektrum fiir ein effektives Einband-Modell na-
tiirlich auch die Berechnung der lokalen Zustandsdichte in einem Zweiband-Modell unter
Beriicksichtigung der korrekten Paarpotentialamplituden in den zwei Bindern von Interesse.
Dabei konnen die beiden Anteile der Zustandsdichte fiir die zwei Bénder vollig getrennt von-
einander berechnet werden, da die zwischen den Béndern vermittelnde Interband-Streuung
vernachlissigt werden kann und die Interband-Paarung nur bei der anfinglichen Berechnung
der Paarpotentialamplituden eine Rolle spielt. Bei der Summation der zwei Anteile der Zu-
standsdichte gilt es hingegen zu beriicksichtigen, dass eine Gewichtung geméf den Anteilen
der normalleitenden Zustandsdichten im o- und im 7w-Band erfolgen muss. In Abbildung 4.4
ist die radiale Abhéingigkeit der Zustandsdichte bei Energie Null N(E = 0) im sauberen
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Abbildung 4.4: Die Zustandsdichte N(0)/Ny in Magnesiumdiborid als Funktion des Ab-
standes vom Vortexzentrum fiir verschiedene Temperaturen, berechnet fiir den sauberen
Grenzfall mit einem effektiven Streuparameter § = 0,27, (a) und fiir den schmutzigen
Grenzfall (b). In beiden Féllen beobachtet man eine Verbreiterung des Peaks fiir wachsende
Temperaturen, was auf die Vergrdfserung des Vortexcores zuriickgeht.

und im schmutzigen Grenzfall fiir verschiedene Temperaturen einander gegeniibergestellt.
Wihrend im sauberen Grenzfall die deutliche Reduktion des Peaks im Vortexzentrum und
die wachsende Ausdehnung der Vortexcoreregion bei steigender Temperatur eine Unterschei-
dung der verschiedenen Temperaturen leicht md&glich macht, ist im schmutzigen Grenzfall
nur ein schwacher Effekt bei Temperaturen nahe 7T, zu erkennen. Dies hingt direkt mit der
fiir niedrige Temperaturen beobachtbaren Konstanz der Vortexcoregrofe &, im schmutzigen
Grenzfall zusammen, die im néchsten Abschnitt ausfiihrlicher diskutiert werden soll.

Vergleicht man nicht nur die Zustandsdichte bei E' = 0, sondern die gesamte spektrale Ver-
teilung der Zusténde in der Umgebung der Fermikante fiir verschiedene Abstédnde vom Vor-
texzentrum, so findet man im sauberen Grenzfall fiir mittlere Abstinde vom Vortexzentrum
eine kompliziertere Struktur, die sich aus der Uberlagerung der durch den Quasiteilchen-
Strom aufgespaltenen gebundenen Zustinde im o- und im 7-Band ergibt (sieche Abbildung
4.5). Dabei muss beriicksichtigt werden, dass die halbtorusférmige Struktur der Fermifld-
che im 7-Band zu sehr flachen Gapkanten mit nur schwach ausgeprigten Peaks fiihrt, wie
sie schon in Abschnitt 3.2.1 diskutiert wurden. Im schmutzigen Grenzfall ergibt sich fiir
wachsenden Abstand vom Vortexzentrum ein stetiger Ubergang von einem normalleitenden
Spektrum bei r = 0 zu einem klassischen Zweiband-Bulk-Spektrum fiir groffe Entfernungen
vom Vortexzentrum.

73



4. Der einzelne Vortex als Modell niedriger Magnetfelder

b)

E/T. E/Tc

Abbildung 4.5: Das Spektrum fiir verschiedene Abstinde vom Vortexzentrum berechnet fiir
einen Zweiband-Supraleiter am Beispiel von Magnesiumdiborid. Gezeigt sind die Spektren
fiir den sauberen Grenzfall von r = 0 bis r = 5&; in Schritten von 0,2, (a) und fiir
den schmutzigen Grenzfall von r = 0 bis » = 10&, in Schritten von 0,5, (b), wobei das
Verhiltnis der Diffusionskonstanten wie in den anderen Rechnungen zu D3 /D% = 0,2
gewahlt wurde.

4.3 Der Kramer-Pesch-Effekt im sauberen Grenzfall

Betrachtet man die inverse Steigung im Vortexzentrum als ein Mafs fiir die Ausdehnung
des Vortexcores, so erkennt man, dass diese Grofe im sauberen Grenzfall fiir kleine Tem-
peraturen linear mit der Temperatur verschwindet (siehe Abbildung 4.6 a). Dieser Effekt
wird in der Literatur nach den Autoren von [43] als Kramer-Pesch-Effekt bezeichnet (sie-
he dazu auch [56, 57, 58]). Die im folgenden als &, bezeichnete Linge unterscheidet sich
mit, ihrer linearen Temperaturabhingigkeit von den iibrigen charakteristischen Lingen im
Supraleiter, insbesondere der Kohédrenzlange &y und der Londonschen Eindringtiefe A, die
alle fiir kleine Temperaturen eine Sattigung aufweisen. Eine detaillierte Studie zum Ein-
fluss einer reduzierten Lebenszeit der Quasiteilchen auf diesen Effekt, wie sie beispielsweise
unter der Wirkung von Storstellen auftreten kann, findet sich in [59]. Die Autoren kénnen
zeigen, dass die Einfiihrung von Stoérstellenstreuung zu einem vorzeitigen Abbruch des li-
nearen Bereichs bei kleinen Temperaturen und zu einem Ubergang in eine Sittigung fiihrt.
Mit sinkender freier Weglidnge wichst der Sittigungswert, bis die Kurve im Grenzfall eines
schmutzigen Supraleiters eine Form annimmt, wie sie in Abbildung 4.6 b) gezeigt ist. Da der
Kramer-Pesch-Effekt im schmutzigen Grenzfall nicht zu beobachten ist, liegt es nahe, ihn
mit den gebundenen Zusténden im Vortexcore in Verbindung zu bringen, wie im folgenden
kurz skizziert werden soll (siehe dazu [60]). Fiir eine Trajektorie durch das Vortexzentrum
findet man den gebundenen Zustand bei der Quasiteilchenenergie Fg = 0. Betrachtet man
Trajektorien durch die Vortexcoreregion mit endlichem Impact-Parameter y, worunter man
den senkrechten Abstand der Trajektorie vom Vortexzentrum versteht, so findet man den
gebundenen Zustand bei einer Energie, die in etwa proportional zum Impact-Parameter ist:
Ep x Agy/&. Fiir kleine Temperaturen von der Groenordnung dieser Energie T < Ep be-

74



4.3. Der Kramer-Pesch-Effekt im sauberen Grenzfall

ginnt der gebundene Zustand eine entscheidende Rolle bei der Berechnung der Gapgleichung
im Abstand des zugehorigen Impact-Parameters r < & = T'¢o/A¢ zu spielen und fiihrt zu
einem starken Anstieg des Paarpotentials. Damit skaliert die rdumliche Variation des Paar-
potentials fiir kleine Temperaturen auf einer neuen Lingenskala &7, die proportional zur
Temperatur ist und mit dieser verschwindet. Fiir die Vortexcoregrdfe £, soll im folgenden
eine Definition verwendet werden, wie sie von Hayashi in [59] vorgeschlagen wurde:

_1_ OA(r,T) 1
gv N or AO (T)

=0

Fiir endliche Temperaturen kann diese Gréfe nun aus der Gapgleichung berechnet wer-
den, wie sie fiir den Multiband-Fall in Gleichung (4.5) angegeben ist. Fiir einen Einband-
Supraleiter erhélt man die entsprechende Gleichung, indem man die Kopplungsmatrix A,
durch die Wechselwirkungskonstante NgV ersetzt und die Summation iiber die zwei Bander
streicht. Zur Berechnung der Steigung im Grenzfall verschwindender Temperatur 7' — 0
kann die Summation iiber die Matsubarafrequenzen durch eine Integration iiber eine konti-
nuierliche Variable ¢ ersetzt werden, da der Abstand zwischen den einzelnen Matsubarafre-

quenzen verschwindet:
wce
21T Z —>/ de. ..
0

0<en<we

Dabei begrenzt die Anzahl der radialen Gitterpunkte, auf denen das Paarpotential nume-
risch berechnet wird, die maximale Steigung, die im Vortexzentrum erreicht werden kann.
Daher ist es natiirlich auch fiir 7 — 0 unmdoglich, die zu erwartende Divergenz der Stei-
gung numerisch zu belegen. Abhilfe kann bis zu einem gewissen Grad eine Interpolation der
berechneten Paarpotentialamplitude schaffen, die eine Auswertung der Steigung bei einem
Abstand vom Vortexzentrum erlaubt, der kleiner ist als der minimale Gitterabstand des
radialen Punktegitters. Trotz der numerischen Begrenzungen ist in Abbildung 4.6 a) der li-
neare Abfall der Vortexcoregrdise sehr gut zu erkennen, der sich bis zu einer verschwindenden
Temperatur 7' = 0 nahezu konstant fortsetzt.

Die gleiche Rechnung kann auch fiir den Zweiband-Supraleiter am Beispiel von Magnesium-
diborid durchgefiihrt werden (vgl. Abbildung 4.7). Auch hier beobachtet man im sauberen
Grenzfall einen ausgeprigten Kramer-Pesch-Effekt, der sich in beiden Bandern bemerkbar
macht. Da die Berechnung der Vortexcoregrofie fiir niedrige Temperaturen numerisch sehr
aufwiindig wird, ist es hier einfacher, mit Hilfe einer analytischen Approximation, wie sie
in [61, 62] vorgestellt wird, den Bereich kleiner Temperaturen bis hin zu T — 0 nédher zu
untersuchen. Man erkennt dabei in beiden Bandern eine Abknicken des linearen Verlaufs der
Coregrofe hin zu dem Wert bei 7' = 0, was von den numerischen Rechnungen bestétigt wird.
Von Interesse ist weiterhin das Verhéltnis der zwei Vortexcoregrofien im o- und im 7-Band,
das fiir Temperaturen nahe der kritischen Temperatur gegen eins geht, d.h. die Paarpoten-
tialamplituden gleichen sich fiir groffe Temperaturen sehr stark an. Fiir 7" — 0 zeigt sich
hingegen ein starker Anstieg dieses Verhéltnisses, das auf zwei grundsétzlich unterschiedliche
Steigungen von &£ (T) und &@(T) fiir T — 0 hindeutet. Auch im Zweiband-Modell zeigt
sich im schmutzigen Grenzfall natiirlich kein Kramer-Pesch-Effekt, hier hingt das Verhéltnis
der zwei Paarpotentialamplituden sehr stark von dem Verhiltnis der zwei Kohirenzldngen
im o- und im 7-Band ab, das iiber das Verhiltnis der zwei Diffusionskonstanten D(?) /D(™)
festgelegt ist.

In der N&he der kritischen Temperatur kann ein Vergleich der so ermittelten Coregrofie
mit den Ergebnissen aus einem Variationsmodell unter Verwendung der verallgemeinerten
Ginzburg-Landau-Theorie aus Abschnitt 4.1 gezogen werden. Hierfiir soll unter Vernachlés-
sigung des Vektorpotentials A = 0 die riumliche Variation des Paarpotentials im Band « in
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Abbildung 4.6: Der Kramer-Pesch-Effekt in einem s-Wellen-Supraleiter mit einer zylindri-
schen Fermifliche und verschwindender Stérstellenkonzentration (a). Deutlich zu erkennen
ist die lineare Abnahme der Vortexcoregrofe, definiert als die inverse Steigung der Paar-
potentialamplitude im Vortexzentrum, fiir kleine Temperaturen. Zum Vergleich sind die
entsprechenden Ergebnisse in einem schmutzigen Supraleiter gezeigt, in dem die Vortexco-
regrofe fiir kleine Temperaturen in eine Séttigung iibergeht (b). Die unterschiedliche Gro-
fenordnung von &, /& in (a) und in (b) resultiert aus der vollig unterschiedlichen Definition
von & im sauberen und im schmutzigen Grenzfall.

der folgenden Form angesetzt werden:

A@ () = Al tanh %ei arg ™
é— «

v

Dabei sollen die Variationsparameter 51(,0) und «51(}”) so bestimmt werden, dass sich ein Mi-

nimum des Ginzburg-Landau-Funktionals in Gleichung (4.3) ergibt. Dafiir kann unter Ver-

) _ Fs—FY
N T T I5

wendung der Rotationssymmetrie und mit fg — geschrieben werden:

2 L 12 12
fs_f](\?) = ﬁ/ drr {ag A(())‘ tanhQ%-i-aw Ag) tanhQ%
0 & o
— (A(()U)*Agr) + Aéﬂ)*A(()a)) tanh —— tanh ——
& en
1 4 1 4
+=04 Aég) tanh? - + =Br A((Jﬁ) tanh? o
2 &2 &
2 1 1 1 r
o (o) 2
+Ka(c,13 A0 (0)2 COSh4 _r_ + ﬁ tanh W
gv el gv
T s 2 1 1 1 T
R AT ————— + — tanh® —
ggﬂ cosh ral r &gﬂ)

Nun findet man ein Extremum der Freien Energie unter Variation der Parameter 5750) und
«ff}”) indem man die folgenden gekoppelten Gleichungen 16st

o (fs=10) o(fs=13)

=0, =0
el ae™
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Abbildung 4.7: a) Der Kramer-Pesch-Effekt fiir einen Multiband-Supraleiter im sauberen
Grenzfall. Man findet fiir kleine Temperaturen sowohl fiir das o-Band (blau) als auch das
m-Band (rot) eine nahezu lineare Abnahme der Vortexcoregrofe mit sinkender Temperatur.
Die numerisch aufwéandige Analyse fiir sehr kleine Temperaturen T' < 0.17, zeigt hingegen
noch zusétzlich ein deutliches Abknicken der Kurven in Richtung Ursprung fiir 7' — 0, was
auch durch eine analytische Approximation bestétigt wird (siehe [61, 62]). b) Zum Vergleich
sind die entsprechenden Ergebnisse im schmutzigen Grenzfall fiir Dg; /DQ(Z;) = 0,2 gezeigt.
Ebenso wie im Falle eines Einband-Supraleiters findet man hier in beiden Béndern eine
Sattigung der Vortexcoregrofie bei sinkender Temperatur.
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4. Der einzelne Vortex als Modell niedriger Magnetfelder

Schliefllich muss man nur noch im Ginzburg-Landau-Funktional iiberpriifen, ob es sich auch
um das gesuchte Minimum handelt. Die Ergebnisse dieser Rechnungen sind in Abbildung 4.8
a) zusammengestellt. Deutlich zu erkennen ist die Divergenz fiir T' — T, und man findet auch
qualitativ eine gute Ubereinstimmung mit der selbstkonsistent berechneten Vortexcoregrofe.
Vergleicht man jedoch explizit die Werte fiir 7' = 0,87, und T = 0,97, so findet man eine
Abweichung von etwa 20% (bei T' = 0,87,) und etwa 10% (bei T' = 0,97,), die einerseits
auf die Wahl des Variationsmodells und andererseits auf die sehr eingeschrinkte Giiltigkeit
der Ginzburg-Landau-Entwicklung in Ordnungen von /1 — T'/T, auf die néchste Umgebung
der kritischen Temperatur zuriickzufiihren ist.

Die einfache numerische Handhabung des Ginzburg-Landau-Funktionals erlaubt es auch,
ein weiteres, physikalisch denkbares Modell zu iiberpriifen, das von einer energetischen Be-
vorzugung eines spontan aufgespaltenen Vortexcores mit einer geringen rdumlichen Tren-
nung 6y der Vortexzentren im o- und im w-Band ausgeht. Eine dhnliche Situation, in der
die Rotationssymmetrie beziiglich der Vortexachse gebrochen ist, wurde als Losung der
Ginzburg-Landau-Gleichungen in der B-Phase von superfluidem He gefunden [63]. Zur
Berechnung der Ginzburg-Landau Freien Energie soll der oben eingefiihrte Variationsansatz
mit y+ = y £ Jy/2 folgendermafen modifiziert werden

Va2 +y2 ;
A (z,y) = A(()U) tanh e

¢ ety

[ 12 + y2 .
A (z,y) = A(()Tr) tanh T Ity

e |z + iy

Dabei ist nun eine einfache Darstellung in Zylinderkoordinaten nicht mehr mdoglich und es
muss ein zweidimensionales Integral zur Berechnung der Freien Energiedichte ausgefiihrt

werden:
L2 L/2

o _ 1
fs fN 12 1 dz e dy. ..
Wihrend alle Summanden, die diagonal im Bandindex sind, durch die Verriickung der Vor-
texzentren nicht betroffen sind, d.h. unabhéngig von dy immer den gleichen Beitrag zur
Freien Energie liefern, bedarf es fiir den gemischten Term einer ndheren Betrachtung. Hier
entsteht aus der Verschiebung der Phasen der Paarpotentiale ein verdnderter Beitrag zur
Freien Energiedichte:

), . . E 2
A@xA(M) (x—iy_) (z +iyy) @ +y* +izdy — 2

o +iy-| |z +iye] v iy-| |z + iy

wobei verwendet wurde, dass y, —y_ = dy und y,y_ =y — % gilt. Damit berechnet sich
der gemischte Term in der Ginzburg-Landau-Entwicklung der Freien Energiedichte propor-
tional zu:

2 2 _ 6y?
22° +2y° — %
V@) (22 +43)
Variiert man den modifizierten Ausdruck der Freien Energiedichte nun um &(,a), 1(,”) und
6y so erkennt man jedoch, dass ein globales Minimum der Freien Energie nur bei einem
Zusammenfallen der zwei Vortexzentren zu finden ist, was zumindest in der Umgebung der

kritischen Temperatur das Szenario zweier rdumlich getrennter Vortexzentren unwahrschein-
lich macht (siehe Abbildung 4.8 b).

A@*AM L A@*A(0) — 9Re {Aw)*A(w)} x
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Abbildung 4.8: Die Variationsparameter £ und & bestimmt durch Minimierung des
verallgemeinerten Ginzburg-Landau-Funktionals in der Umgebung von T, (a). Im Vergleich
zur selbstkonsistenten Berechnung des Paarpotentials ermdglicht es der Variationsansatz, die
Divergenz nahe T, ohne gréfseren numerischen Aufwand zu bestimmen. Der Inset zeigt den
Bereich zwischen T' = 0,87, und T = 0,97, vergrofert, hier kann man den Verlauf von 550)
(blau) und ™ (rot) deutlicher unterscheiden. Aufierdem gezeigt ist die Freie Energiedichte
in beliebigen Einheiten, berechnet fiir 7' = 0, 87, unter Annahme einer kleinen Verriickung
0y zwischen den Vortexzentren im o- und im 7-Band (b). Es ist deutlich zu erkennen, dass
ein Minimum der Freien Energiedichte bei einem Zusammenfallen der Vortexzentren in den
zwei Bandern (dy = 0) erreicht wird.
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4. Der einzelne Vortex als Modell niedriger Magnetfelder

4.4 Induzierter Kramer-Pesch-Effekt in einem schmutzi-
gen m-Band

Wie schon in Abschnitt 4.2 erwdhnt weisen die experimentellen Ergebnisse auf eine ho-
he Storstellenkonzentration im m-Band von Magnesiumdiborid hin. Weitgehend unbekannt
ist jedoch, wie stark die Verunreinigung des o-Bandes in den bisher untersuchten Proben
ist. Mazin et al. haben in [12] darauf hingewiesen, dass aufgrund von hiufig auftretenden
Fehlstellen im Magnesium-Untergitter, die hauptséchlich die dreidimensional propagieren-
den Elektronen aus den p,-Orbitalen betreffen, die Streurate im 7w-Band mit grofer Wahr-
scheinlichkeit héher sein wird als die Streurate im o-Band. Dies legt es nahe, neben der
Betrachtung des schmutzigen Grenzfalles fiir beide Bénder ein Modell zu entwerfen, bei dem
von einem sauberen o-Band und einem stark verunreinigten 7-Band ausgegangen wird (siehe
[49, 64]). Von Interesse ist nun auferdem, ob und wenn ja wie sich in einem solchen Modell
die Kopplung der Paarpotentialamplituden in den zwei Béandern auf die rdumliche Variati-
on derselben fiir kleine Temperaturen auswirkt. Die numerischen Rechnungen, die fiir drei
unterschiedliche Verhiltnisse der Kohérenzldngen im sauberen und im schmutzigen Band
ve = &, /& durchgefiihrt wurden, zeigen, dass der Kramer-Pesch-Effekt gleichermafien in
beiden Béndern auftritt (siche Abbildung 4.9). Man kann damit von einem im schmutzigen
m-Band induzierten Kramer-Pesch-Effekt sprechen. Wahrend die Vortexcoregréfie im saube-
ren o-Band in allen drei betrachteten Fallen einen weitgehend linearen Abfall fiir 7' < 0, 67
aufweist, zeigt sich fiir die Vortexcoregrofe des m-Bandes ein deutlich anderes Bild. Hier fin-
det man einen Verlauf von @gﬂ)(T), der sich erst fiir kleine Temperaturen als ndherungsweise
linear beschreiben ldsst. Inwieweit sich die Paarpotentialamplituden von o- und 7-Band un-
abhingig voneinander entwickeln, kann an der Temperaturabhéngigkeit des Verhé&ltnisses
ffr)/fqga)abgelesen werden, das fiir v = 5 fiir wachsende Temperaturen rasch abfillt (vgl.
Abbildung 4.9 a), wihrend es fiir v¢ = 0,2 nahezu linear verlduft (vgl. Abbildung 4.9 c).

Betrachtet man das Quasiteilchenspektrum im Vortexzentrum, so findet man eine gewich-
tete Uberlagerung aus der normalleitenden Zustandsdichte des schmutzigen 7-Bandes und
dem gebundenen Andreev-Zustand im sauberen o-Band (Abbildung 4.10). Diese Uberla-
gerung dhnelt in der ndheren Umgebung des Vortexzentrums einem um den Beitrag des
flachen Spektrums im 7w-Band angehobenen Einband-Spektrum im sauberen Grenzfall. Erst
in groferer Entfernung vom Vortexzentrum tritt ein deutliches Zweiband-Spektrum mit zwei
ausgeprigten Gapkanten in Erscheinung, das in das gew6hnliche Zweiband-Bulk-Spektrum
iibergeht. Bedenkt man nun, dass das Vorhandensein eines gebundenen Zustands in der
Umgebung des Vortexzentrums als “Ursache” fiir den Kramer-Pesch-Effekt gesehen werden
kann, so ist auch versténdlich, warum in einem gemischten Modell, in dem ein gebundener
Zustand bei einer Energie proportional zum Abstand vom Vortexzentrum auftritt, immer
ein ausgeprigter Kramer-Pesch-Effekt beobachtbar sein wird. Die vorliegenden Ergebnisse
lassen somit die Hoffnung zu, einen solchen Effekt auch fiir eine hohe Streurate im 7-Band
experimentell in Magnesiumdiborid nachzuweisen, ohne dass die Quasiteilchen im o-Band
direkt gemesssen werden miissen.
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Abbildung 4.9: Der induzierte Kramer-Pesch-Effekt in einem schmutzigen 7-Band fiir drei
unterschiedliche Werte von vg = 5(()0)/5877). Dargestellt sind die Vortexcoregrofen im sauberen
o-Band (blau) und im schmutzigen m-Band (rot). In (a) wurde die Rechnung fiir v¢ = 5, in
(b) fiir ve = 1 und in (c) fiir v = 0,2 durchgefiihrt. Der Inset zeigt jeweils das Verhiltnis

von 57577)/5750) fiir die verschiedenen Parametersitze.
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4. Der einzelne Vortex als Modell niedriger Magnetfelder
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Abbildung 4.10: Das Quasiteilchenspektrum fiir verschiedene Abstinde vom Vortexzentrum,
berechnet fiir ein gemischtes Modell mit einem sauberen o-Band und einem stark verunrei-
nigten m-Band fiir ein Verhiltnis der Kohérenzlangen von v = 1 und eine Temperatur
T = 0,5T.. Wahrend die beiden oberen Abbildungen die Beitrige der einzelnen Bénder zei-
gen, ist in der unteren Abbildung die gesamte Zustandsdichte fiir den Zweiband-Supraleiter
als gewichtete Summe der beiden Einzelbeitrige gezeigt.
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Kapitel 5

Vortices und Grenzflachen in
d-Wellen-Supraleitern

Trotz des wieder auflebenden Interesses an den konventionellen Supraleitern, das die Ent-
deckung von Magnesiumdiborid zur Folge hatte, konzentriert sich das Forschungsgebiet der
Tieftemperaturphysik auch heute noch zu einem grofen Teil auf die experimentelle wie
theoretische Beschreibung der Hochtemperatur-Supraleiter, insbesondere der Kuprate. Die-
se geschichteten Systeme, die im undotierten Zustand antiferromagnetische Eigenschaften
besitzen und nur durch die gezielte Dotierung von Sauerstoff oder geeigneten Substituenten
einen supraleitenden Phaseniibergang aufweisen, werden im allgemeinen als Supraleiter mit
unkonventioneller Paarungssymmetrie betrachtet. Dabei unterscheidet man elektronen- bzw.
lochdotierte Systeme, in denen zusétzliche negative bzw. positive Ladungstrager eingebracht
werden. Fiir die experimentell sehr ausfiihrlich untersuchten lochdotierten Hochtemperatur-
Supraleiter wird im allgemeinen von einer d-Wellen-Symmetrie des Ordnungsparameters
ausgegangen, d.h. es existieren Bewegungsrichtungen, fiir die die Quasiteilchen kein bzw.
nur ein reduziertes Gap vorfinden. Im Gegensatz zu einer anisotropen s-Wellen-Symmetrie
findet zusitzlich an jeder Knotenrichtung auf der Fermiflache ein Vorzeichenwechsel des
Paarpotentials statt. Die Existenz von Knotenrichtungen auf der Fermiflache fiihrt zu einem
linearen Anstieg des winkelgemittelten Quasiteilchenspektrums fiir kleine Energien. Neben
dieser Eigenschaft, die auch von einer stark anisotropen s-Wellen-Symmetrie des Ordnungs-
parameters herriithren konnte, findet man bei den unkonventionellen Supraleitern weitere
Charakteristika, die allein der d-Wellen-Natur des Ordnungsparameters zuzuschreiben sind:
An reflektierenden Oberflichen bzw. Grenzflichen innerhalb des Supraleiters bilden sich ge-
bundene Zustinde an der Fermikante aus, die sich allein durch die Andreev-Streuung der
Quasiteilchen am Vorzeichenwechsel des Paarpotentials entlang einer gespiegelten Trajek-
torie erkldren lassen (siehe dazu [65]). Im folgenden Abschnitt soll kurz der Unterschied
zwischen konventioneller und unkonventioneller Paarungssymmetrie skizziert werden. Ins-
besondere soll die lokale Zustandsdichte fiir einen einzelnen Vortex bzw. ein Vortexgitter
verglichen sowie auf die Entstehung von gebundenen Andreev-Zustinden an Oberflichen
eingegangen werden. Im zweiten Abschnitt soll dann der Einfluss eines einzelnen gepinnten
Vortex auf die Quasiteilchenzustandsdichte an der Oberfliche diskutiert werden.
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5. Vortices und Grenzflichen in d-Wellen-Supraleitern

5.1 Konventionelle und unkonventionelle Paarungssym-
metrie

Die experimentelle Bestétigung der d-Wellen-Natur des Paarpotentials fiir die lochdotierten
Hochtemperatur-Supraleiter — zumindest an Ober- bzw. internen Grenzflichen der Proben —
kann zum gegenwirtigen Zeitpunkt als nahezu liickenlos angesehen werden. Damit verdient
die Betrachtung der experimentell beobachtbaren physikalischen Eigenschaften, die die Su-
praleiter mit unkonventioneller Paarungssymmetrie von den Supraleitern mit konventioneller
Paarungssymmetrie unterscheidet, besondere Beachtung. In der theoretischen Beschreibung
erhiilt das Paarpotential fiir eine unkonventionelle Paarungssymmetrie neben der orts- und

-,

temperaturabhéngigen Funktion A(7,T) nun noch einen impulsabhéngigen Faktor (k)
A7 B, T) = A7 T)x(F)

Im Fall einer zylindrischen Fermifliche, wie sie fiir die geschichteten Kuprate mit einer na-
hezu zweidimensionalen Supraleitung innerhalb der Kupferoxidebenen in guter N&herung
vorliegt, sowie unter der Annahme einer d,:_,>-Symmetrie der Paarwellenfunktion kann

=

diese Winkelfunktion geschrieben werden als x (k) = cos(2¢). Dabei parametrisiert der Win-
kel ¢ den Vektor k auf der Fermifliche. Ist man nun an der Berechnung lokaler Grofen fiir
einen rdumlich inhomogenen Supraleiter mit einer unkonventionellen Paarungssymmetrie
interessiert, so bietet es sich an, im sauberen Grenzfall auf die numerisch stabile Parame-
trisierung fiir die Riccati-Amplituden @ und b aus Abschnitt 2.3 zuriickzugreifen, wie sie
schon fiir die Berechnung lokaler Grofen im Zweiband-Fall herangezogen wurden. Im Un-
terschied zur konventionellen Paarungssymmetrie mit einem auf der gesamten Fermifliche
konstanten Gap erhilt man fiir unkonventionelle Supraleiter eine Winkelabhéngigkeit der
Quasiteilchen-Zustandsdichte. Dabei kénnen Quasiteilchen mit einem Impuls parallel zur
Knotenrichtung des Gaps schon fiir verschwindende Energie angeregt werden, wihrend fiir
die Anregung von Quasiteilchen parallel zur Richtung maximaler Gapamplitude eine endli-
che Energie erforderlich ist. Die Integration dieser unterschiedlichen Quasiteilchenspektren
iiber die Fermifléiche fiihrt im Bulk mit A(7, k,T) = Ag cos(2¢p) auf:

2m

Ny (E) = &/ Re |Z]
0 E? — A3 cos?(p)

o

dy = NoRe [%K (A%/EQ)}

wobei K (x) das vollstdndige elliptische Integral 1. Art bezeichnet. In Abbildung 5.1 ¢) und
d) ist der V-formige Verlauf des Quasiteilchenspektrums im Bulk als blaue Kurve im Vorder-
grund zu erkennen. Zu beachten ist dabei der lineare Anstieg fiir kleine Anregungsenergien
im Vergleich zum deutlich ausgepréigten Gap im Falle konventioneller Paarungssymmetrie.
Dass in beiden Fallen das spektrale Gewicht im Ursprung nicht zu Null verschwindet, ist auf
die Annahme einer endlichen Lebensdauer der Quasiteilchen mit €, — —iE + § und § > 0
zuriickzufiihren. In der Umgebung von Inhomogenititen wie beispielsweise einem Vortex
oder einem ganzen Vortexgitter findet man jedoch erhebliche Abweichungen des Spektrums
von der Zustandsdichte im homogenen Supraleiter. In Abbildung 5.1 ist das Spektrum an
verschiedenen Abstinden vom Zentrum eines “Phasenvortex” gezeigt (siehe auch [24]). Im
Vergleich zu einem selbstkonsistent berechneten Vortex wird bei einem Phasenvortex die
rdumliche Variation der Paarpotentialamplitude vernachléssigt und nur die Streuung an der
Phase des Ordnungsparameters zur Berechnung der gebundenen Zusténde herangezogen.
Diese Approximation, die mit dem Verzicht auf eine langwierige selbstkonsistente Berech-
nung der Paarpotentialamplitude die Losung fiir eine Vielzahl von Problemstellungen iiber-
haupt erst realisierbar macht, ist fiir kleine Temperaturen sicher gerechtfertigt, da hier die
Coregrdfse des Vortex verschwindet. Man erkennt sowohl fiir s-Welle als auch fiir d-Welle das
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5.1. Konventionelle und unkonventionelle Paarungssymmetrie

Aufspalten der gebundenen Zusténde durch die supraleitenden Kreisstrome um das Vortex-
zentrum, die auf der Langenskala der Londonschen Eindringtiefe in den Supraleiter hinein
abfallen. Dabei findet man fiir den d-Wellen-Supraleiter eine deutlich unterschiedliche Ver-
teilung des spektralen Gewichts fiir die Richtung parallel zur Knotenlinie der d-Welle —
mit nur einem gebundenen Zustand oberhalb und unterhalb der Fermikante — und fiir die
Richtung parallel zur Orientierung maximaler Gapamplitude — mit jeweils zwei gebundenen
Zustéanden (vgl. Abbildung 5.1 b).

In Abbildung 5.2 sind die Zustandsdichten bei F = 0 fiir einen einzelnen Phasenvortex fiir
konventionelle Paarungssymmetrie (links) und unkonventionelle Paarungssymmetrie (rechts)
einander gegeniibergestellt, wie sie beispielsweise in Tunnel-Spektroskopie-Experimenten
(STM) oder anderen abbildenden Verfahren gemessen werden kénnen. Deutlich zu erkennen
ist in der rechten Abbildung die Kopplung von Impuls- und Ortsraum, die in der Vierfach-
symmetrie der gebundenen Zustdnde zum Ausdruck kommt. Im Vergleich zu den entspre-
chenden Ergebnissen von Schopohl und Maki in [31] wurde hier mit einem relativ grofen
effektiven Streuparameter 6 = 0, 1A gerechnet, der die scharfe Richtungsabhingigkeit der
gebundenen Zustinde etwas verwischt. Von Interesse ist auch die lokale Zustandsdichte, wie
sie fiir hohe Magnetfelder im Vortexzustand berechnet werden kann. Hier kann nahe B
fiir das Paarpotential die Abrikosov-Losung unter der Annahme eines konstanten Magnet-
felds mit einem passenden Vektorpotential angesetzt werden und die Riccati-Gleichungen
fiir F = 0 geltst werden. Fiir einen s-Wellen-Supraleiter weist die Zustandsdichte fiir £ =0
die dem Vortexgitter eigene hexagonale Symmetrie auf, mit Linien geringen spektralen Ge-
wichtes zwischen den Vortices. Fiir einen d-Wellen-Vortex findet man eine Uberlagerung der
hexagonalen Symmetrie des Flussliniengitters mit der Vierfachsymmetrie der Paarungswech-
selwirkung, wobei die Linien geringen spektralen Gewichtes zwischen den Vortices bestehen
bleiben.

Abgesehen von den Flusslinien, die die Translationsinvarianz der supraleitenden Phase bre-
chen, beobachtet man auch in der Umgebung von Grenzflichen, wie sie an der Oberfliche
der supraleitenden Probe, an Versetzungsebenen des Kristallgitters, an Korngrenzen oder
an artifiziellen Kontakten auftreten, diverse interessante Phinomene. Neben Effekten, die
direkt mit dem Grenziibergang zwischen zwei supraleitenden Phasen, bzw. zwischen su-
praleitender und normalleitender Phase zusammenhéngen, wie z.B. dem Josephson- oder
dem Proximity-Effekt bei endlicher Barrierentransparenz, finden sich bei unkonventionel-
len Supraleitern auch an ideal reflektierenden Oberflichen ohne Transparenz Hinweise, die
Riickschliisse auf die Symmetrie der Paarungswechselwirkung erlauben. Liegt die Grenzfla-
che gerade so, dass ihr Normalenvektor parallel zur Knotenrichtung der d-Welle gerichtet
ist (fiir die in Hochtemperatur-Supraleitern angenommene d,2_,2-Symmetrie der Paarwel-
lenfunktion entspricht das der (110)-Richtung des Kristalls), so findet man entlang der
Grenzfliche einen starken Anstieg des spektralen Gewichtes fiir Energie Null, wobei die
rdumliche Ausdehnung dieses gebundenen Andreev-Zustands in der Gréfsenordnung der Ko-
hérenzlange liegt [66, 67, 68]. Variiert der Winkel zwischen Grenzfliche und Kristallachse,
so reduziert sich die Hohe des gebundenen Zustands bei E = 0, bis er fiir eine ideal reflek-
tierende (100)-Grenzfliche ganz verschwindet. Dieses Verhalten kann mit Hilfe der Riccati-
Parametrisierung leicht verstanden werden und soll im folgenden kurz skizziert werden.
Wihrend die Quasiteilchen — und damit auch die ihre Bewegungsbahnen beschreibenden
Trajektorien — an einer idealen spiegelnden Oberflache ein klassisches Reflexionsverhalten
aufweisen, wie es aus der Strahlenoptik bekannt ist, geniigen die Riccati-Amplituden auf den
ein- und auslaufenden Trajektorien einer einfachen Stetigkeitsbedingung, die fiir verschwin-
dende Transparenz aus den Randbedingungen von Shelankov (siehe [69]) hervorgeht:

Qout = Qin, bzn = bout

Vernachlissigt man vorerst die rdumliche Variation der Paarpotentialamplitude, so kann
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Abbildung 5.1: Das Quasiteilchenspektrum in der Umgebung eines Phasenvortex (|JA(7)| =
1) fiir einen Supraleiter mit (a) konventioneller Paarungssymmetrie (s-Welle) und fiir einen
Supraleiter mit (b,c und d) unkonventioneller Paarungssymmetrie (d-Welle). Dabei wurde
das Spektrum in (a,c und d) fiir verschiedene Abstdnde vom Vortexzentrum in Schritten
von 0, 2£y berechnet, wobei die radiale Richtung im Ortsraum in (c) parallel zur Richtung
maximaler Paarpotentialamplitude und in (d) parallel zur Knotenrichtung der Paarpotenti-
alamplitude der d-Welle gewéhlt wurde (was in der rechten oberen Figur von Abbildung 5.2
einem waagrechten Strahl bzw. einem diagonal gerichtet Strahl mit Ursprung im Vortexzen-
trum entspricht). In Figur (b) sind die d-Wellen-Spektren fiir einen Abstand von r = 0, 6 in
Richtung maximaler Gapamplitude (oben) und in Knotenrichtung (unten) verglichen. Man
erkennt in Knotenrichtung die Aufspaltung des gebundenen Zustands unter dem Einfluss
der Kreisstrome in zwei chirale Aste oberhalb und unterhalb der Fermikante, wohingegen
in Richtung maximaler Gapamplitude eine starke Unterdriickung der gebundenen Zusténde
und ein mehrfaches Aufspalten beobachtet werden kann (vgl. [24]).
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5.1. Konventionelle und unkonventionelle Paarungssymmetrie

Abbildung 5.2: Die lokale Zustandsdichte im Vortexzustand (Die Farbverldufe indizieren Zu-
standsdichten von N(0)/Ny = 0 (schwarz) bis N(0)/Ng > 2 (gelb)). Die obere Reihe zeigt
die normierte lokale Zustandsdichte N(E = 0)/Ny fiir einen isolierten Phasenvortex, die
untere Reihe zeigt die gleiche Grofie im Abrikosov-Vortexgitter. Links wurde die Zustands-
dichte fiir einen Supraleiter mit konventioneller Paarungssymmetrie berechnet (s-Welle),
rechts fiir einen Supraleiter mit unkonventioneller Paarungssymmetrie (d-Welle). Fiir alle
Rechnungen wurde ein effektiver Streuparameter von § = 0,1Aq verwendet. Deutlich zu
erkennen ist die Vierfachsymmetrie der gebundenen Andreev-Zustinde in der Umgebung
des Vortexcores fiir den einzelnen d-Wellen-Vortex (rechts oben), die durch die Kopplung
von Impuls- und Ortsraum in den quasiklassischen Gleichungen auf die Vierfachsymmetrie
des Ordnungsparameters zuriickgeht. Dabei dehnen sich die gebundenen Zusténde parallel
zur Knotenrichtung der d-Welle (in diesem Bild diagonal) aus. Im Abrikosov-Vortexzustand
fiihrt die Uberlagerung der Vierfachsymmetrie des Ordnungsparameters und die hexagona-
le Anordnung der Vortices im Gitter zu einer komplizierteren Ausprigung der gebundenen
Zustdnde.
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die Spiegelung der Quasiteilchen an einer (110)-Oberfliche als ein abrupter Vorzeichenwech-
sel der Paarpotentialamplitude gesehen werden, an dem die Quasiteilchen eine Andreev-
Reflexion erfahren. Das bedeutet insbesondere, dass einlaufende Quasiteilchenanregungen
mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit retroreflektiert werden, d.h. auf der gleichen Trajek-
torie zuriick laufen wobei gleichzeitig eine Konversion von einer teilchenartigen in eine lochar-
tige Anregung bzw. umgekehrt stattfindet. Die Interferenz des einlaufenden Quasiteilchens
mit dem auslaufenden, konvertierten Quasiteilchen fiihrt — wie schon beim Phasenvortex —
zu einem gebundenen Zustand bei der Energie Null. Fiir einen Punkt 7 auf der Oberfliche
gilt fiir eine Trajektorie mit dem Winkel ¢, die an der Grenzfliche gespiegelt wird (siehe
Skizze 5.3 a)

A sin(2¢p)

€n + \/e% + AZsin?(2¢)

aout(@) = ain(@) =

und
Agsin(2(m — @)

€n + \/67% + AZsin? (2(1 — ¢))

wobei hier der Trajektorienwinkel ¢ beziiglich des Normalenvektors der Grenzfliche gemes-
sen wurde, um den Vorzeichenwechsel der Paarpotentialamplitude in der ungeraden Sinus-
funktion transparent zu machen. Damit unterscheidet sich das Produkt ag.:(¢)bin () an der
Genzfliche von dem entsprechenden Bulk-Wert nur gerade um ein Vorzeichen:

bin () = bout (@) =

—AZsin?(2¢p)

Aout (9)bin () = = —aputk (¢)bbuir ()

262 + 2€,1/ €, + Al sin® (2p) + AZ sin®(2¢)

Nun berechnet sich das Diagonalelement des quasiklassischen Propagators an der Grenzfla-
che aus

1 — Gout(9)bin(p) 2€2 + 2€,1/ €2 + AZsin®(2¢p) + 2A2 sin?(2¢) €2 + A2 sin?(2p)

wm

1+ @out(@)bin () 2€2 + 2ep4 /€2 + A3 sin? (2¢) n

und die Winkelmittelung fithrt auf ein elliptisches Integral zweiter Art E(k):

i /27T 1-—- aout((p)bln((p)d
2 Jo 1+ aout(@)bin (‘P)

_z _A27/,2
(P—ﬂ_E( AO/Gn)

Durch analytische Fortsetzung der Matsubarafrequenzen erhilt man daraus die Zustands-
dichte an der Grenzfliche zu

Né(E) = NoRe |:%E (—A%/(_»LE + 6)2)

Das Quasiteilchenspektrum direkt an der Grenzfliche ist in Abbildung 5.3 b) im oberen
Teilbild gezeigt. Die Form des Spektrums ist &hnlich der Form des Spektrums im Zentrum
eines isolierten Phasenvortex. Fiir die Energie F = 0 divergiert die Zustandsdichte und wird
nur durch die Annahme einer endlichen Streurate § begrenzt. Fiir wachsenden Abstand von
der Grenzfliche sinkt das Gewicht des “zero-energy-peaks”, bis bei einer Entfernung von etwa
5&y (unteres Teilbild) wieder das Bulk-Spektrum des d-Wellen-Supraleiters erkennbar wird.
Dabei ist anzumerken, dass im Gegensatz zum Phasenvortex und unter Vernachlassigung
von Abschirmstromen an der Oberfliche natiirlich kein Aufspalten des “zero-energy-peaks”
zu beobachten ist.
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Abbildung 5.3: Skizze zur Reflexion der Quasiteilchentrajektorien an einer spiegelnden
Grenzfliche (a) und die zugehorige lokale Zustandsdichte bei E = 0 fiir unkonventionelle
Paarungssymmetrie (d,2_,2-Welle) und eine (110)-Grenzflichenorientierung (b). Die Far-
ben von gelb iiber rot bis blau indizieren hierbei abnehmende Werte von N(E = 0). An
ausgewéhlten Punkten direkt an der Grenzfliche, im Abstand von 0,5&;, und im Abstand
von 5§, ist zudem das gesamte Quasiteilchenspektrum gezeigt. Fiir alle Rechnungen wurde
ein effektiver Streuparameter von 6 = 0,14, angenommen.

Fiir facettierte Oberflichengeometrien muss zur Berechnung der Riccati-Amplituden die
Quasiteilchen-Trajektorie mit Hilfe eines “ray-tracing”-Verfahrens zuriickverfolgt bzw. vor-
ausberechnet werden. Hier konnen aufgrund multipler Reflexionen unter wiederholter Verén-
derung der Paarpotentialamplituden verschiedene interessante Phinomene beobachtet wer-
den (siehe [70]). Neben einer makroskopisch facettierten Oberfliche kann durch ein koharen-
tes bzw. inkohédrentes “Mischen” verschiedener Quasiteilchen-Trajektorien an der Grenzflache
eine Oberfliche mit intrinsischer Rauigkeit modelliert werden. Im Falle einer véllig ungeord-
neten Streuung an der Oberfliche findet man dabei ungeachtet der Lage der Grenzfliche
immer einen gebundenen Zustand, selbst fiir eine (100)- oder (010)-Orientierung. Im folgen-
den Abschnitt ist die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte fiir eine mikroskopisch raue sowie
eine makroskopisch facettierte Grenzfliche berechnet, insbesondere soll in diesem Abschnitt
jedoch der Einfluss, den ein isolierter Phasenvortex auf die Zustdnde an der Grenzfliche hat,
diskutiert werden.
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5. Vortices und Grenzflichen in d-Wellen-Supraleitern

5.2 Der Vortex-Schatten-Effekt

Es gibt verschiedene physikalische Griinde, warum das Aussehen des experimentell beob-
achteten gebundenen Andreev-Zustands an der Grenzfliche eines Supraleiters nicht dem im
letzten Abschnitt beschrieben Bild entspricht. Die unter dem Einfluss eines duferen Ma-
gnetfelds an der Oberflache des Supraleiters auftretenden Abschirmstrome fithren beispiels-
weise zu einer deutlichen Reduktion des gebundenen Zustands bei der Energie Null, wobei
das spektrale Gewicht zu héheren Energien hin verschoben wird (siehe [71]). Dieses Auf-
spalten des “zero-bias conductance peak” wurde experimentell verschiedentlich beobachtet
[72, 73, 74]. Auch die Wechselwirkung mit lokalisierten Zustinden an der Oberfliche oder mit
Verunreinigungen kann zu einer Verdnderung der an der Grenzflache beobachteten Andreev-
Zusténde fithren. Ein weiterer interessanter Aspekt ist der Einfluss, den ein einzelner Vortex
mit dem ihn umgebenden Stromungsfeld auf die Zustéinde an der Grenzfliche ausiibt. Im
folgenden soll in einer Modellrechnung ein isolierter Phasenvortex vor einer spiegelnden
Grenzfliche betrachtet werden, wobei der Einfluss von Oberflichenstrémen vernachléssigt
wird. Diese Modellannahme ist fiir Grenzflichen im Inneren eines Supraleiters (Versetzungs-
ebenen, Korngrenzen, usw.) sowie fiir Vortices, die nach dem Abschalten des magnetischen
Felds aufgrund von Haftkriften (“pinning”) an Fehlstellen im Inneren des Supraleiters zu-
riickbleiben, gerechtfertigt. Um die Zustandsdichte in der Umgebung eines Vortex vor einer
Oberfliche berechnen zu kénnen, muss zuerst das Paarpotential im Einflussgebiet von Vor-
tex und Grenzflache bestimmt werden. Dabei muss beriicksichtigt werden, dass unter der
Voraussetzung verschwindender Transparenz der Grenzfliche die Phase des Paarpotentials
bestimmte Randbedingungen erfiillen muss. Insbesondere gilt unter Verwendung der Pro-
portionalitdt zwischen dem quasiklassischem Strom und dem Gradienten der Phase fo< ﬁ(b
an der Grenzfliche 05 die Bedingung

AV =0

F€dS
wobei 1 den Normalenvektor der Oberfliche bezeichnet. Fiir den Fall eines einzelnen Vortex
vor einer vollstindig reflektierenden Oberfléche kann die Phasenverteilung in der Umgebung
von Vortex und Grenzfliche unter Einfiihrung eines virtuellen “Spiegelvortex” mit umge-
kehrter Vortizitiat auf der gegeniiberliegenden Seite der Grenzfliache sehr einfach konstruiert
werden [75]. Dieser “Trick” findet seine Analogie in der Elektrostatik, in der die Feldver-
teilung einer einzelnen Ladung vor einer leitenden Platte unter Einfiihrung einer virtuellen
Spiegelladung mit umgekehrtem Vorzeichen hinter der Platte berechnet wird. Damit kann
die rdumliche Variation des Paarpotentials fiir einen Vortex am Ort 7, geschrieben werden
als
A(F) = Ao f (7 — 7y )e'®™

Dabei bezeichnet Aq die temperaturabhéingige Bulk-Amplitude des Paarpotentials und f(7—
7v) beschreibt eine im Allgemeinen selbstkonsistent zu berechnende rdumliche Variation
des Betrags — mit f(¥) = 1 in einem rdumlich homogenen Supraleiter. Die Phase ¢(7) des
Paarpotentials 1dsst sich schreiben als

¢(7) = arg(i' — 7'y) — arg( — 7v)

wobei die Position des “Spiegelvortex” als 7y = 7y — 27 (i - 77) berechnet werden kann —
insofern der Ursprung des Koordinatensystems auf der Grenzfliche am Mittelpunkt zwi-
schen Vortex und “Spiegelvortex” gewdhlt wurde. Ergénzt wird das Paarpotential schlieflich
noch von der impulsabhéingigen Symmetriefunktion der Paarungswechselwirkung X(E) In
Abbildung 5.4 a) ist die Ortsabhiingigkeit der Phase fiir die oben beschriebene Anordnung
gezeigt. Dabei wurde der geschlossene Farbkreis zur Kodierung der 27-periodischen Pha-

senfunktion zu Grunde gelegt. Im folgenden soll unter Verzicht auf eine selbstkonsistente
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5.2. Der Vortex-Schatten-Effekt

Berechnung der rdumlichen Variation der Paarpotentialamplitude ein Phasenvortex als Mo-
dell angenommen werden, d.h. f(¥— ) = 1. Ein Vergleich mit einer Rechnung, bei der die
Paarpotentialamplitude in der Umgebung des Vortex und der Grenzfliche moduliert wird,
zeigt gewisse quantitative Abweichungen, die grundlegenden qualitativen Ergebnisse werden
davon jedoch nicht beeinflusst. Berechnet man nun die lokale Zustandsdichte fiir £ = 0 in der
Umgebung von Vortex und Grenzflache, so findet man eine lokale Unterdriickung der nieder-
energetischen Zusténde in einer schattenférmigen Region zwischen Vortex und Grenzflache
(sieche Abbildung 5.4 ¢) und [76]). Insbesondere die gebundenen Andreev-Zustéinde an der
Grenzflache sind davon stark betroffen. Eine detaillierte Analyse der lokalen Zustandsdichte
an der Oberfliche zeigt, dass sich der Schattenbereich fiir wachsenden Abstand zwischen
Vortex und Grenzfliche verbreitert und dabei abflacht (Abbildung 5.4 b). Dabei bleibt eine
Unterdriickung des spektralen Gewichtes bei £ = 0 jedoch bis hin zu einem Abstand von
zy = 10y erkennbar.

Zum Verstindnis dieses Effekts ist es hilfreich, das gesamte Spektrum der Quasiteilchen né-
her zu betrachten. In Abbildung 5.5 sind in a) die Spektren zwischen Vortex und Grenzfliche
und in b) entlang der Grenzfliche gezeigt. Dabei wurde ein Koordinatensystem gewéhlt, des-
sen Ursprung am Lotpunkt des Vortex auf der Grenzflache liegt und dessen y-Achse mit der
Grenzfliche zusammenfillt. Man erkennt, dass in der gesamten Region zwischen Vortex
und Grenzfliche der gebundene Zustand von der Energie £ = 0 hin zu hoheren Energien
verschoben wird. Betrachtet man dabei das Spektrum an der Grenzflache fiir groke Ab-
stinde vom Fufpunkt des Vortex bei y = 0, so scheint die Aufspaltung auf die Spitze des
Peaks des gebundenen Zustands beschrinkt, wihrend bei sinkenden Absténden der gesamte
gebundene Zustand zu hoheren Energien wandert, wobei ein kleiner Peak bei der Energie
E = 0 verbleibt (vgl. Abbildung 5.5 b). Entfernt man sich hingegen von der Grenzfliche und
untersucht die Region zwischen Vortex und Grenzfliche genauer, so ergibt sich ein kompli-
zierteres Bild, bei dem sich die Einfliisse des gebundenen Zustands an der Grenzfliche und
die des gebundenen Zustands im Vortexzentrum iiberlagern (siche Abbildung 5.5 a). Beide
Peaks werden hier durch das starke Stromungsfeld zwischen Vortex und Grenzfliche aufge-
spalten, d.h. die gebundenen Zustinde werden zu héheren Energien hin verschoben. Dieses
Verhalten kann als Doppler-Verschiebung des Spektrums unter dem Einfluss des Phasen-
gradienten qualitativ gut verstanden werden, wihrend fiir eine quantitative Analyse eine
detaillierte Rechnung nétig ist. Dieses Aufspalten des “zero-energy-peaks” in der Zustands-
dichte unter dem Einfluss eines Vortex ist vergleichbar mit den Ergebnissen von Fogelstrom
et al., die eine Aufspaltung des gebundenen Zustands unter dem Einfluss eines konstanten
Stromes an der Oberfliche beschrieben haben [71]. Dabei wurden von den Autoren sowohl
magnetische Abschirmstrome als auch aufgrund von subdominanten Paarunsgwechselwir-
kungen an der Oberfliche spontan induzierte Strome diskutiert. Im Gegensatz dazu ist der
Vortex-Schatten-Effekt lokal auf die Umgebung der Flusslinie beschrinkt und tritt auch
an magnetfeldfreien inneren Grenzflichen wie z.B. Korngrenzen oder Versetzungslinien auf,
an denen keine konstanten Strome entlang der Grenzfliche fliefen. Zudem kann unter der
Annahme von Haftkréften, durch die einzelne Flusslinien auch nach einem Abschalten des
duferen Magnetfelds in der supraleitenden Probe verbleiben kénnen, eine endliche Aufspal-
tung des gebundenen Andreev-Zustands an der Oberfliche und damit eine Aufspaltung des
“zero-bias conductance peaks” dzpcp im Nullfeld verstanden werden, wie er von Dagan und
Deutscher beobachtet wurde [74].

Eine genaue Analyse zeigt, dass der Vortex-Schatten-Effekt auch fiir raue oder makrosko-
pisch facettierte Oberflichen auftritt, wobei in letzterem Fall die Einfliisse von gewinkelten
Oberflachenstrukturen mit zu beriicksichtigen sind, die ebenso zu einer Unterdriickung der
gebundenen Zustidnde an der Oberfliche fithren kénnen. Eine ausfiihrliche Diskussion die-
ser Effekte findet sich in [70] und [77]. In Abbildung 5.6 a) ist die lokale Zustandsdichte
bei £ = 0 fiir eine polygonale Oberfliche mit und ohne Vortex gezeigt. Dabei muss man
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Abbildung 5.4: Der Vortex-Schatten-Effekt zwischen einem Phasenvortex und einer spie-
gelnden (110)-Grenzfliche in einem d,2_,2-Wellen-Supraleiter. Die Phasenverteilung mit
den korrekten Randbedingungen an der Oberfliche ergibt sich fiir den relevanten rechten
Halbraum durch Einfiihrung eines “Spiegelvortex” im linken Halbraum (a). Berechnet man
mit dieser Phasenverteilung die lokale Zustandsdichte fiir £ = 0 entlang der Grenzflache
Ny(y, E = 0), so findet man eine deutliche Unterdriickung der gebundenen Zustinde am
Fufspunkt des Vortex, die besonders ausgeprégt ist, wenn der Abstand des Vortex von der
Grenzfliche klein ist, jedoch bis hin zu Abstédnden von zy = 10, sichtbar bleibt (b). Die
Kurven entsprechen von rot nach schwarz Abstinden zwischen Vortex und Grenzfliche von
1&0, 2&p, 5&p und 10&y. Diese Unterdriickung der lokalen Zustandsdichte fiir £ = 0 erstreckt
sich vom Zentrum des Vortex in einem schattenférmigen Bereich bis hin zur Grenzflache
(c). Der Abstand des Vortex von der Oberfliche betrigt hier xy = 2&, der Mafstab unter
der Abbildung zeigt Unterteilungen fiir Vielfache der Kohirenzldnge &,. Dabei variieren die
Farben von gelb (hohe Zustandsdichte) iiber rot bis blau (niedrige Zustandsdichte). Alle
Rechnungen wurden fiir einen effektiven Streuparameter von § = 0,14 durchgefiihrt.
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Abbildung 5.5: Das lokale Quasiteilchenspektrum zwischen dem Vortex (rot, hinten) und
dem Lotpunkt des Vortex auf der Grenzfliche (blau, vorne), berechnet fiir einen Vortex-
abstand von der Oberflache von zy = 2§, im Abstand von 0,1&, (a). Desweiteren ist die
lokale Zustandsdichte entlang der Oberfliche im Schattenbereich des Vortex gezeigt (b).
Die Spektren beginnen im Abstand y = 3¢, vom Lotpunkt des Vortex (rot, hinten) bis
hin zum Lotpunkt bei y = 0 (blau, vorne). Der Abstand zweier Kurven betrigt 0, 2&.
Auferdem gezeigt sind die Quasiteilchenspektren fiir vier verschiedene Absténde des Vortex
von der Grenzfliche (c). Die Abstédnde wurden als xy = 10&y (rot) iiber zy = 5&y, vy =
2¢p bis zu xy = 1& (blau) gewahlt. Fiir wachsende Vortexabsténde erkennt man, dass
die Aufspaltung dzpcp des gebundenen Zustands — gemessen als Abstand der Maxima im
Quasiteilchenspektrum — von etwa dzpcp(zv = 1&) =~ 1,44 auf dzpcp(zy = 10&) ~
0,028A sinkt (d).
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a) b)

Abbildung 5.6: Der Vortex-Schatten-Effekt auf die Quasiteilchen-Zustandsdichte bei Energie
Null N(E = 0) an einer makroskopisch facettierten (a) und an einer mikroskopisch rauen
Oberflache (b). Fiir beide Abbildungen wurde eine Grenzfliche gewihlt, deren grundsitzli-
che Orientierung parallel zur (110)-Richtung des Kristalls verlduft. In beiden Féllen ist im
Einflussgebiet des Vortex eine deutliche Unterdriickung der gebundenen Zustidnde bei £ =0
zu erkennen.

fiir die Berechnung der Zustandsdichte entlang einer makroskopisch facettierten Oberflache
beachten, dass man die Phasenverteilung eines einzelnen Vortex unter Beriicksichtigung der
korrekten Randbedingungen nun nicht mehr einfach durch einen “Spiegelvortex” konstru-
ieren kann. Da die Phase im Inneren des Supraleiters — abgesehen vom Ort des Vortex —
die Laplace-Gleichung erfiillen muss und an der Oberfliche von Neumannschen Randbe-
dingungen geniigt, bietet es sich an, die Phasenverteilung des Paarpotentials mittels einer
konformen Abbildung von der bekannten Losung auf einem einfachen Gebiet auf das be-
trachtete polygonal umrandete Gebiet zu transformieren. Wahrend die konforme Abbildung
fiir einfache keilférmige Gebiete noch analytisch zu berechnen ist, miissen die Abbildungs-
funktionen fiir kompliziertere polygonal umrandete Gebiete, wie in dem hier betrachteten
Fall einer facettierten Oberfliche, numerisch bestimmt werden. Zur Berechnung der Phasen-
verteilung mit den korrekten Randbedingungen wurde in dem vorliegenden Fall die Methode
der Schwarz-Christoffel-Abbildungen in einer numerischen Implementierung von Driscoll ver-
wendet (siehe [78, 79]). Desweiteren muss der Trajektorienverlauf an jedem Ort # und fiir
jede Richtung k mit Hilfe eines “ray-tracing”Verfahrens berechnet werden. Die Ergebnisse
der lokalen Zustandsdichte fiir £ = 0 fiir eine solche facettierte Oberfliche mit und ohne
gepinnten Vortex ist in Abbildung 5.6 a) gezeigt. Dabei sind die einzelnen Facetten in der
Grofkenordnung einer Kohérenzlange &, gewahlt, wiahrend der Vortex einen Abstand von 2¢,
besitzt. Ein Vergleich der beiden Ergebnisse mit und ohne Vortex ldsst sowohl den Effekt
gewinkelter Oberflichenstrukturen auf eine Unterdriickung der gebundenen Zusténde bei
E = 0 erkennen (man beachte die dunklen, nahezu rechtwinkligen Ecken im linken Teilbild)
als auch die Aufspaltung der gebundenen Zusténde in der Umgebung des vor der Oberfliche
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gepinnten Vortex (die im rechten Teilbild zu einem Verschwinden der gebundenen Zusténde
bei E =0 in der Reichweite des Vortex fiihrt).

Eine andere Moglichkeit, eine mikroskopisch raue Oberfliche im Modell zu simulieren, be-
steht darin, mikroskopisch kleine Spiegelstiicke — mit einem zufélligen Verkippungswinkel
zwischen —7/4 und 7/4 beziiglich der Grenzflachenrichtung — entlang der Oberflache an-
zuordnen, wobei eine Gaufs-Verteilung der Winkel verwendet wurde. Dabei wurde die Aus-
dehnung der Spiegelstiicke in den Supraleiter hinein vernachléssigt und es wurde nur der
Reflexionswinkel der auf sie auftreffenden Trajektorien gemaf ihrer Orientierung berechnet.
An einer solchen Oberflidche, die damit eine Form von intrinsischer Streuung besitzt, findet
man fiir alle Orientierungen gebundene Zustinde, da einige Reflexionswinkel immer einen
Phasensprung auf der Trajektorie mit sich bringen. Auch im Falle einer solchen intrinsisch
rauen Oberfliche wirft ein in der Ndhe der Oberfliche gepinnter Vortex einen “Schatten”
auf die lokale Zustandsdichte fiir & = 0, der sich vom Vortexzentrum hin zur Oberfliche
ausdehnt (vgl. Abbildung 5.6 b). Das ist versténdlich, da der gebundene Zustand an der
Oberflache fiir alle Verkippungswinkel in der Umgebung von E = 0 auftritt und durch
ein starkes Stromungsfeld immer zu héheren Energien hin verschoben wird. Damit zeigt
sich, dass der Vortex-Schatten-Effekt ein grundséitzliches Phinomen und fiir jede Art von
Oberflache zu beobachten ist und nicht nur auf die — in der Realitét natiirlich nicht existie-
renden — ideal reflektierenden Grenzflichen beschrénkt ist. Auch fiir Grenzflichen mit einer
geringen Barrierentransparenz, fiir die der {iber die Grenzfliche fliefende Strom in guter
Naherung in erster Ordnung der Transparenz berechnet werden kann, wird der Vortex-
Schatten-Effekt eine grofe Rolle spielen. Da der Barrierenstrom nur eine kleine Korrektur
zu dem starken Stromungsfeld zwischen Vortex und Grenzfliche hinzufiigt, wird die Auf-
spaltung des “zero-energy-peaks” nahezu unveréndert bestehen bleiben und sich damit direkt
auf die Berechnung des iiber die Barriere fliefsenden Tunnelstromes auswirken, in den allein
die Zustandsdichten in nullter Ordnung der Transparenz eingehen.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Die Entdeckung der supraleitenden Eigenschaften von Magnesiumdiborid hatte weitrei-
chende Konsequenzen. Sie hat zum einen die lange Zeit im Schatten der Hochtemperatur-
Supraleiter stehenden konventionellen Supraleiter wieder zuriick ins Zentrum des Interes-
ses geriickt. Zum anderen hat es sich gezeigt, dass im internationalen Zusammenspiel von
experimenteller, theoretischer und nicht zuletzt angewandter Forschung mit den heute zur
Verfiigung stehenden Mitteln in relativ kurzer Zeit ein umfassendes und {iberaus detailliertes
Bild der physikalischen Eigenschaften dieses neuartigen supraleitenden Materials entstehen
konnte. Schon wenige Monate nach der Entdeckung der supraleitenden Eigenschaften im
Januar 2001 standen Proben in hervorragender Qualitét zur experimentellen Untersuchung
bereit, unter anderem einkristalline Proben, Drihte und Diinnfilmproben auf unterschied-
lichsten Substraten (man beachte dazu den Review-Artikel von Buzea und Yamashita von
August 2001 [3]). Bandstrukturrechnungen enthiillten die Fermiflachenstruktur und zeigten
Bénder mit zwei- und dreidimensionaler Topologie [4], und der experimentelle Nachweis des
Isotopeneffekts korrespondierte zu den Eliashberg-Rechnungen, die eine starke Kopplung der
Phononen im Untergitter des Bors an die Ladungstriger zeigten und damit die von Gitter-
schwingungen vermittelte Paarungswechselwirkung plausibel machten [5, 8]. Ebenso wurde
die experimentell gefundene Diskrepanz der Paarpotentialamplituden mit Hilfe der unter-
schiedlichen Paarungsstirken auf den verschiedenen Fermiflichen interpretiert. Schon drei
Jahre nach der Entdeckung seiner supraleitenden Eigenschaften war Magnesiumdiborid als
einer der seltenen Fille eines ausgeprégten Zweiband-Supraleiters in die Literatur eingegan-
gen und seine grundlegenden Eigenschaften theoretisch umfassend erklédrt und experimentell
nachgewiesen (siehe dazu den Review-Artikel von T. Dahm [2]).

Dennoch bleibt MgBs bis heute sowohl fiir die theoretische als auch die experimentelle und
angewandte Forschung ein interessantes Untersuchungsobjekt. Mit einer Kohérenzlinge von
einigen wenigen Nanometern und einer Londonschen Eindringtiefe von knapp 100 Nano-
metern gehdrt Magnesiumdiborid zu den Typ-II-Supraleitern. Hochauflésende Experimente
geben dabei einen Eindruck von der Struktur des Flussliniengitters, das sich beim Anlegen
eines ausreichend starken magnetischen Felds ergibt [54]. Die vorliegende Arbeit widmete
sich hauptséchlich der theoretischen Beschreibung des Vortexzustands von Magnesiumdibo-
rid, insbesondere unter Beriicksichtigung des Einflusses der unterschiedlichen Fermiflichen-
topologien. Dafiir wurde verwendet, dass die kompliziert erscheinende Fermiflichenstruktur
durch einfache geometrische Strukturen approximiert werden kann [19]. Berechnet man nun
unter Beriicksichtigung der korrekten Fermiflichentopologie die gemittelte Quasiteilchen-
Zustandsdichte im Vortexzustand, so erkennt man, dass die Spektren fiir unterschiedliche
Fermiflichen und abhéngig von der Richtung des angelegten magnetischen Felds charakte-
ristische Merkmale aufweisen, die mit Hilfe einer Gewichtsfunktion, die die Eigenschaften
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der Fermifliche widerspiegelt, klassifiziert werden kénnen. Dabei wurde gezeigt, dass unter
Verwendung geeigneter Parameter, wie der aus Bandstrukturrechnungen bekannten Kopp-
lungsmatrix sowie den zugehorigen Fermigeschwindigkeiten, die Magnetfeldabhéingigkeit der
Paarpotentialamplituden sowie die gemittelte Quasiteilchen-Zustandsdichte fiir den Vortex-
zustand von Magnesiumdiborid einfach bestimmt werden kann. Dabei wurde fiir ein Magnet-
feld, das entlang der c-Achse des Kristalls angelegt wird, eine starke Abflachung der Peaks
an den Gapkanten im Spektrum des m-Bandes gefunden, die auf die dreidimensionale, torus-
féormige Topologie des Bandes zuriickgefiihrt werden konnte und das rasche Verschwinden
der experimentell beobachtbaren Gapstruktur des m-Bandes erklédrt. Ein Vergleich der Zu-
standsdichte bei £ = 0 als Funktion des angelegten Magnetfelds zeigte, dass eine recht gute
Ubereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen von Bouquet et al. gefunden werden
kann, wenn man eine stiarkere Interbandkopplungsstérke als die von den Bandstrukturrech-
nungen vorgeschlagene voraussetzt. Die verwendete hohere Interbandkopplungsstérke erhéalt
man ebenso, wenn man die Ergebnisse der Berechnung der Anisotropie des oberen kritischen
Magnetfelds im sauberen Grenzfall an die experimentell bestimmten Werte fittet [19]. Eine
mogliche Erkldrung kann dahingehend gefunden werden, dass sich die in den Rechnungen a
priori vernachléssigte Interband-Streuung iiber eine scheinbar erhéhte Interbandkopplungs-
starke bemerkbar macht.

Neben der Betrachtung des Vortexzustands in der Niherung hoher Magnetfelder befass-
te sich diese Arbeit auch mit dem isolierten Abrikosov-Vortex als einem Modell niedriger
Magnetfelder. Dabei wurden zuerst am Beispiel eines konventionellen Einband-Supraleiters
grundlegende Unterschiede zwischen einer Betrachtung des isolierten Vortex im schmutzi-
gen und im sauberen Grenzfall aufgezeigt. Der Einfluss der Storstellenkonzentration macht
sich dabei insbesondere in der lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichte in der Umgebung des
Vortexzentrums bemerkbar. Wahrend im sauberen Grenzfall ein gebundener Zustand bei
FE = 0 die lokale Zustandsdichte im Vortexzentrum charakterisiert, findet man im schmutzi-
gen Grenzfall aufgrund der fehlenden Kohérenz der Quasiteilchen eine flache, normalleitende
Zustandsdichte. Daneben beobachtet man im sauberen Grenzfall mit sinkender Temperatur
eine nahezu lineare Abnahme der Vortexcoregrofe, die auf den Einfluss der gebundenen
Quasiteilchen-Zustdnde im Vortexcore zuriickzufiihren ist. Dieser Effekt ist als Kramer-
Pesch-Effekt bekannt [43] und verschwindet mit zunehmender Storstellenstreuung. Nach
den grundlegenden Betrachtungen im Einband-Fall wurde in dieser Arbeit auch der Fall ei-
nes Zweiband-Supraleiters mit passenden Parametern fiir Magnesiumdiborid diskutiert. Hier
findet man im sauberen Grenzfall in beiden Bindern einen deutlichen Kramer-Pesch-Effekt
sowie gebundene Zusténde im Vortexcore. Ebenso verschwindet der Effekt wie erwartet un-
ter der Annahme einer hohen Stérstellenstreuung in den beiden Bandern und man erhalt in
diesem Fall auch fiir 7' = 0 eine endliche Vortexcoregrifie sowie eine flache, normalleitende
Zustandsdichte im Vortexzentrum. Da in den STM-Messungen, die hauptsichlich die drei-
dimensional propagierenden Ladungstriger des m-Bandes nachweisen, eine normalleitende
lokale Zustandsdichte im Vortexzentrum gefunden wurde [54] — was auf eine hohe Streura-
te der Ladungstriger im m-Band hindeutet — die Storstellenstreuung im o-Band jedoch als
geringer eingeschitzt wird, lag es nahe, auch ein “gemischtes Modell” in Betracht zu ziehen,
bei dem von einem ballistischen Transport im o-Band und einem diffusiven Transport im -
Band ausgegangen wird. Ein solches Modell wurde erstmals von Eschrig vorgeschlagen [49].
Hier findet man auch im schmutzigen w-Band einen aus dem o-Band induzierten Kramer-
Pesch-Effekt. Dies sollte es mdglich machen, den Kramer-Pesch-Effekt in dem experimentell
einfacher zugénglichen m-Band nachzuweisen, insofern die Storstellenstreuung im o-Band
die Ndherung des sauberen Grenzfalles rechtfertigt.

Schlieflich wurde im letzten Kapitel der Arbeit der Blick auf das Zusammenspiel von
Grenzflaichen-Phdnomenen und Flusslinien in unkonventionellen Supraleitern geworfen. Im
Gegensatz zu Supraleitern mit einer konventionellen Paarungssymmetrie treten in Supralei-
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tern mit einer unkonventionellen Paarungssymmetrie, d.h. einer Paarungssymmetrie fiir die
die Amplitude des Paarpotentials ihr Vorzeichen auf verschiedenen Abschnitten der Fermi-
fliche dndert, an bestimmten Grenzflichen gebundene Zustéinde im Quasiteilchenspektrum
auf, die auch als gebundene Andreev-Zusténde bezeichnet werden. Fiir die in den lochdotier-
ten Kupraten angenommene d2_,2-Wellen-Paarungssymmetrie findet man eine maximale
Ausprigung dieser gebundenen Zusténde an (110)-Grenzflichen, die sowohl im Inneren des
Supraleiters als Korngrenzen oder Kristalldefekte als auch an der Oberfliche der Probe auf-
treten konnen. Die Entstehung dieser gebundenen Zusténde kann analog zu den gebundenen
Zustdnden im Zentrum eines Vortex durch die multiple Streuung der Quasiteilchen an einem
raschen Wechsel des Paarpotentials verstanden werden. In der Gegenwart von Strémen erfah-
ren die gebundenen Zusténde dabei eine Doppler-Aufspaltung, die zu einer Unterdriickung
der lokalen Zustandsdichte fiir F = 0 fiithrt. Der Einfluss von konstanten Abschirmstrémen,
die sich entlang der Oberfliche einer supraleitenden Probe im Magnetfeld ausbilden, wurde
dabei schon frither diskutiert [71]. In der vorliegenden Arbeit wurde nun untersucht, welchen
Einfluss die lokale Stromverteilung eines Vortex vor einer Grenzfliche auf das Quasiteilchen-
spektrum an der Oberfliche besitzt. Dabei wurde die lokale Quasiteilchen-Zustandsdichte
fiir £ = 0 in der Umgebung eines Vortex und einer idealen (110)-Grenzfliche berechnet.
Hier findet man in einer schattenférmigen Region zwischen Vortex und Grenzfliche eine
starke Unterdriickung der lokalen Zustandsdichte fiir £ = 0, die sich auch fiir grofere Ent-
fernungen zwischen Vortex und Grenzfliche noch bemerkbar macht. Diese Unterdriickung
der gebundenen Andreev-Zustande an der Oberflache zeigte sich dabei auch gegeniiber einer
Beriicksichtigung von mikroskopischer oder makroskopischer Facettierung der Oberflache
stabil. Die Beobachtung dieses Vortex-Schatten-Effekts als Folge des Einflusses einer Fluss-
linie liefert dabei einen moglichen Ansatz zur Erkldrung der beobachteten Anomalien des
“zero-bias-conductance-peak-splittings”, d.h. der Aufspaltung des gebundenen Zustands an
der Oberflache [74]. Die Aufspaltung der gebundenen Zusténde durchlduft als Funktion des
angelegten magnetischen Felds eine Hysteresekurve und zeigt auch im Nullfeld einen endli-
chen Wert, was durch das aufgrund von Haftkréften mogliche Verbleiben von Vortices in der
supraleitenden Probe — auch bei abgeschaltetem magnetischem Feld — erklirt werden kann.

Obwohl die Zahl der Publikationen, die die supraleitenden Eigenschaften von Magnesium-
diborid zum Thema haben, enorm ist und viele der grundlegenden Eigenschaften gut ver-
standen und theoretisch erkldrt sind, bleibt dieses unscheinbare Material wahrscheinlich
auch in den néchsten Jahren fiir die Forschung relevant. Neben der ausgeprigten Zweiband-
Supraleitung ist ein weiterer Grund sicherlich, dass MgBs auch fiir die Anwendung inter-
essante Materialeigenschaften besitzt — unter anderem eine sehr hohe Stromdichte in Diinn-
filmproben und eine fiir einen “konventionellen” Supraleiter frither unerreichbar erscheinende
kritische Temperatur. Eine weitere Erh6hung der kritischen Stromstérke durch den gezielten
Einsatz von Pinningzentren, die Suche nach verwandten Systemen mit einer hohen Sprung-
temperatur oder der praktische Einsatz in supraleitenden Bauelementen und die daraus
resultierende Frage nach Tunnelmechanismen in Mehrband-Systemen sind denkbare For-
schungsrichtungen und werden hoffentlich auch in den kommenden Jahren noch das Interesse
an dieser supraleitenden Verbindung wachhalten.
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Anhang A

Ableitung des Druckfunktionals
fur mehrere Bander

In den folgenden drei Abschnitten dieses Anhangs soll das Druckfunktional der quasiklas-
sischen Theorie, das eine Schliisselfunktion in der Herleitung aller relevanter Gleichungen
besitzt, fiir eine konventionelle Paarungswechselwirkung mit mehreren an der Supraleitung
beteiligten Energiebindern aus den Ausdriicken von Eilenberger fiir den Einband-Fall abge-
leitet werden [21]. Dabei sollen im ersten Abschnitt die grundlegenden Begriffe anhand eines
Einband-Supraleiters eingefiihrt werden. Im zweiten und dritten Abschnitt werden dann
Druckfunktional, Gapgleichung und quasiklassischer Strom fiir einen Multiband-Supraleiter
verallgemeinert.

A.1 Druckfunktional, Gapgleichung und quasiklassischer
Strom

Um einen Ausdruck fiir die Freie Energie des elektronischen Systems eines konventionellen
Supraleiters (s-Welle) zu erhalten, wollen wir das folgende Funktional betrachten:

. R 2
NG
Q = /dr + VA
8
3 2 b 7
d’r N027TT Z d ka kF Gnkaar
0<en<we

Dabei bezeichnet A(7) das Vektorpotential in einer geeigneten Eichung und Bey(7) stellt
ein extern angelegtes Magnetfeld dar. Mit I (w, EF, 7’") soll weiterhin die folgende Funktion
abgekiirzt werden (siehe [21]) :

I(w,EF,F) = A*f+Af+2w(g1)+g17F< v1n§12_ceA)

+%/FS d*qrp(qr)W(kr, Gr)
|5 0T Gr) + 5 0Re)1) + o dola) - 1]
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A. Ableitung des Druckfunktionals fiir mehrere Bénder

wobei W(Ep,q’p) die Streuwahrscheinlichkeit von einem Zustand ¢z in einen Zustand EF
auf der Fermifliche bezeichnet. Nun kénnen wir das Druckfunktional {2 unter Verwendung
der folgenden Identitiit

T
27T B
DD NOV T

0<en<we €n

umschreiben zu dem Ausdruck, den Eilenberger in [21] vorschlagt:

— N - 2
; (v x A(7) me(r)) T
Q = /dr + No|A@)? ln?

8 c

/FS koFp(EF)I (en,EF,F)]}

Da die Summe iiber die Matsubarafrequenzen schnell konvergiert, konnten wir die obere
Summationsgrenze ins Unendliche fortsetzen. Nun ist € im Allgemeinen ein Funktional der
vier unabhingigen Grofen f, f, A* und A. Die Variation dieses Funktionals nach f und
f fiihrt einerseits auf die in Abschnitt 2.1.1 angegebenen Eilenberger-Gleichungen, anderer-
seits fithrt eine weitere Variation nach A* und A auf Selbstkonsistenzbedingungen fiir das
Paarpotential A(7) und den quasiklassischen Strom j(7) = + rot rot A(7). Eine Variation
des Funktionals nach A* ergibt die folgende Gleichung

5 AT = >
0 :/dgr{NoA( g+ Noaer Y|S0 [ Rreies (en,kF,f')”

0<en<oo

+/d3r{N027rT Z

0<en <00

und aus der Stationaritidtsbedingung fAﬂ* = 0 erhalten wir somit eine Selbstkonsistenzbe-
dingung fiir das Paarpotential:

NoA(F) In & + No2aT 3 {ﬂ f/ Phpp(kr)f (en,EF,F)} =0
T 0<epn <00 €n FSs

Diese Gleichung ist — aufgelost nach dem ersten Summanden als Gapgleichung bekannt —
die Grundlage zur Berechnung des Paarpotentials. Die Variation nach A fiihrt hingegen auf

Q 6 X 6 X g(ﬁ - éemt(F)
of2 /d37° ( )
|| PreptFn)ieEeg (e, Fr.7) }
FS

- 4
/ d3r { No2nT
[19)

und die Stationarititsbedingung beziiglich einer Variation nach A in der Form 5 =0
erlaubt die Berechnung des quasiklassischen Stromes

0<en <00

2/ - (& = = _a . N /T 7o
J(r) = e rot (rotA(r) — Bezt(r)) = —2ieNy27T Z /FS d2k’Fp(kF)UF(k?F)g (Gn, kFaT)

0<en<oo

der fiir eine selbstkonsistente Lésung von inhomogenen Problemen mit beriicksichtigt werden
muss. Setzen wir in § die selbstkonsistent bestimmten Losungen von f und f sowie A und
A ein, so gibt das Funktional gerade die Differenz von der Freien Energie des supraleitenden
und der Freien Energie des normalleitenden Zustands im thermodynamischen Gleichgewicht
an.
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A.2. Druckfunktional eines Multiband-Supraleiters

A.2 Druckfunktional eines Multiband-Supraleiters

Versuchen wir nun, ein Druckfunktional mit den in Abschnitt A.1 angegebenen Eigenschaf-
ten fiir einen Multiband-Supraleiter zu finden, so miissen wir beachten, dass hier die skalare
Wechselwirkung V' des klassischen Supraleiters durch eine Wechselwirkungsmatrix V, o er-
setzt werden muss. Dabei soll sich die Herleitung auf ein System ohne Interband-Streuung
beschrinken — bei der Erweiterung auf ein System mit Interband-Streuung werden die zwei

Streuwahrscheinlichkeiten W) und W(™) durch eine Streumatrix W) (E%a),tj%a/)) er
setzt. Unter Einfiihrung der Wechselwirkungsmatrix Vs kdnnen wir schreiben

V X A(7) = Begt (7
0 /d?’r ( X (_J)S o ) JrZA*(a) 1)(m/A(a’)(7—,»)

3 / B {Z N2 / d?kpp'® (k)@ (en,EF,F)}

« 0<en <we

wobei (V1) die inverse Wechselwirkungsmatrix bezeichnet, die folgendermafen definiert
ist >/ (Vﬁl)a,a,, Voo, = Oaar . Die Funktion 7(®) (6n7 EF, 7’") kann unter Vernachlassigung
von Interband-Streuung analog zum Einband-Fall geschrieben werden als

- _ 1o (@ 9¢
1@ (w, kr, F) = A @ Al fle) 4 o, (g(o‘) - 1) + g(o‘)U;a) (§Vln Ji— - i—eA)
1 « — o)/ -
+—/ ¢y p(ge )W (k. @)
2 JFs.

1 -
[GHERT @) + 37 ) £ + 91 o)y ) - 1
Um nun die Abschneidefrequenz aus dem Ausdruck zu entfernen, verwenden wir die Identitét

2
0T Z N (a) |A ‘ — No((l) Z A*(oz) (F)(Saa’A(a/)(F) (,7 4 n 26«15)

T
0<en<we

Y s (-0 L)

+

wobei wir mit Ay den gréfsten Eigenwert der Kopplungsmatrix Mg = NO(O‘,)VQO/ bezeich-
nen, der die kritische Temperatur des supraleitenden Phaseniibergangs festlegt (siche [19]).
Durch Addition der linken und Subtraktion der rechten Seite der obigen Gleichung zu dem
Druckfunktional erhélt man eine schnell konvergierende Summe und kann die Summation
wieder iiber alle positiven Matsubarafrequenzen ausfiihren:

—

0= [ (vX&m&—Tém(f))

—|—/d3r S A [(Vl)m, — N® (% —In TZ) 564 A () (A1)

a,af

+/ {ZN(O‘)%T 3 {

0<en <00
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A. Ableitung des Druckfunktionals fiir mehrere Bénder

Wihrend sich bei der Variation nach dem Vektorpotential A keine grundlegende Verédnde-
rung gegeniiber dem Einband-Fall ergibt, d.h. der Strom bleibt diagonal im Bandindex, muss
bei der Variation nach A*(®) die Kopplung der zwei Bénder beriicksichtigt werden.

A.3 Gapgleichung und quasiklassischer Strom fiir einen
Multiband-Supraleiter

Um die Gapgleichung fiir einen Multiband-Supraleiter abzuleiten, gehen wir von dem im
vorangegangenen Abschnitt abgeleiteten Ausdruck fiir das Druckfunktional aus und variieren
ihn nach A*(®), Wir erhalten:

0 . 3 1 (1 T (o)
(SA*(O‘) o /d " {Z |:(V )aa’ - NO Z - lni 5(1&’ A (7’)

o

+/d3r{]\7(a 2Ty [ A (7 / Pkpp® (kp) f) (en,EF,F)”
FS,

0<en <00

Die Stationaritdtsbedingung verlangt nun fiir jedes Band « das Verschwinden der Variation

% = 0 und somit

-1 « [e3 1 T @ s
Z(V )aa’A( )(F) - N( (I_IHT>A( )(7)

c
o

€n

- - 1
— Néa)QTrT Z |:/ d2ka(a)(kF>f((l) (en, kFﬂ?) o —A(a)(F>:|
0<epn <00 FSa

Multiplizieren wir nun beide Seiten mit dem Wechselwirkungsmatrixelement V., und sum-
mieren wir beide Seiten der Gleichung {iber den Bandindex «, so erhalten wir

— a () T a) /=
;Va”a (V 1 A( ) Zva//aN ()\+ — ln—) A( )(T>

(&

Z Vo/’a )27TT Z |:/ d2ka(a) (EF)f(a) (Gna I;:Fa 7:») - ;A(a) (F):|

0<en <0

Unter Verwendung von _, Vorre (V1) = 0arar und Aaor = Néa,)

lich die Gapgleichung fiir ein Multiband-System formulieren als:

ZAM <A+ In ?) Al ()

C

S Awra2nT S [ / Ll p@ (Fp) @ (en,EF,F);A(a)(F)}

0<en <00

Vaer kann man schlieft-

Der quasiklassische Strom schreibt sich hingegen einfach als

i) = 20y NMorT Y / Pl p @ (kp) 7 (k) g(@ (en, ke, F)
[e7 0<en <00 FSa
d.h. die Gesamtstromdichte wird summiert {iber die Stromdichten, die von den verschiedenen

Ladungstrigern in den unterschiedlichen Béndern getragen werden.
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Anhang B

Die Kopplungsmatrix A fur den
Multiband-Supraleiter

Die Kopplungsmatrix Ay spielt eine entscheidende Rolle bei der theoretischen Beschreibung
eines Multiband-Supraleiters. Dabei kénnen die Eintrige sowohl aus Bandstrukturrechnun-
gen bestimmt werden, als auch aus experimentell zuginglichen Grofsen wie dem Verhéltnis
der Paarpotentialamplituden bei 7' = T, und 7' = 0 sowie dem Verhéltnis der Zustands-
dichten im normalleitenden Zustand. Dabei ist zu beriicksichtigen, dass bei der Anwendung
einer “weak-coupling“~Theorie, d.h. einer Theorie, die von einer kleiner Wechselwirkungsstér-
ke und einer hohen Cut-Off-Frequenz ausgeht, dieser Grenzprozess auch bei der Bestimmung
der Eintrdge der Kopplungsmatrix korrekt durchgefiihrt wird [80]. Im folgenden soll kurz
skizziert werden, wie die vier Eintrige der 2x2-Kopplungsmatrix A\, mit dem Paarpo-
tential bei 7' = 0 und T = 7T, sowie den normalleitenden Zustandsdichten in den beiden
Bindern zusammenhéngen. Dafiir wollen wir von der folgenden Zweiband-Gapgleichung fiir
einen rdumlich homogenen s-Wellen-Supraleiter ausgehen:

()
A® = 3™ N0 20T A
o 0<en<wc 4/ €2 + (A(O‘/))Q

In der Umgebung der kritischen Temperatur kénnen wir die Paarpotentialamplituden A(®)
quadratisch vernachléssigen und die linearisierte Gapgleichung somit schreiben als

Al = Z Moo 27T, Z

0<en<we

Fiithrt man nun die Summation iiber die Matsubarafrequenzen aus, so erhilt man im Grenz-
fall einer hohen Cut-Off-Frequenz w. > 27T, und mit der Ndherung ¢ (z) ~ In(z) fiir z > 1

den Ausdruck
(Ot) o We
A E Aaa |:7+1n4+1n(27r c):|

mit der Eulerschen Konstanten v ~ 0,577. Bringen wir nun den Logarithmus auf die linke
Seite so erkennen wir, dass die linearisierte Gapgleichung ein Eigenwertproblem definiert mit

-1 2WC a) o
In ( ol Z)\M/A
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B. Die Kopplungsmatrix \,. fiir den Multiband-Supraleiter

Die Kopplungsmatrix A, besitzt dabei zwei Eigenwerte und wir kdnnen somit schreiben

)\O'O' + )\ﬂ'ﬂ' ()\O'O' - )\ﬂ'ﬂ')Q -1 QUJC@V
At = + )\(TTI' )\TI'O' =1
+ 2 \/ 4 * . TTE

Dabei korrespondieren die beiden Eigenwerte A, und A_ zu zwei unterschiedlichen kriti-
schen Temperaturen 7" und 7, die die zwei moglichen supraleitenden Phaseniibergiinge
charakterisieren. Da der Phaseniibergang mit der hoheren kritischen Temperatur 7' friiher
stattfindet, unterdriickt er den zweiten Phaseniibergang, der damit nicht beobachtet wird.
Damit kdnnen wir die kritische Temperatur schreiben als

T. = Me—l/M (B.1)
7r
und das Verhiltnis der Paarpotentialamplituden bei T, berechnet sich nun aus dem Eigen-

vektor zu A, als
A(U) (Tc) )\0'71' AJr - )\71‘71'

= = = B-2
“ A(ﬂ—) (Tc) )‘—i- - )\aa )\71'0' ( )

Ebenso kann aus der Gapgleichung das Verhéltnis der Gapamplituden bei 7' = 0 als Funktion
der Kopplungsparameter bestimmt werden. Dafiir wollen wir die Gapgleichung mit 3 = 7!
in integraler Form schreiben als

A = Z Ao A2 / ’ tanh ( €2+ (A(O"))2>
A /62 a’

wobei A(®) fiir kleine Temperaturen konstant wird und mit 7' — 0 das Argument des tanh
divergiert und somit gilt

1 Ny 2
tanh (55 €2+ (A(‘l )) ) —1

Damit kann das Integral ausgefiihrt werden und die Gapgleichung nimmt fiir 77 — 0 die
folgende Form an

we + /w2 + (A))
A

Al — Z Mo A 10

Fiir w, > A) kinnen wir weiterhin in der Summe unter der Wurzel den quadratischen
Term von A(®) gegeniiber dem quadratischen Term von w,. vernachlissigen und erhalten
nun die Gapgleichung als

a) _ Z /\aa’A 2Wc

Unter Einfiihrung des Gapverhéltnisses bei 7' = 0 als ¢y = iﬁr)gog kénnen wir das gekoppelte

Gleichungssystem in der folgenden Form notieren

Ao A (0)In (A(QGL)(O)) n )\M%;(O) [m (AQ:”E )> +1nco}

2w
() _ () c
A (0) = )\ﬂ—gCOA (0) In < ) (0)> + )\ﬂ—ﬂ—A |: ( (U) > + In 00:|
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Division der ersten Gleichung durch A(?)(0) und der zweiten Gleichung durch A(™(0) sowie
Auflésen der beiden Gleichungen nach In (A(%,L)C(O)) und Gleichsetzen der daraus resultieren-
den Ausdriicke fiihrt schlieklich auf

Agﬂ— )\0‘71"
(1 — —1In co) (Mroco+ Arr) = (1 — Apr Inco) ()\M + —)
o Co
bzw. unter Zusammenfassung aller Ausdriicke mit In ¢y:
>\(T7T
()\aa>\7r7r - )\0‘71‘)\71‘0') hl Co + >\7TO'CO - = Aaa - )\71"71' (Bs)
Co

Weiterhin ist bekannt, dass das Verhéltnis der normalleitenden Zustandsdichten ¢ = Nég)/Né”)
in das Verhéltnis der Auferdiagonalelemente der Kopplungsmatrix eingeht, da zwischen der
Kopplungsmatrix A\, und der symmetrischen Paarungsstéirke V- der Zusammenhang be-
steht: ,

Aaa’ = Néa )Vaa/

und damit gilt

A7'('(7'
=77 B4
(=3 (B.4)
Nun besteht {iber Gleichung (B.1) ein direkter Zusammenhang zwischen der kritischen Tem-
peratur 7, und dem groferen Eigenwert A, . Ist dieser erst einmal bekannt, konnen weiterhin
iiber die Gleichungen (B.2), (B.3) und (B.4) alle vier Elemente der Kopplungsmatrix exakt
bestimmt werden. Schreibt man beispielsweise fiir Ay

)\iclco 1DCO
At (T4 ¢3¢) colncy + (e1 — co)(1 + coeil)

)\0'71' =

so konnen alle weiteren Eintrige einfach berechnet werden als

Ao
)\71"0' = C>\0‘7T7 Aaa = )\Jr - ?7 A7r71' = )\Jr - ch>\0‘ﬂ‘

Zum Schluss wollen wir noch den Zusammenhang der hier eingefiihrten Gréfsen cg, ¢; und
¢ mit dem Kopplungsstérkeparameter n angegeben, wie er in [19] definiert wurde:

A A1
T A T 1téac

Wir erkennen also, dass fiir ein gegebenes Verhiltnis der zwei normalleitenden Zustandsdich-
ten in den beiden Béndern ¢ der Interbandkopplungsparameter 7 allein aus dem Verhiltnis
der Paarpotentialamplituden bei T, berechnet werden kann, wihrend das Verhiltnis der
Paarpotentialamplituden bei 7" = 0 , hier mit ¢y bezeichnet, darin nicht eingeht.
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Anhang C

Die numerische Implementierung
der Usadel-Gleichung

Die numerische Berechnung der Usadel-Gleichung stellt an sich kein schwieriges Problem
dar. Sie ist eine Diffusionsgleichung und im Fall eines isotropen Diffusionstensors kann eine
solche Parametrisierung gefunden werden, dass eine partielle Differentialgleichung 2. Ord-
nung zu 16sen ist. Allein die Art der Randwerte, die bei der Losung der Usadel-Gleichung in
der Umgebung eines einzelnen Vortex oder bei einer kreisférmigen Approximation einer Vor-
texgitterzelle von der physikalischen Problemstellung vorgegeben sind, stellen eine gewisse
Schwierigkeit dar. Anstelle eines Anfangswertproblems, bei dem beispielsweise Funktions-
wert und Ableitung der zu losenden Funktion an dem einen Rand vorgegeben sind und
das durch einfache Integration iiber das Losungsintervall berechnet werden kann, fiihren
die bei der Usadel-Gleichung an beiden Rindern vorgegeben Anfangsbedingungen auf ein
Randwertproblem, das eine durchdachtere Losungsmethode erfordert. Die standardméfig
fiir Randwertaufgaben verwendete “Schiefmethode”, bei der iterativ Anfangswertpaare an
einem Intervallrand so lange verbessert werden, bis bei einem Losungsversuch die korrekte
Randbedingung am anderen Intervallende “getroffen” wird, fithrt aufgrund extremer Insta-
bilitdt hier nicht zum Ziel. Dagegen kann ein Relaxationsverfahren, bei dem mit einem
beliebigen Losungsvektor gestartet und dieser in mehreren Iterationen in Richtung der kor-
rekten Losung relaxiert wird, sehr schnell zur richtigen Lésung fiithren. Dieses Verfahren soll
in den folgenden Abschnitten kurz skizziert werden, da es eine sehr effiziente und schnelle
Berechnung der Usadel-Gleichung in der Umgebung eines isolierten Vortex oder auch fiir
eine kreisférmig approximierte Vortexgitterzelle erlaubt.

C.1 Die Parametrisierung des Usadel-Propagators fiir kon-
krete Beispiele

Um die Usadel-Gleichung numerisch berechnen zu kénnen, miissen wir zuerst geeignete Para-
metrisierungen der normalen und anomalen Greenschen Funktionen ¢(®% und f(*9 finden.
Dafiir wollen wir im folgenden die Usadel-Gleichung fiir einen isotropen Diffusionstensor
Dl(;? = D@§,,,, in der Notation von Usadel betrachten:

f(mO)

2e a 2 a 2e a a) (a
20 D 3 (c’h —z?Al) [Wal @0 4 gl (al —l?Az) 1 m] oA 4(@0)
l
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C. Die numerische Implementierung der Usadel-Gleichung

wobei f(®0) und ¢(*0 iiber die Normierungsbedingung verkniipft sind

oo (o) -

Schreiben wir nun die Gleichung unter Trennung von Betrag und Phase der anomalen Green-
schen Funktion

@) = f@0)gie®  f@0) ¢ R

Al — A(a)ew(‘”, Al e

und mit der Definition von 2—:/11(0‘) = Q—:Al — 910® um in eine Differentialgleichung fiir die
reelle Greensche Funktion f(a,o) so erhalten wir:

2w 0Dl ™ (al - Z&AZ(”‘))
C

l

£(a,0) ~ 2 2 (4 } )
Qfg(ayo)_al ‘f(a’o)‘ Jrg(a’o) <(9l — Z?Al( )> f(a,O) — 2A(a)g(a,0)

Da f(@9 und ¢(=0 iiber die Normierungsbedingung direkt verkniipft sind

(o) 5o

kénnen sie durch nur eine einzige reelle Funktion so parametrisiert werden, dass die Nor-
mierungsbedingung automatisch erfiillt ist. Im folgenden soll — einer Idee von [81] und [82]
folgend — in Analogie zur Riccati-Parametrisierung die Funktion a(® (7, w) so gewihlt wer-
den, dass fiir Re[w] > 0 gilt

2
(@0) _ 1= (a') | flao) 2a)
1+ (a()? 1+ (a(@)?

Eingesetzt in die Usadel-Gleichung ergibt sich eine Differentialgleichung fiir die Funktion
a(o‘)(f’,w), die sich im allgemeinen schreiben l&sst als

<l

6201(&) _ % _ g2 ( j(a)) a(“)(l(_ga)(‘;)z)
14+(ale c 1+(ale
. e2<1_(a(a))2)2 7S a e :a 2 a(a)<1_(a(a))2)
7Z2?7<1+(a(“)>2)2 A -Val® — ( Al )) —1+(a(a))2

_ Al _ A (a<a>)2

2wa'® — D) (C.1)

o |y

Fiir den Fall eines isolierten s-Wellen-Vortex in einem starken Typ-II-Supraleiter kénnen wir
diesen Ausdruck weiter vereinfachen. Aufgrund der Rotationssymmetrie des Problems kann
die Gleichung zuerst einmal auf Zylinderkoordinaten transformiert werden. Zudem kann fiir
k> 1 der Einfluss des Vektorpotentials vernachlissigt werden und die Phase ¢ der anomalen
Greenschen Funktion fillt in der Umgebung des Vortex mit der Phase des Paarpotentials
zusammen, die wiederum gerade dem Polarwinkel ¢ der Zylinderkoordinaten entspricht:

2e = 2e - - - ~ .
LA = ZXVon —Ve, A7) = A (r)e
C C

Damit vereinfacht sich Gleichung (C.1) bedeutend, denn fiir den dritten und vierten Sum-

manden in der geschweiften Klammer gilt
2¢ - = 2e = - - - - -
ZEVA@ = _Ap =0, ZZA® . T = V¢ Val® =V Va®(r) =0
c c
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C.1. Die Parametrisierung des Usadel-Propagators fiir konkrete Beispiele

Der letzte Term in der geschweiften Klammer hingegen l&sst sich vereinfachen zu

2¢ 7 \° /o2 1
i) = ( ) -
(FA) = (%)=
und mit den Ausdriicken fiir den Gradienten und den Laplace-Operator in Zylinderkoordi-
naten kénnen wir die Usadel-Gleichung in der gewihlten Parametrisierung schreiben als

() (@))2 a@ (1= (a)?
2wa'® — D@ %& (Tara(a)) -2 (G ) - ( ) ) (C.2)

1+ (a@)® 72 14 (al@)?
= (1 — (a(a))Q) A(a)(T)

Nun kann in einem letzten Schritt die Gleichung durch 27T, dividiert werden und unter

Do)
27T,

und mit den normierten Energien & = w/xT, , baw. A = A/xT. in eine dimensionslose
Form gebracht werden:

Einfiihrung normierter Lingen # = r/£(°) mit der o-Band Kohirenzlinge £(7) =

) 2 014 (16
7 (7“ aa ) B 1+ (a(a))Q 72 1+ (a(a))2

wal®) — (@)

~(1- () %

wobei ¢(?) = 1 und ¢(™) = g;:; gilt. Schlieflich kénnen wir noch eine Verbindung zu der
in [83, 84] angegebenen §-Parametrisierung des Usadel-Propagators herstellen, indem wir
die folgende Ersetzung vornehmen (im folgenden sollen der Ubersichtlichkeit halber die nor-
mierten Grofen wieder ohne Hut dargestellt werden, gemeint sind jedoch ab hier immer die

dimensionslosen Grofien)

<=

0 (r,w)

a'(r,w) = tan
In diesem Fall ergeben sich die normale und anomale Greensche Funktion als
g0 (r,w) = cos 0 (r,w) und F (1, w) = sin 0 (r, w)

und die Usadel-Gleichung nimmt die folgende Form an
1 1
¢ 820 (r, w) + 9,0 (r,w) — — cos 0 (1, w) sin 0 (r, w)
T r

+A(r) cos 0 (r,w) —wsin ) (r,w) = 0

Zur Berechnung der Paarpotentialamplitude kdnnen wir sie noch durch die Gapgleichung
erganzen
A (r) = Z)\a,o/?ﬂ'T Z sin 0 (r, e,)
a’ 0<en<we
Weiterhin miissen wir die Randbedingungen der Differentialgleichung angeben, die sich fiir
den isolierten Vortex aus den folgenden Uberlegungen ergeben: Wihrend die anomale Green-
sche Funktion im Vortexzentrum (r = 0) zusammen mit der Paarpotentialamplitude iden-
tisch verschwindet, nehmen sowohl g(®°) (r, w) als auch fle0) (r,w) in einem grofen Abstand
vom Vortexzentrum ihren jeweiligen Bulk-Wert an:
A(a)
0 (r =0,w) =0, 0% (r — co,w) = arctan f)
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C. Die numerische Implementierung der Usadel-Gleichung

Fiir den Fall eines hexagonalen Vortexgitters in einem starken Typ-II-Supraleiter bei nicht
zu hohen Magnetfeldern kann die Paarpotentialamplitude durch eine einfache kreisférmige
Néiherung der einzelnen Vortices im Gitter approximiert werden. In diesem Fall muss jedoch
auch fiir grofe Werte von x das Vektorpotential mitberiicksichtigt werden, da nun das Ma-
gnetfeld nahezu konstant in den Supraleiter eindringt. Dabei kénnen wir fiir ein konstantes
Magnetfeld B = Byé, das Vektorpotential in Zylinderkoordinaten ansetzen als

5 1 . by

A= §Bore¢ = 27”% T€g
wobei das Magnetfeld iiber die Flussquantisierungsbedingung nr2By = ®¢ mit dem Ra-
dius der approximativ kreisférmigen Vortexgitterzelle rg verkniipft ist. Damit ergibt sich

T %) é4 und der Vortex am

das normierte eichinvariante Vektorpotential als %A(o‘) = (T

Ursprung des Koordinatensystems kann unter Vernachlissigung des Einflusses der umliegen-
den Flussschlduche durch die folgende dimensionslose Gleichung beschrieben werden (siehe
[83, 84])

1 1 2
¢ 1926 (r, w) + =8,0) (r,w) — <— - %) cos 0 (1, w) sin () (r,w)]
r roorE
+A® (1) cos 0 (r,w) —wsin 0¥ (r,w) = 0

Ergénzt wird diese Gleichung durch die folgenden Randbedingungen
0 (r =0,w) =0, 0.0(r=rg,w)=0

Wihrend die Randbedingung im Vortexzentrum sofort einsichtig ist, bedarf die zweite Be-
dingung am Rand der Gitterzelle einer kurzen Erlduterung. Da das Paarpotential zwischen
den Vortices ein Maximum annehmen soll, muss die radiale Ableitung von A(®)(r) hier
verschwinden. Fingesetzt in die Gapgleichung ergibt sich daraus die Bedingung, dass das
Produkt cos 0™ (r, €,)0,.0(%) (r,¢,) fiir r = r5 und alle ¢, Null ergeben muss, mit der Ein-
schrankung, dass 0(®)(r,e,) € [0,7/2], da sowohl ¢g(*9 (1 ¢,) als auch f(*9(r ¢,) auf der
imagindren Achse positive Funktionen sind. Diese Bedingung wird durch die oben angege-
bene Randbedingung bei r = rg erfiillt.

C.2 Das Relaxationsverfahren zur Losung eines Rand-
wertproblems

Die Relaxationsmethode ist eine Moglichkeit, ein System gekoppelter Differentialgleichungen
erster Ordnung, bzw. Differentialgleichungen héherer Ordnung — die immer auf ein System
gekoppelter Differentialgleichungen erster Ordnung zuriickzufiihren sind — mit Randbedin-
gungen an den zwei Intervallgrenzen zu lésen. Im folgenden soll in groben Ziigen skizziert
werden, wie dieses Verfahren numerisch umgesetzt werden kann, wobei wir hier der Beschrei-
bung in den Numerical Recipes (siehe [85]) folgen wollen. Die Grundidee des Verfahrens ist
es, die Differentialgleichung erster Ordnung der Form

dy
7= g(z,y)

durch eine algebraische Gleichung der Art

1 1
Ek(y) =Yk — Yk-1 — (-Tk - -Tk—l)g B (iﬂk +TK-1), 5 (yk +yr—1)| =0
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C.2. Das Relaxationsverfahren zur Losung eines Randwertproblems

zu ersetzen, den Vektor E fiir eine kleine Korrektur y~+ Ay zu entwickeln und aus der Bedin-
gung E(y + Ay) = 0 den Korrekturvektor Ay zu berechnen. Dieses Verfahren relaxiert fiir
hinreichend glatte Funktionen und einen gut gewéhlten Startvektor von y sehr schnell gegen
das gesuchte Ergebnis. Nun soll das Verfahren jedoch ndher erldutert werden. Ausgehend
von dem System von Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die Funktionen y;(x)

dy;(x)
dx

= gi(xaylaQQa .. ayN)
erganzt durch die Randbedingungen bei x;

B1j(z1,91,92,---,yn) =0, j=1,...,m

und die Randbedingungen bei =,
Cume(T1,91,92,- - yn) =0, k=1,...,n2

wobei die Summe der Randbedingungen n; + no gerade der Anzahl der Differentialgleichun-
gen ni + ny = N entsprechen muss, konnen nun auf einem M-dimensionalen Gitter die
folgenden algebraischen Relationen abgeleitet werden

0= Ey = G — Go1 — (@ — 25-1) Fr (T Thm1, G 1), kb =2,3,..., M

wobei gilt

yn (k)
Die obige Beziehung liefert (M — 1) - N Gleichungen fiir die M - N Unbekannten y, ; (j =
1,...,Nund k = 1,..., M), d.h. fir die N unbekannten Losungsfunktionen an den M
Gitterpunkten. Die fehlenden N Gleichungen werden von den Randbedingungen geliefert
und man erhilt am Startpunkt des Intervalls

0=E) = B(x1,7)

und am Endpunkt . .
0=Ern+1=C(xm, Tm)

Die Vektoren El und B haben dabei nur n1 von Null verschiedene Eintrige entsprechend
den n; Randbedingungen am Punkt x;. Dabei ist es sinnvoll diese Eintréige an das Ende der
Vektoren zu schreiben, wie wir spéter sehen werden, d.h. E;; # 0 fiir j =no+1,...,N. Die
Vektoren EM+1und C haben dagegen ny von Null verschiedene Eintrége, die am Anfang
des Vektors belassen werden sollen: E; 11 # 0 fiir j = 1,...,no. Erfiillt ¢ das System
von Differentialgleichungen, so gilt Ey (Y, Uk—1) = 0. Bis dieses Ziel erreicht ist, miissen
Korrekturen Ay von i gesucht werden, die diese Bedingung besser erfiillen. Dafiir kann
geschrieben werden

N N

5 A ’ DR OE OF
By (§k + A, o1 + Afie—1) = By Tk, Gi1) + o Aypgo1 Y Ay
ayn,k—l ayn,k

n=1 n=1

Nun ist die Forderung, dass dieser verbesserte Vektor y+ Ay die Differentialgleichung erfiillt,
und es folgt daraus die Bedingung

—

Ei (§k + Ak, Ur—1 + AYr—1) =0
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C. Die numerische Implementierung der Usadel-Gleichung

Damit kann die obige Gleichung umgeschrieben werden zu

N 2N
—FEj, = Z SinAYn k-1 + Z SjnAYn-nNk, j=1,2,...,N
n=1 n=N+1

wobei die folgenden N x 2N-Matrizen fiir jeden Punkt k definiert sind als
_ 9Bk o OB
B ayn,kfl, JmAN ayn,k,

Sj,n 7’L=1,2,...N
Fiir eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung mit zwei Randbedingungen er-
geben sich beispielsweise zwei DGLen erster Ordnung, d.h. die S;,, sind 2 x 4-Matrizen an

den M Gitterpunkten. Fiir die Randbedingungen erh&lt man bei x;:

N
~Ej1 =Y SjnAyn1, j=na+1,na+2,...,N

n=1

wobei hier die Matrix S}, gegeben ist als

OFE;
Sjm==2L n=1,2,...N
ayn,l
und man erhélt bei zo:
N
—bEj 1= Z Sj,nAyn,M7 71=1,2,...,n9
n=1
mit der Matrix O
Sjm=—2ML n—12. ... N
3%,M

Damit ist ein Satz von Gleichungen aufgestellt, die fiir die Korrekturen Ay geldst werden
miissen, wobei die Iterationen solange fortgesetzt werden, bis die Vektoren E}, hinreichend
klein sind. Im néichsten Abschnitt soll gezeigt werden, wie mit den hier eingefiihrten Metho-
den die Usadel-Gleichung schnell und prizise unter Verwendung der korrekten Randbedin-
gungen fiir einen isolierten Vortex und ein Vortexgitter gelost werden kann.

C.3 Die numerische Losung der Usadel-Gleichung

Im folgenden soll mit den im vorangegangenen Abschnitt eingefiihrten Bezeichnungen die
numerische Implementierung der Usadel-Gleichung fiir den isolierten Vortex angegeben wer-
den. Um aus der Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir 6(®)(r,w) ein System zweier
gekoppelter Differentialgleichungen erster Ordnung zu machen, kénnen — hier exemplarisch
fiir 0(9) (r,w) vorgefiihrt — die Funktion und ihre Ableitung als 6;(r) und 6o(r) definiert
werden:

d@l (7’)

dr = 6()
dG;(ﬂ _ 7192 (r)+ % cos 01 (r) sin 01 (r) — A(r) cos 01 (r) + wsin 61 (r)
r r r

mit den Randbedingungen fiir den isolierten Vortex, formuliert als Randbedingungen fiir
91 (T):

w

01(0) = 0, 01(c0) = arctan <A0_(T))
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C.3. Die numerische Losung der Usadel-Gleichung

Damit kann nun der Vektor Ej, fiir k = 2,3,..., M aufgestellt werden und man erhélt fiir
ein dquidistantes Gitter mit Gitterabstand zy — xx_1 = h den Ausdruck

By _ O\ Ok
Es i 02,k 02 k-1
02 1+02 k1

2
4 O1,k+01,6-1 s O1,k+01,6—1
“h | aatbans ( (rrtrp )2 °08 2 sin 2

Te+TER—1 _A(Tk)+2A(Tk—1) COS 91,k+291,k—1 +wsin 91,k+291,k—1

wihrend fiir die Rinder des Gitters gilt

0 _ 0 Eips1 \ _  61,m — arctan 22
Eyy )\ 611-0 ) 0 - 0

In diesem Fall lauten die S; ,, fiir die inneren Punkte des Gitters £ =2,3,..., M

OFy i (k) _ OFvk h
gk — Lk g gk — 2Lk Z
001 5 2 900 k1 2
OFE1 1 k) OB h
oW _ 9Bk qw _ 9Bk _ b
13 001 1, 14 003 1, 2
und
gm _ OFak 4h BN e S N 0 e S W
200 g (re+m1)? L 2 2 2 2
h 0 01— h 0 01—
- [A(rg) + A(rg—1)] sin JLk T 7LE-L +2 Lkl _ §w cos Lk T 7Lk—1 +2 Lkl
OFs i h
o _ OBk h
22 aeg,k_l + Tk + Tk—1
E. 4h 1 0 01— 1 0 01—
S — OBy | =L g2 G tOhra 1 obkt b
591,k (Tk —+ kal) 2 2 2 2
h 0 01— h 0 01—
- [A(rg) + A(rg—1)] sin JLk T 7LE-L +2 Lkl _ §w cos Lk T 7Lk—1 +2 Lkl
gk _ OFsk 1 h
2 002 1, Tk + Th—1

wéhrend sich aus der Randbedingung bei r; die folgenden Gleichungen ergeben:

1y  OFa;
=——=1
S23 89111
gl _ 222l
24 89211

und bei ry;:

g(M+1) _ OF1 pmy1

= =1
1 001 m
gM+1) _ 0FE1 M1 _0
12 002, m

Damit kann man nun die folgende Matrix-Gleichung zur Ermittlung der Ay, ; aufstellen,
wobei die erste und letzte Zeile der Matrix, die nur Nullen enthélt, weggelassen wurde (damit
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C. Die numerische Implementierung der Usadel-Gleichung

erklart sich auch die Anordnung der Randbedingungen im Vektor E} und im Vektor EM+1)

S¢y sl 0 0 0 0 0 A O
S(2) S(2) S(Q) 5(2) 0 0 0 L ,E(2)
B on 0 ) N 6
S&) s s sYl 0o 0 Ay ~E$)
0o o0 s s 5% st 0 Ayao | = ~EY)
oo s sl sl o || A || el
. . . . . . ‘. . A .

0o 0 0 0o o0 o S gl Y2.M _EM+D

Dieses Gleichungssystem ldsst sich sehr schnell und effizient nach den Ay, ; auflésen, da

die Matrix S](fyz nur in der nichsten Umgebung der Hauptdiagonalen von Null verschiedene
Eintrige besitzt. Bei einer geeigneten Wahl eines Startvektors ¢ konvergiert das Verfahren
nach wenigen (ein bis vier) Iterationen auf eine Genauigkeit von max [|E;x|] < 10715, Bei
der Losung der Gapgleichung bietet es sich an, bei der h6chsten Matsubarafrequenz €, < w,

zu starten und hier den Vektor 6(®9(r) durch 6(®9(r) ~ sinw als Startwert zu ap-

proximieren und fiir die folgende Berechnung immer das Ergebnis bei der vorangegangenen
Matsubarafrequenz als Startwert zu verwenden. Es ist anzumerken, dass fiir die Fortsetzung
auf die reelle Achse durch w — —iE + & sowohl f(*0 und ¢(*9 als auch 6 (r, w) kom-
plexwertige Funktionen sind, die eben vorgestellte numerische Methode nichts desto trotz
problemlos angewendet werden kann.
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