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Zusammenfassung

Ohne Halbleiter ist unsere heutige Welt nicht mehr vorstellbar. Das Internet,
Mikroprozessoren und zahlreiche weitere Geréte aus unserem Alltag basieren
vielfach auf Halbleiterelektronik. Auch die Simulationstechniken, die in der
Mathematik entwickelt werden, machen erst mit Hilfe dieser Halbleitertech-
nologie in Computern einen wirklichen Sinn.

Simulationen ermoglichen kiirzere Entwicklungszeiten fiir viele Produkte
oder machen eine Entwicklung iiberhaupt erst moglich. Selbst um Halbleiter
weiter zu verbessern, verwendet man Simulationstechniken, die helfen, die
Produktzyklen in der Halbleiterindustrie kiirzer und giinstiger zu machen.
Dafiir ben6tigt man zum einen eine genaue Modellbildung und zum anderen
numerische Methoden, um die aus den physikalischen Modellen hervorge-
henden Differentialgleichungen effizient zu l6sen. Genauso wichtig sind die
theoretischen Untersuchungen der Fehler dieser Verfahren. Sie garantieren,
dass die bei den numerischen Verfahren auftretenden Fehler in abschétzbaren
Toleranzen bleiben.

Diese Arbeit beschéftigt sich mit einem weiteren kleinen Baustein in dieser
Kette. Der Schrodinger-Poisson-Gleichung, die quantenmechanische Effek-
te in Halbleitern beschreibt. Wir werden Zeitintegrationsverfahren fiir die
Schrodinger-Poisson-Gleichung entwickeln und untersuchen. Die Untersu-
chungen umfassen von der Ortsdiskretisierung unabhéngige Fehlerschétz-
ungen ebenso wie numerische Experimente mit einfachen Beispielen.

Die Arbeit gibt zunéchst eine kurze Einfithrung in die Funktionsweise
und den physikalischen Hintergrund der Halbleiter. Die physikalisch-mathe-
matischen Modelle, besonders im Hinblick auf die Schrédinger-Poisson-
Gleichung, werden erlautert.



Das zweite Kapitel behandelt theoretische Eigenschaften der Schrodinger-
Poisson-Gleichung und deren Losung, sowie einen Existenzbeweis einer exak-
ten Losung im geeigneten Sobolev-Raum. Ebenso ist dort eine kurze Zusam-
menstellung analytischer Eigenschaften gegeben, die fiir die spateren Kapitel
bendtigt werden.

Im zentralen dritten Kapitel werden dann drei Zeitintegrationsverfahren zur
Berechnung einer numerischen Approximation an die Losung motiviert und
die Eigenschaften der Semidiskretisierungen in der Zeit genauer untersucht.
Das einfache Exponentielle Euler-Verfahren bildet dabei die Grundlage fiir
das Verstdndnis der weiteren Verfahren. Die fiir den zugehorigen Konver-
genzbeweis angewandten Techniken werden dann fiir die Betrachtungen ei-
ner symmetrisierten Variante des Exponentiellen Euler-Verfahrens verfeinert.
Fiir das auf einem Splitting-Ansatz basierende dritte Verfahren werden dann
Lie-Methoden verwendet, um Fehlerschranken herzuleiten. Eine Besonder-
heit, die bei der numerischen Approximation einer Losung der Schrodinger-
Poisson-Gleichung auftritt, ist die Tatsache, dass die Regularitéit der nume-
rischen Losung in die Fehlerschranken mit eingeht. Daher werden zusétzlich
Ergebnisse iiber die Regularitéit der numerischen Losung fiir diese Verfahren
bewiesen.

Im letzten Kapitel der Arbeit findet man die Beschreibung einer einfachen
MATLAB-Implementierung dieser Verfahren. Rechnungen mit einem Bei-
spielmodell runden die analytischen Ergebnisse aus dem vorigen Kapitel ab
und belegen die praktische Verwendbarkeit der vorgestellten Approximati-
onsverfahren.



Kapitel 1

Das
Schrodinger-Poisson-Modell

1.1 Halbleiter

Halbleiter in elektronischen Schaltkreisen sind Kristallgitter aus Silizium oder
Germanium. Diese Elemente sind auf unserer Erde in Hiille und Fiille vorhan-
den. Viele Gesteine enthalten Siliziumoxyd. Das Silizium wird durch einen
chemischen Prozess aus dem Siliziumoxyd gewonnen. Fiir Halbleiterbauele-
mente werden grofie und vor allem zusammenhéngende Einkristalle benttigt.
Solche Kristalle werden fiir die Halbleiterindustrie in Form von Barren herge-
stellt. Die Barren schneidet man dann in Scheiben, die so genannten Waver.

Halbleiter sind, wie der Name schon sagt, weder echte Leiter noch echte
Nichtleiter. Mit einem spezifischen Widerstand von 625 2m bei Silizium und
0,454 Qm bei Germanium liegen sie dazwischen. Zum Vergleich: ein guter
Leiter wie Kupfer hat einen spezifischen Widerstand von 1, 77 x 108 Qm und
ein guter Isolator wie zum Beispiel Bernstein hat einen spezifischen Wider-
stand von ungefihr 1 x 10'® Om. Zudem ist der Widerstand eines Halbleiters
stark temperaturabhéngig. Daher verwendet man reine Halbleiter in so ge-
nannten Heif8leitern als Temperaturfiithler. Was macht diese Kristalle aber
nun jenseits der Temperaturmessung so interessant?

3



4 KAPITEL 1. DAS SCHRODINGER-POISSON-MODELL

Abbildung 1.1: Kristallbindungen in einem Halbleiter

Die Leitfahigkeit eines Festkorpers wird im Wesentlichen von der Anzahl
der freien Elektronen bestimmt. Halbleiter haben auf der duflersten Elek-
tronenbahn eines Atoms immer 4 Elektronen, die so genannten Valenz-
Elektronen. Im Kristallgitter bilden diese Elektronen die Kristallgitterbin-
dungen. Jede dieser Valenzelektronen gehort dabei zu zwei benachbarten
Atomen und bringt das Atom in die Edelgaskonfiguration. Abblidung 1.1
zeigt ein Silizium-Atom im Kristallgitter. Alle vier Elektronen sind fest in
den Kristallbindungen zu den Nachbaratomen. Es sind also keine freien Elek-
tronen vorhanden, die zur elektrischen Leitfdhigkeit beitragen kénnten. Die
Energie, die notwendig ist, um solche gebundenen Elektronen zu losen, ist
gerade so hoch, dass die thermische Energie in der Umgebung gerade reicht,
um einige Elektronen auszulosen. Aus diesem Grund ist die Leitfahigkeit von
der Temperatur oder der Lichteinstrahlung abhingig, aber immer noch zu
klein, um aus dem Kristall einen guten Leiter zu machen.

Storungen in dieser Kristallstruktur verdndern die Leitfdhigkeit aber dra-
stisch. Atome aus den benachbarten Spalten des Periodensystems haben in
der dueren Schale entweder drei oder fiinf Elektronen. Bringt man zum Bei-
spiel Phosphor, ein fiinf-wertiges Atom, in die Kristallstruktur ein, so tragen
vier der fiinf Elektronen wieder zur Kristallbindung bei. Das fiinfte Elektron
bleibt sozusagen iibrig, es ist mehr oder minder frei beweglich und tragt damit
zur Leitfahigkeit bei. Abbildung 1.2 zeigt eine durch ein solches Phosphor-
Atom verunreinigtes Kristallgitter. Man nennt eine solche Verunreinigung
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Abbildung 1.2: Ein Phosphor-Atom im Halbleiterkristall (N-Dotierung)

auch Dotierung. Ein solches fiinf-wertiges Atom im Halbleiter heifft Donator.
Eine Dotierung mit einem Donator heifit N-Dotierung. Dotiert man das Kri-
stallgitter mit einem drei-wertigen Atom, wie zum Beispiel Bor, so verbinden
sich die drei Elektronen mit den Nachbaratomen. Eine Bindung bleibt dann
noch frei. Diese Fehlstelle, auch Loch genannt, ist genauso gut im Gitter be-
weglich wie das freie Elektron bei der N-Dotierung. Abbildung 1.3 zeigt ein

~Si—8i—Si—Si—Si-

~Si—Si— B ©8i—Si-

- Si—8i —Si— Si— Si -
Abbildung 1.3: Ein Bor-Atom im Halbleiterkristall (P-Dotierung)

mit Bor dotiertes Kristallgitter. Ein solches Atom heiffit dann Akzeptor und
tragt ebenfalls auch zur Leitfdhigkeit bei. Man nennt diese Art von Verunrei-
nigung auch P-Dotierung und diese Art von Leitfihigkeit auch Lochleitung.

1.2 Die einfache Halbleiterdiode

Halbleiterbausteine in elektronischen Bauteilen machen sich diese Dotie-
rungen und die Effekte an den Rédndern der Dotierung zu nutze. Das ein-
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fachste Beispiel, eine Diode, besteht aus zwei verschieden dotierten Berei-
chen, die aneinander angrenzen. Abbildung 1.4 zeigt den Ruhezustand einer

® ® ® © o4 o © © © ©
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Abbildung 1.4: Halbleiterdiode ohne angelegte Spannung

solchen Halbleiterdiode ohne duflere Spannungen. Die linke Hélfte der Diode
ist P-dotiert, die rechte Hélfte ist N-dotiert. Die freien Elektronen aus der
N-Dotierung wandern an der Kontaktstelle der beiden Dotierungen in die
Locher der P-Dotierung. In dieser Verarmungszone sind also keine freien La-
dungstréager, die Leitfahigkeit der Diode ist gering. Legt man auf der linken
Seite eine negative und auf der rechten eine positive Spannung an (Abbildung

® @ © o
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Abbildung 1.5: Halbleiterdiode in Sperrichtung

1.5), so verstéirkt sich dieser Effekt. Die Diode ldsst also in dieser Richtung
keinen Strom durch, sie sperrt. Legt man die Spannung mit umgekehrter Po-

® ® ® ® ® ® 60 © 6 006 6
+|® @ ® ® ® ® 0 © 0 06 0 0f—
® ® ® ® ® ® 60 0 66 006 o6

Abbildung 1.6: Halbleiterdiode in Durchlassrichtung

laritdt an, so verdréingt das elektrische Potential der angelegten Spannung
die Elektronen aus den Lochern im P-dotierten Material (Abbildung 1.6). Im
ganzen Halbleiter sind freie Ladungstréiger vorhanden. Die Diode ist leitend,
es flieBt Strom.
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1.3 Physikalische Modelle

Die ersten physikalische Modelle fiir Halbleiter basierten auf dem vom van
Roosbroeck in [Roo50] beschriebenen Drift-Diffusionsmodell. Diese klassi-
sche Beschreibung eines Halbleiters reichte fiir die groben und langsamen
Halbleiter jener Zeit vollkommen aus. Es scheint auch mit diversen Erwei-
terungen und Verbesserungen das Modell zu sein, das in der Halbleiterindu-
strie hauptséchlich zur Simulation verwendet wird [MRS90, GKL*01, Tro01,
KS96]. Grund dafiir ist, dass dieses Gleichungssystem gut verstanden ist,
gute, iiber viele Jahre gewachsene Implementierungen fiir dieses Modell exi-
stieren und die Komplexitdt der Gleichungen akzeptable Simulationszeiten
zulassen.

Heutige Mikroprozessoren haben aber zum Beispiel eine Strukturgrofle von
90 nm. Das bedeutet, dass ein Transistor als Ganzes hochstens 90 nm lang
ist und die Lénge des Gate, der fiir die Schaltvorgénge wichtige Bereich des
Transistors, gerade einmal ungefihr 40 nm betréigt. Bei einem Atomdurch-
messer von circa 0,24 nm bei Silizium oder Germanium ist die Grofle eines
Transistors dann etwa bei dem 200-fachen Atomdurchmesser angelangt. Die
Miniaturisierung in diesem Bereich schreitet weiter fort, Strukturgréfien von
50 nm sind in der Entwicklung. Bei Speicherbausteinen ist die Miniaturisie-
rung wegen der regelméfligen Anordnung der einfachen Schaltgruppen bereits
weiter fortgeschritten. Es ist leicht einzusehen, dass man bei solchen Grofien-
ordnungen bereits quantenmechanische Betrachtungen benétigt. Aber nicht
nur die GroBenordnungen der Schaltkreise machen eine quantenmechanische
Betrachtung notwendig, sondern auch die Funktionsprinzipien mancher Halb-
leiter, wie zum Beispiel das einer Tunneldiode, basieren auf quantenmechani-
schen Effekten. All das macht eine quantenmechanische Betrachtung in der
Modellierung unumgénglich.

In [MRS90] findet man eine umfassende Beschreibung der zur Zeit bekann-
ten Halbleitermodelle. Es existieren einige Ansétze die quantenmechanische
Einfliisse in die Modellbildung integrieren. Wir wollen dabei einen méglichen
Ansatz und die damit verbundenen charakteristischen Probleme betrachten.
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1.4 Die Schrodinger-Poisson-Gleichung

Die Schrodinger-Gleichung

7 g h? A

i al/)j = " om. 2Vj + Vi
beschreibt das quantenmechanische Verhalten des Teilchens 7, das durch die
Wellenfunktion ; = ;(x,t) charakterisiert wird, in einem vorgegebenen
Potential V' = V(z,t). Dabei bezeichnet z € Q C R3 jeweils einen Punkt im
Raum, t € R einen Zeitpunkt, A die skalierte Plancksche-Wirkungskonstante
und m, die Masse des Elektrons. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Teil-
chen zum Zeitpunkt ¢ am Punkt z aufhélt, ist durch die Wahrscheinlichkeits-
dichte

n(x,t) = [iy(,t)]*
gegeben. Es gilt also

s t) 22 = / [y (D) dr = 1.

Fiir unser Modell ist das Potential V' in einem Halbleiter gerade gegeben
durch das elektrische Potential V' (z,t) = —g.Ve(z,t). Dieses wird durch die
vorhandenen Ladungstriger erzeugt. Dabei tragen zum einen die im Halblei-
terkristall fest eingebrachten und zum anderen die freien Ladungstréger bei.
Aus der Elektrodynamik wissen wir, dass das elektrische Potential durch die
Poisson-Gleichung von der Ladungsverteilung abhéngt. Es gilt:

eAV, = p,

wobei e die Dielektrizitdtskonstante und p die Ladungsdichte ist. Wir nehmen
an, dass die Dielektrizitatskonstante im Simulationsgebiet konstant ist und
vernachlissigen kleine Schwankungen, die durch verschiedene Dotierungen
hervorgerufen werden. Die Ladungsdichte p ist natiirlich vom Ort und hier,
bei unserem Problem, auch von der Zeit abhéngig. Es ist

p(:L‘,t) = Qe(C(x) - n(:z:,t)),

wobei ¢, die Elementarladung eines Elektrons und C(z) die feste Ladungs-
verteilung im Halbleiter, gegeben durch das Dotierungsprofil, beschreibt. Die



1.4. DIE SCHRODINGER-POISSON-GLEICHUNG 9

Ladungsdichte n(z,t) beschreibt Ladungsverteilung der freie Ladungstréger.
Fiir diese Ladungsverteilung der freien Ladungstriger verwenden wir in un-
serem Modell genau die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten der Teilchen. Es gilt

n(xvt) = an(l',t) = Z |¢j($,t>’2.

Wir haben also sogar eine Abhéngigkeit des Potentials V' selbst von den Wel-
lenfunktionen 1; und durch diese Kopplung eine nichtlineare Schrédinger-
Gleichung in der Zeit.

Zusammengefasst erhalten wir also die Schrédinger-Poisson-Gleichung in der
folgenden Form:

ih2¢~:—h—2A Vi — qVeth; (1.1)
ot™’ 2m, 7 T
€DV =qo (D[ = C). (1.2)
j
Die auftretenden Konstanten und Gréflen sind wie folgt definiert:
h=1.05x 107V As* Planck-Konstante/27,
me = 9.10908 x 103 kg : die Masse des Elektrons,
¢ =16x10"YAs: die Elementarladung,
€, = 11.9¢p = 1.052 x 10_14A3/Vm : Permitivitit von Silizium,
€ = 8.85 x 1071%As/Vm : Permitivitdt im Vacuum,
C(z) : Dotierungsprofil und
V. : elektrisches Potential.

Bislang haben wir uns noch nicht mit Randbedingungen fiir diese partiel-
len Differentialgleichungen beschéftigt. Betrachten wir zunéchst die Poisson-
Gleichung fiir das elektrische Potential. Den Rand eines Halbleiters

00 = 00N U 0Qp

kann man in zwei disjunkte Teile aufspalten. Der erste Teil ist der freie Rand
0y, an dem der Halbleiter an die Umgebung, zumeist an einen Kunststoff
oder Luft grenzt. Der zweite Teil ist die Kontaktfliche 0Q2p an dem der
technisch genutzte Halbleiter angeschlossen wird. Die Kontakte sind dabei
kleine Metallbeschichtungen, die auf den Halbleiter aufgebracht werden. Am
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freien Rand findet kein Ladungstransport senkrecht zum Rand statt. Das
bedeutet, dass das elektrische Feld in Normalenrichtung verschwinden muss.
Das elektrische Feld ist aber gerade der Gradient des elektrischen Potentials
V', es miissen also Neumann-Randbedingungen gelten:

OzE-V:VV-Vza—VaufﬁQN.
ov

An den Kontaktflichen ist der pysikalische Sachverhalt etwas schwieriger.
Durch die zwei verschiedenen Materialien, der Halbleiter und das aufgebrach-
te Metall, entsteht eine Kontaktpotentialdifferenz an deren Grenzflache. Die-
se Potentialdifferenz ist aber nur von den verwendeten Materialien abhéngig,
ist also eine Konstante, die wir hier vernachlassigen wollen. An den Kontakt-
flaichen wird auf Grund der von auflen angelegten Spannung einfach das elek-
trische Potential festgehalten, was in diesem Fall Dirichet-Randbedingungen
entspricht:

Ua(t) =V auf 0Qp.

Fiir die Schrodinger-Gleichung wiirde man am besten den ganzen R™ ver-
wenden. Die simulierten Elektronen sollten sich schon auf Grund des phy-
sikalischen Modells mit gréffter Wahrscheinlichkeit im Simulationsgebiet (2
aufhalten oder an den Kontaktflichen des Halbleiters das Simulationsgebiet
verlassen. Trotzdem kann eine Restwahrscheinlichkeit bestehen, dass die La-
dungstréiger auch an den isolierten Ridndern aus {2 herausflieBen. Numerische
Berechnungen koénnen aber nicht auf den ganzen R™ verwenden. Man muss
also Sorge dafiir tragen, dass die Wellenfunktion an den Bauteilrdndern nicht
reflektiert wird, wie es bei reinen Dirichlet-Randbedingungen zum Beispiel
der Fall wire. Man wéhlt daher eine Form transparenter Randbedingungen,
die an den Réndern von (2 idealerweise keine Reflexionen der Wellenfunktion
erzeugen.

1.5 Transformation auf dimensionslose
Grof3en

Die Groflen, die in der oben aufgefithrten Formulierung auftreten sind fast
ausnahmslos mit Dimensionen versehen. Desweiteren sind die Gréflenordnun-
gen der Konstanten deutlich von 1 verschieden. Wegen diesen Unterschieden
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in den Groflenordnungen koénnte es auch zu numerischen Instabilitdten kom-
men. Daher betrachten wir im Folgenden eine Umskalierung der Gleichungen
auf dimensionlose Gréflen und werden damit auch Konstanten erhalten die
sehr viel ndher an 1 liegen.

Seien
N : typische Elektronendichte (z.B. N = maxq|C]),
U =kgT/q: thermische Spannung, mit
kp Boltzmann-Konstante,
T Temperatur,
L: typische Bauteillinge (z.B. L = diam(f2)),
r=L*m/h: typische Zeiteinheit.

Dann definieren wir die dimensionslose Grofien

" C v ¢
s = /> Cs =37 ‘/s =77 ts = s =
G =N N U, 7

Damit wird aus der urspriinglichen Gleichung
0 €2
€ s — _Am s = VsWs,
et == 5 A0~ Vi
A, Vs :W}s(t”? —Cs,

(1.3)

wobei
h2
€= LT : skalierte Planck-Konstante,
sU .
= quI? : skalierte Debye-Lange

ist. Die GroSenordnungen dieser beiden Konstanten ist ungefihr 2 x 10~* fiir
e und 2 x 10! fiir A\. Im Folgenden werden wir immer diesen Satz Gleichungen
verwenden und den Index s an den Groflien wieder weglassen.

1.6 Raumdiskretisierung

Durch die Wahl der Ortsdiskretisierung der partiellen Differentialgleichung
kénnen sich einige Vereinfachungen fiir die Zeitentwicklung ergeben. Man
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findet einige Artikel, die sich mit dem so genannten Galerkin-Ansatz fiir die
Schrodinger-Poisson-Gleichung beschéftigen. Fiir geeignet einfache Simulati-
onsgebiete, wie zum Beispiel fiir 2 = [0, 1]?, und periodische Randbedingun-
gen, lasst sich der Losungsraum fiir die Schrodinger-Poisson-Gleichung durch
trigonometrische Reihen darstellen. Setzt man diese Reihendarstellung in die
Schrodinger-Poisson-Gleichung ein, so erhélt man ein unendlichdimensiona-
les System gewohnlicher Differentialgleichungen fiir die Reihenkoeffizienten.
Fiir die numerische Approximation bricht man diese Reihendarstellung ab
und verwendet Standardverfahren zur Losung des Systems gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen. Wir wollen diesen Ansatz nicht weiter verfolgen. Den-
noch hier einige Referenzen zu diesem Thema: Einen Uberblick iiber diese
Zugangsweise findet man zum Beispiel in [BILZ96, LZ97, LTZ95]. Einen wei-
teren Zugang iiber Spektralmethoden, in diesem Fall zur Wigner-Poisson-
Gleichung, behandelt [AR95].

1.7 Notationen und Vereinfachungen

Die Funktion 9 (., t) werden wir oft mit ¢ (¢) abkiirzen. Ebenso verfahren wir
mit dem Potential V (¢(z,t)) und der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte
n(x,t). AuBlerdem ist klar, dass wir mit A und V immer Ableitungen in der
Raumrichtung x bezeichnen.

Das bislang beschriebene Modell enthélt einige Details, die entweder fiir die
analytische Betrachtung keine grofie Bedeutung haben, oder Randeffekte
betreffen, die fiir die Schwierigkeit der Nichtlinearitdt in der Schrodinger-
Gleichung eine eher untergeordnete Rolle spielen. So werden wir im Folgen-
den annehmen, dass wir H2-Regularitit fiir die Poisson-Gleichung haben. Das
bedeutet aber, dass gemischte Randbedingungen, wie sie im physikalischen
Modell in natiirlicher Weise auftreten wiirden, in unseren Betrachtungen kei-
ne weitere Rolle spielen kénnen. Wir werden im Folgenden die Randbedin-
gungen weiter einschrinken und im Verlauf der theoretischen Ausfithrungen
immer homogene Dirichlet-Randbedingungen oder periodische Randbedin-
gungen sowohl fiir die Schrédinger- als auch fiir die Poisson-Gleichung anneh-
men. Desweiteren verwenden wir in den analytischen Teilen dieser Arbeit das
zeitlich konstante Dotierungsprofil und setzen die beiden iibrigen Konstanten
in 1.3, A und € zu 1 was die folgenden Ausfithrungen deutlich iibersichtlicher
macht. Damit konzentrieren wir uns auf die wesentliche Schwierigkeit fiir
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die Numerik der Zeitintegration, die Nichtlinearitit der Schrodinger-Poisson-
Gleichung.

Die Schrodinger-Poisson-Gleichung, wie wir sie hier betrachten werden, lautet
damit also

0
Zaiﬁ =— Ay + Vi,
—AV :W|2>

(1.4)

wobei [1|* das punktweise Quadrat des Betrags ist.

Zunachst sammeln wir noch einige Grundlagen fiir die folgenden numerisch-
analytischen Untersuchungen.
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KAPITEL 1. DAS SCHRODINGER-POISSON-MODELL



Kapitel 2

Analytische Vorbereitungen

Wir werden einige oft benéttigte Beziehungen und Abschitzungen angeben.

2.1 Der Sobolevsche Einbettungssatz und
Folgerungen

Eine sehr wichtige Eigenschaft, die von fundamentaler Bedeutung fiir die
folgenden Abschétzungen ist, sind die Sobolevschen Ungleichungen und
die daraus resultierenden stetigen Einbettungen. Im Folgenden bezeichnet
WFkP(Q) den Sobolev-Raum der Funktionen auf 2 mit k verallgemeinerten
Ableitungen in LP(Q).

Satz 1

Sei Q@ C R™ beschrinkt mit 9Q) € C'. Sei weiterhin uw € W*P(Q). Es gilt
dann:

o Fiir kp < n ist u € L™/ ("=*)(Q) und es gilt die Ungleichung

||u| [np/(n—kp) S CHuHWk,p

15
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und damit die stetige Einbettung
Whr(Q) C an/(nfkp)(Q).

o Fiirkp >nund 0 < m < k—mn/pistu € C™(Q) und es gilt die
Ungleichung

[ullem < Cllullwrs
und damit die stetige Einbettung
WkP(Q) C C™(Q).

Ein Beweis dieses Satzes findet man unter anderem in [Eva98| oder [GT83].

Wie iiblich bezeichnen wir H*(Q2) = W*2(Q).

Lemma 1
Sei n < 3 und Q C R™ beschrénkt mit Q) € C*. Dann ist H'(Q) C L*(Q)
stetig und fiir u € H*(Q) gilt damit

[ulls < Cllul[gr.

Beweis:

Das Ergebnis folgt unmittelbar aus Satz 1. O

Lemma 2
Sein < 3, Q C R" beschrénkt, v € H*(Q) und v € L*(2). Dann ist fiir das
punktweise Produkt (uv)(x) := u(z)v(z) auch vv € L*(Q) und es gilt

[uvllzz < Cllullgz2|v]| 2.

Beweis:
Mit der stetigen Einbettung H?(Q) C L>(Q) ist

[uvllze < [lull < [v]l 2 < Cllullg2]lv] 2
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Lemma 3
Sein < 3, Q C R" beschrinkt, u,v € H*(Q). Dann ist fiir das Produkt
(Vu - Vo)(z) := Vu(z) - Vo(z) auch Vu - Vo € L*(Q) und es gilt

IVu- Vol 2 < Cllul| g2[|v] 72

Beweis:

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert
[Vu- Vo2 < || [Vul2[Vola|| e

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir Integrale gilt

I Valal Vbl = [ (Va0 da

< | Vulllell [Vollze = || [Vula|7a ]| Vo]l
Mit Lemma 1 erhalten wir zunéchst
[ IVulellzal| [Volallps < Ol [Vula|[a || [Vol2llar

Zusammen haben wir also

V- Vol < Cl [Vula|lg [ [Volallmr < Cllullge2]lvl g2

und damit die Behauptung. 0

Lemma 4
Sein < 3, Q C R" beschrinkt, u,v € H*(Q). Dann ist fiir das punktweise
Produkt (uv)(z) := u(z)v(z) auch uwv € H*(Q) und es gilt

lwollz < Cllulla2]v] a2

Beweis:

Wir betrachten die zweiten partiellen Ableitungen

0;0;(uv) = (0;0;u)v + 2(0;u)(0;v) + u(0;0;v).
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Die L?*(2)-Norm einer solchen zweiten Ableitung lsst sich mit der Dreiecks-
ungleichung wie folgt abschétzen:

10:0;(uv) |l 2
< 18id5ull2|vll o + 2[[(Gw) (D0) || 2 + [l Loo[| B D50 ]| 2.

Die zweiten Ableitungen schiitzen wir nach oben mit der H?(2)-Norm und
die L*>°(2)-Norm mit Hilfe der Sobolev-Ungleichung ebenfalls durch die H?-
Norm ab:

10:0jul 2 |v][ L < Cul|ull 2 ]|v]] 2.
Fiir den Term mit den ersten Ableitungen verwenden wir Lemma 3
105u)(8v)l| L2 < Collull w2 [v]| 2
und erhalten dann
10:0; (wv)| 2 < Csllullg2([v] -

Die in der H?(Q)-Norm auftretenden ersten Ableitungen lassen sich mit der
Sobolev-Ungleichung durch

10:(uo)[ 2 < [Osull g2 [[0]l oo + [lull e 100 2 < Cullul| m2]|v]| a2
abschiitzen. Ebenso verfihrt man mit der L?(Q2)-Norm der Funktionen selbst
[wvllze < flull2l|v]lze < Csllullg2{|v] a2
Zusammen haben wir also
luvllaz < Cllul|g2]|v] a2

gezeigt und damit die Behauptung. O

2.2 Sobolev-Riume periodischer Funktionen

In Anwendungen betrachtet man oft den Fall periodischer Randbedingungen.
Wir sammeln dazu einige Grundlagen iiber Sobolev-Rdume von Funktionen
mit periodischen Randbedingungen.
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Wir betrachten jetzt als Simulationsgebiet den Einheitswiirfel Q = [0, 1]¢ fiir
die Raumdimensionen d < 3. Andere rechteckige Gebiete lassen sich durch
Skalierung und Translation auf dieses Gebiet zuriickfithren. Die Funktionen

en(x) == exp(2min - x)

bilden fiir die Multiindizes n € Z¢ ein vollstindiges Orthogonalsystem des
Hilbertraumes L?(2). Daher kénnen wir jede Funktion f € L*(Q) in der
Form

flz) = Z Cpexp(2min - x)
nezd

darstellen. Wegen der Orthogonalitéit der Hilbertraumbasis ist die L2-Norm

gegeben durch
IF1Z2 = D leal®
nezd
Der Raum L?(2) ist dann also wie folgt charakterisiert:
L*(Q) = {f(x) = Z ¢, exp(2min - x)| Z |cn|? < 00}
nezd neZd

Die Ortsableitungen einer solchen Funktion lassen sich in der Reihendarstel-
lung leicht angeben. Der Gradient ist

Vf(x)=2mi Z ne, exp(2min - x)
nezd
und fiir die zweite Ableitung gilt
Af(z) = —4n? Z In|*c, exp(2min - x).
nezd

Wie man leicht sieht, erhalten wir auch eine einfache Darstellung fiir die
H*(Q2)-Halbnorm:

[flie = @0 e
nezd
und damit auch eine Charakterisierung der Sobolev-Riume H*((2)
H(Q) = {f(z) = > coexp2min- )| Y [n[*|ca|* < oo}
neZd neZd

Diese Charakterisierung und die Halbnorm gelten fiir alle k£ € Z.
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2.3 Die Poisson-Gleichung

Wir sammeln Abschédtzungen fiir die Losung der Poisson-Gleichung in
Abhéngikeit von den Daten.

2.3.1 Dirichlet-Randbedingungen

Wir betrachten die Poisson-Gleichung mit Dirichlet-Randbedingungen. Sei
f € L?. Dann ist eine Funktion u Losung der Poisson-Gleichung mit Dirichlet-
Randbedingungen, falls

—Au=f in Q,

u=0 auf 02 (2.1)

gilt. Wir miissen hier voraussetzen, dass v mindestens in H? liegt, um den
Laplace-Operator darauf anwenden zu konnen. Die Randbedingungen werden
in diesem Fall iiber eine weitere Einschrinkung des Losungsraumes erfiillt.
Funktionen aus H} erfiillen im Sinne des Spursatzes die gegebenen Randbe-
dingungen. Damit erhalten wir zundchst H* N H} als Losungsraum fiir die
Poisson-Gleichung.

Man kann die Voraussetzungen an die Losung noch etwas abschwichen. Dazu
multiplizieren wir die Poisson-Gleichung mit Testfunktionen v € H} und
integrieren iiber das Gebiet 2. Nach partieller Integration des Laplace-Terms
erhalten wir die Gleichung

a(u,v) = (f,v), fiir alle v € Hy(Q). (2.2)

Dabei ist a(u,v) = [, Vu- Vv dz eine symmetrische Bilinearform und (u, v)
das L?-Skalarprodukt. Um die Bilinearform auswerten zu kénnen geniigt es
nun, dass u € H} liegt. Man nennt nun u € H} eine schwache Lisung der
Poisson-Gleichung, falls fiir alle v € H] die Gleichung (2.2) gilt. Wegen der
Koerzivitit der Bilinearform a auf H] liefert der Satz von Lax-Milgram die
eindeutige Existenz einer schwachen Losung u € H{.

Mit Hilfe dieses Losungsbegriffes konnen wir eine wichtige Regularitétseigen-
schaft angeben, die H2-Regularitét.
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Satz 2
Sei Q@ C R" beschréiinkt, f € L*(Q) und 09 € C? oder Q konvex. Sei weiter

u € H{(Q) eine schwache Lésung der Poisson-Gleichung (2.1). Dann ist
u € H*(Q) und es gilt

[ull 2 < Clf]z2-

Eine Ausfithrung des Beweises ist in [Bra97] zu finden.

Als unmittelbare Folgerung ergibt sich das folgende, oft verwendete Lemma:

Lemma 5
Sei Q C R"™ beschréiinkt und 0Q € C* oder Q konvex. Dann sind in H?*(Q2) N
H () die Normen |ju||g2(q) und ||Aul|r2() zueinander dquivalent.

2.3.2 Periodische Randbedingungen

Die schwache Formulierung der Poisson-Gleichung im Raum der Linearfor-
men auf H'(Q) ldsst sich im Fall von periodischen Randbedingungen noch
einmal schwécher formulieren. Die Idee ist hierbei dieselbe wie bei der iibli-
chen schwachen Formulierung. Die Differentialgleichung wird mit einer Test-
funktion multipliziert und iiber das Gebiet €) integriert. Dann wird eine Ab-
leitung mit Hilfe von partieller Integration auf die Testfunktion geschoben.

Im allgemeinen Kontext ist es nicht mehr moglich ein zweites Mal partiell zu
integrieren und die Losungen dann in L?(€) zu suchen. Das liegt zum einen
daran, dass wir in L? nicht mehr von Randwerten reden kénnen, weil dort kein
Spursatz mehr gilt und zum anderen werden im allgemeinen die Randterme,
die bei der partiellen Integration auftreten, nicht mehr verschwinden.

Im Fall periodischer Randbedingungen kann man aber auf Grund der einfa-
chen Reihendarstellung der Funktionen, des Laplace-Operators und dessen
Inversen einfach die Losung des Poisson-Problems angeben. Sei

f(z) = Z fnexp(2min - )

nezs
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als Reihe dargestellt, dann ist die Losung des Poisson-Problems

Au = f,
/ udr =0
Q
gegeben durch
u(z) = Z hfl% exp(2min - x). (2.3)
neZ3 ,n#£0

Man sieht hier
by = S 0P ful? = e,

nez3

das heisst, dass die H*(Q)-Norm der Funktion u genau dann beschrinkt
bleibt, wenn die H*2(2)-Halbnorm der Funktion f beschrinkt ist.

Wir konnen also das Poisson-Problem bei periodischen Randbedingungen so-
zusagen beliebig schwach formulieren. Insbesondere bekommen wir Losungen

in L?(Q), falls die rechte Seite f € H2(Q) liegt.

Wir haben damit und mit der Poisson-Ungleichung also folgendes Lemma
bewiesen:

Lemma 6
Sei k € Z und f € H*2(Q), dann liegt die Losung (2.3) der Poisson-
Gleichung in H* und es gilt

[llzze < (I f 1|z

Die H?-Regularitit der Poisson-Gleichung wird in den Fehlerabschiitzungen
eine wichtige Rolle spielen. Diese Eigenschaft ist im allgemeinen Kontext aber
an eine glatten Rand und einheitliche Randbedingungen gebunden. Insbeson-
dere kénnen wir die H?-Abschitzung auch in diesem Kontext fiir periodische
Losungen angeben.

Korollar 1
Sei f € L*(2) dann ist die Lésung (2.3) der Poisson-Gleichung in H* und es
gilt

[ull 2 < [ f]]z2-
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2.4 Die Schrodinger-Gleichung

Wir wollen die exakte Losung der Schrodinger-Poisson-Gleichung etwas ge-
nauer betrachten und konzentrieren uns zunéchst auf die freie Schrodinger-
Gleichung.

2.4.1 Die freie Schrodinger-Gleichung

Wir betrachten die freie Schrodinger-Gleichung auf einem beschrankten Ge-
biet 2 C R™ mit Dirichlet-Randwerten:

.0

Wiire A ein beschrinkter Operator auf L?, dann kénnte man mit der Ex-
ponentialfunktion, definiert durch die Cauchy-Integralformel oder die Ex-
ponentialreihe, sofort die exakte Losung dieser Diffentialgleichung angeben.
Fiir den unbeschrinkten Operator —A : H*N H} C L* — L? muss man aber
anders vorgehen.

Der Satz von Stone [EN99, Kat80] liefert uns in diesem Fall, dass —A, als
selbstadjungierter Operator auf L? mit dem Definitionsbereich D(—A) =
H?N H{, eine unitéire Gruppe T'(t) von Abbildungen T'(t) : L?> — L?* erzeugt,
so dass ¥(t) = T(t)Yg eine Losung der freien Schrodinger-Gleichung zum
Anfangswert 1 (0) = 1 ist, falls 1oy € D(—A). Ist dagegen ¢ nur in L? so de-
finiert T'(t)vo eine verallgemeinerte Losung der freien Schrodinger-Gleichung.
Man kann mit Hilfe des Losungsoperators T'(¢) fiir den Laplace-Operator die
Exponentialfunktion angewandt auf den Laplace-Operator durch

exp(itA)yo = T'(t)iho

definieren.
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2.4.2 Die freie Schrodinger-Gleichung mit periodi-
schen Randbedingungen

Wie wir bereits in 2.3.2 gesehen haben, konnen wir fiir den Fall periodi-
scher Randbedingungen Funktionen aus L? mit Hilfe einer Hilbertraumbasis
darstellen. Fiir zeitabhingige Funktionen u(z,t) sind dann auch die Fourier-
Koeffizienten u, (t) von der Zeit abhéingig. Es ist

u(z,t) = Z up (t) exp(2min - x).

Wieder setzen wir diese Darstellung in die Problemgleichung ein und erhalten
Differentialgleichungen fiir die Fourier-Koeffizienten

d
Z@“n(t) = —|n|2un(t),

welche durch die Funktionen
un (t) = exp(it|n|*)u, (0)

gelost werden.

Auch in diesem Fall kann man also einen Losungsoperator fiir die freie
Schrodinger-Gleichung angeben, den wir dann analog zum Fall der Dirichlet-
Randbedingungen wieder als Exponentialfunktion bezeichnen.

2.4.3 Die Schrédinger-Gleichung mit konstantem Po-
tential

Betrachten wir nun die Schrodinger-Gleichung

.0
i = —HY

mit H = —A + V, wobei V : 2 — R eine beschréinkte, von der Zeit ¢ un-
abhéngige Funktion ist, die hier als Multiplikationsoperator aufgefasst wird.
Die in den beiden vorigen Abschnitten gezeigten Techniken lassen sich auch
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auf diesen Fall anwenden. Der Satz von Stone liefert wieder eine unitére
Gruppe T'(t) mit deren Hilfe man den Losungsoperator

exp(—itH)ho = T (t)o
fiir ¢y aus L? definiert.
In diesem Kontext werden wir spéter noch hauffiger folgendes Lemma benoti-
gen:

Lemma 7 ) 3
Seien H = —A+V, H = —A+V zwei zeitlich konstante Hamiltonoperatoren
und ¢ € H?, dann gilt

(exp(—itH) — exp(—itH))¢

= — /Ot exp(—i(t — s)lf[)(H — lf[) exp(—isH) dso.

Beweis:

Wir betrachten die Differentialgleichung
mit dem Anfangswert

Dann gilt zunéchst

B(t) = exp(—itH)o.

Dieses Anfangswertproblem kénnen wir aber auch umschreiben zu

io(t) = Ho(t) + g(t),

wobei

9(t) = (H — H)o(1)

= (H — H)exp(—itH)¢p
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eine nur von der Zeit ¢ abhéngige Funktion ist. In diesem Kontext haben
wir aber fiir diese Diffentialgleichung eine Losung mittels Variation-der-
Konstanten:

o(t) = exp(—itH)¢p — 2'/0 exp(—i(t — s)H)g(s) ds
= exp(—itH)¢p — z'/o exp(—i(t — s)H)(H — H) exp(—isH)¢ ds.

Insgesamt erhalten wir damit also die Behauptung. 0

2.4.4 Die Schrodinger-Gleichung mit zeitabhingigem
Potential

Wir wollen nun die Schrédinger-Gleichung mit einem zeitabhéngigen Poten-
tial betrachten:

i) = —Ay + V().

Dabei soll das Potential V'(t) € L™ sein.

Motiviert durch die Variation-der-Konstanten Formel schreiben wir zunachst
die folgende Interalgleichung

W(t) = exp(itA)hg —|—/0 exp(i(t — s)A) V(s)(s) ds, (2.4)

wobei die Exponentialfunktion des Laplace-Operators fiir die jeweiligen
Randbedingungen im Sinn der vorigen Abschnitte 2.4.1 und 2.4.2 definiert
ist. Wegen der Voraussetzung an das Potential ist diese Gleichung mit Picard-
Iteration 16sbar. Eine solche Losung nennt man dann milde Losung der Dif-
ferentialgleichung. Referenzen zu dieser Konstruktion findet man unter an-
derem in [EN99], [Paz82] und [Kat80].

Dadurch haben wir eine Darstellung der Losung durch eine Variation-der-
Konstanten Formel gewonnen. Diese Darstellung ist Basis fiir den folgenden
Existenzbeweis und auch fiir die Fehlerschétzungen.
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2.5 Die Schrodinger-Poisson-Gleichung

In [Cas96] wurde bereits die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen der
Schrédinger-Poisson Gleichung in L?(IR3) gezeigt. Dort findet man auch Re-
gularititsergebnisse auf fiir Q = R? in der Form, dass fiir ¢t > ¢, die Losung
Y(t) der Schrodinger-Poisson-Gleichung “beinahe” in H? liegt, falls die An-
fangswellenfunktion 19 im Unendlichen ausreichend schnell abfallt.

Im Folgenden setzen wir sehr oft voraus, dass die Losung (t) der
Schrédinger-Poisson-Gleichung in H?(2) liegt. Der folgende Satz zeigt uns,
dass dies fiir geniigend kleine Zeiten eine durchaus realistische Annahme ist.

Fiir alle folgenden Ausfithrungen sollen auflerdem, soweit nicht anders ange-
geben, die Voraussetzungen n < 3,  C R" beschriinkt mit 0Q € C* gelten.
Alle auftretenden Normen beziehen sich deshalb auf das Gebiet 2. Wir lassen
daher die Angabe des Gebiets in Zukunft weg.

Wir betrachen die Gleichung

.0
_AV :|¢|27

mit entweder:

(D) Dirichlet-Randbedingungen auf konvexem Gebiet €2 oder Gebiet
Q mit C*-Rand

oder

(P) periodischen Randbedingungen.

Losungen werden konstruiert als Losungen der nichtlinearen Integralglei-
chung

P(t) = exp(itA)ihy —{—/0 exp(i(t — s)A) V(¥(s))w(s) ds,
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wobei
V() = -A [y
die Losung von
—AV(Y) = [¢f
zu den Randbedingungen (D) beziehungsweise (P) ist.

Die Existenz solcher Losungen in H? wird fiir kleine Zeiten im folgenden Satz
nachgewiesen.

Satz 3

Sei 1o € H>* N H} im Fall (D) beziehungsweise 1g € H? im Fall (P). Zu jeder
Konstanten K > ||Atg||z2 gibt es eine Zeit 0 < t* = t*(K) so, dass die milde
Lésung von (2.5) auf dem Intervall [0,t*] in H* existiert und

[AY@)|: <K,  0<t<t

Fiir den Beweis benotigen wir eine Variation eines Gronwall-Lemmas.

Lemma 8
Sei 0 < a,b und t* < ﬁ Sei ferner x : [0,t*] — R stetig und es gelte

t
z(t) <a+ b/ x(s)* ds fiir alle t € [0,t*].
0

Dann gilt fiir t € [0, t*]

a
t) < .
2(t) < 1—abt
Beweis:
Sei 0 < e < =% und y, : [0,t*] — R definiert durch
a—+e€
()= — T
belt) l1—(a+e€)bt

Die Funktion y.(¢) ist fiir € < 5% auf dem ganzen Intervall [0, ¢*] definiert.
Es gilt

yi(t) = b (ﬁ) = bye(t).

1—(a+e
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Wir integrieren diese Gleichung und erhalten damit

t
y(t) =a+e+ b/ ye(s)* ds.
0
Offensichtlich gilt 2(0) < y(0). Angenommen es existiert ein t* € [0,¢*] mit

z(t*) = y(t*). Sei 0.B.d.A. t* das kleinste ¢* mit dieser Eigenschaft. Das
heifit, es ist z(t) < y.(t) fir alle t € [0, ¢*]. Daraus ergibt sich dann mit

t* t*
oty Sarh [ el ds<aterd [ o ds =)
0 0

ein Widerspruch. Es gilt also

a+€
) < ———————
z(t) l—(a+ebt
fir alle ¢ € [0,¢*] und alle e. Damit folgt die Behauptung. O

Mit Hilfe dieses Lemmas konnen wir nun den obigen Satz beweisen.

Beweis:

Wir wenden formal den Laplace-Operator auf die Variation-der-Konstanten
Formel (2.4) an und erhalten dann

A(tg + h) = exp(hiA)A(to)

41 / " exp((h — $)IA)A [V((s))p(s)] ds.

1 to

In der L?-Norm erhalten wir dann

|AY(to + h)]| L2

< [l exp(hil) Adp(to) |2 + / " lexp((h = s)iA)A[V (1h(s))(s)] |2 ds

to

= 1A% (to) |2 +/t0+ AV (4 (s)(s)] |2 ds.

to

Mit der Kettenregel gilt

AV(@(s))y(s)]
= AV(¥(5))3(s) +2VV (ih(s)) - Vib(s) + V((s)) Ay(s).
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Wir schiatzen die Normen der drei Summanden einzeln ab. Fiir den ersten
Summanden gilt mit der Poisson-Gleichung (1.4) und (2)

1AV (@()e ()22 = || [ib(s) " (s)l] 2 (2.6)
< l[b(s)llzoe | [ (8) [l 2 = Il () [ Zee - (2.7)

Mit Hilfe des Sobolevschen Einbettungssatzes 1 erhalten wir dann

1AV (1h(s))tb(s)ll2 < Cullo(s) |-

Fiir die Abschéatzung des zweiten Summanden verwenden wir zunéchst die
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

IVV(@(s)) - V()2 < [[VV((s)) - Vi (s) ]l
< VYV ((8)]2lV(s)l2] 2 (2.8)

Mit der Holder-Ungleichung gilt dann
1YV (@ ()2l Ve (s)lall 22 <I|IVV @ () BILEN V() 315
= | IVV @) allpall [V (8)]al] - (2.9)

Wir wenden nun obiges Lemma 1 an und erhalten

HVV @ () lallall [V (s)lalle <Coll [VV(b(s))lallmtll [V (5)lall
< CsllV( () |2l (5) | - (2.10)

Unter den gegebenen Voraussetzungen haben wir die H?2-Regularitit der
Poisson-Gleichung und zusammen mit (2)

IV @)zl ()2 < Call 19(5)Pllz2 ()l 2 = Cull()lZe- (211)

Fiir den dritten Summanden verwenden wir zunachst wieder den Sobolev-
schen Einbettungssatz 1. Wir erhalten damit

IV (s)Adp(s)llz2 < V()= [A%()]| 22 < Cs[[V (4 ()| 2| A () ] 22
Mit der H2-Regularitit der Poisson-Gleichung und (2) erhalten wir dann

IV (@ () lm2ll A (s)llz2 < Coll ()P llz2 ()l 2 < Crllp(s) 7o

Damit haben wir insgesamt folgende Abschétzung bewiesen

to+h
19 (to + )|l a2 < Csl| A (to + )| L2 <Csl|Av(to)||L2 + 09/ [0 (s) |52 ds

to
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und erhalten mit dem Gronwall-Lemma &

Csll¢(to)l w2
Woltox Dl ST=G ot

Aus dieser a-Priori Abschidtzung kann man dann die Behauptung fiir
geniigend kleine Zeiten 7 > 0 ableiten. U
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KAPITEL 2. ANALYTISCHE VORBEREITUNGEN



Kapitel 3

Zeitintegrationsverfahren

Wir untersuchen im Folgenden einige Verfahren zur Losung der Schrodinger-
Poisson-Gleichung:

.0
ot == AU+ VY,
_AV :"l/}|27

(3.1)

mit entweder

(D) Dirichlet-Randbedingungen auf konvexem Gebiet €2 oder Gebiet
Q mit C*-Rand

oder

(P) periodischen Randbedingungen.

Die Integrationsschemata basieren auf dem Ansatz der Exponentiellen Inte-
gratoren. Wir werden die Stabilitdt der Verfahren untersuchen und Fehler-
abschétzungen fiir die Semidiskretisierung in der Zeit beweisen.

33
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3.1 Exponentielles Euler-Verfahren

Ein naheliegender Ansatz eines Verfahrens zur Losung der Schrodinger-
Poisson-Gleichung (1.1) ist das Exponentielle Euler-Verfahren. Wir werden
zeigen, dass dieses Verfahren unabhéngig von der Ortsdiskretisierung Ord-
nung eins hat. Wir werden im Folgenden den Hamilton Operator

H=H() = A+ V()

als iibliche Abkiirzung verwenden. Die Idee des Verfahrens basiert auf der
Variation-der-Konstanten Formel fiir den Differentialgleichungsteil umge-
schrieben zu

25(0) = HGa(t)0(t) + [V0(0) — V(o))

Die Variation-der-Konstanten Formel fiir diese Gleichung ist dann

Bt + 1) = exp(LH () b(t)

?

; / exp( B (1)) (V (0t + ) — V(0 (b + 5) ds. (3.2)

[ ]

Wir vernachléssigen den Integralterm und erhalten damit das folgende Ver-
fahren zur Schrittweite 0 < h:

_Avn - \%\2
H,=-A+V, (3.3)

h
wn+1 = eXp( Hn>wn

l

Die Konvergenz des Verfahrens weisen wir auf einem Zeitintervall [0, ] nach,
dessen Liange im Wesentlichen der Linge des Regularitéitsintervalls [0, t*] aus
Satz 3 entspricht. Insbesondere ist £ unabhéngig von der Schrittweite h. Eine
Besonderheit des Beweises dieses Satzes liegt darin, dass die Glattheit der
numerischen Losung in den Beweis der stabilen Fehlerfortpflanzung eingeht.

Satz 4

Fiir die Schrédinger-Poisson-Gleichung mit Randbedingungen (D) oder (P)
gelte: Sei 1(t) € H? fiir t € [ty,t*]. Dann gilt fiir die die numerische Appro-
ximation 1, an die exakte Losung 1(t,)
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wobei die Konstante von der H?-Norm der exakten Lésung auf dem Inte-
grationsintervall und der H'-Normen der numerischen Lésung abhéngt, aber
unabhédngig von n und h mit nh < t* ist.

Lemma 11 zeigt, dass auf einem von h unabhingigen Intervall die H2-Normen
und somit auch insbesondere die H!'-Normen der numerischen Losung be-
schrénkt bleiben.

Wir werden im folgenden mehrfach auf das folgende Lemma zuriickgreifen:

Lemma 9

Sei Q C R? wie im Satz 4, V(¢(ty + s)) und V(¢ (to)) die Lésungen des
Poisson-Problems zu den entsprechenden Wellenfunktionen. Dann gilt fiir
geniigend kleine s € R

IV (#(to + 5)) = V(@ (to)) |2 < Cls| _max|sh(€)][e,

fe[to,t0+s]

wobei die Konstante C' unabhédngig von s und v (t) ist.

Beweis:

Wegen der H2-Regularitit des Poisson-Problems kénnen wir zunichst wie
folgt abschétzen

IV ((to + 5)) = V(@ (ta))ll = < Cull [(to + 5))I” = [¥(to) || 2.

Wir entwickeln [¢)(tg + s))|? nach Taylor um ¢,
2 2 ° 8 2
It + 5D = otz =1 [ SHOOF delun
£=0
Es gilt

PPN
SV =2 Re@EH(©))

Damit konnen wir nun obigen Term weiter abschétzen. Es gilt

ot + 8))* = [t (to) *l|2 < /0 19 (€) ()l < /0 () 1o 19(€) .2



36 KAPITEL 3. ZEITINTEGRATIONSVERFAHREN

und mit dem Sobolevschen Einbettungssatz dann

I (to + $))I* = [¥(to)Pllze < /0 ()2 1) ] 2.

Somit bleibt die Zeitableitung abzuschéitzen. Dazu setzen wir die Differenti-
algleichung ein

196) 2 = H((€)(E) o
= (~A%(E) + VO e
<AV a2 +HIV W) 1 I(©)]12)

<C2l[$ (&)l 2

und verwenden den Sobolevschen Einbettungssatz. Damit ergibt sich

Collo (a2 + IV () e <Cs([[9 ()l m2 + [V ((E) | ar2)-

Wieder verwenden wir die H2-Regularitit der Poisson-Gleichung und Lemma
2 und erhalten

IV ()2 < Call [(€)1* N2 < Callvb (&) 2.

Insgesamt gilt also

0
15518 (P12 <Csl[ ()72

Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir die Behauptung. 0

Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir nun eine Aussage iiber den lokalen Fehler
beweisen:

Lemma 10 (Lokaler Fehler)

Sei Q C R? wie im Satz 4. Fiir die Schridinger-Poisson-Gleichung gelten die
entsprechenden Randbedingungen (D) oder (P). Sei(t) € H? fiir 0 <t < h.
Dann gilt fiir den Fehler des Verfahrens nach einem Schritt

[ = (to + h)|l2 < CR2,

wobei die Konstante C' von der H?-Norm der exakten Lisung auf dem Inter-
vall [ty, to + h] und von der H*-Norm der numerischen Lisung abhingt.
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Beweis:

Der Fehler nach einem Schritt des Verfahrens ist
Y1 —(to + h)
1 [ h—s
| et H )V (it + 5) = V)t + ) ds.

7 ]

Fiir die L2-Norm gilt dann wegen || exp("=2H (¢(t¢)))||z2—z2 = 1 und

i

|t(to + s)|| 2 = 1 die folgende Ungleichung

lhnss — Wt + 1) 22 < / IV (W(ts + 5)) — V(@(to)) || ds.

Mit der Sobolev-Einbettung kénnen wir die L*- durch die H?-Norm
abschitzen und erhalten

IV ((to +5)) = V((to)) e < CLlV(¥(to +5)) — V(¥ (to)) [l 12

Wir verwenden jetzt Lemma 9 erhalten dann mit
1 — (o + h)|| 2 < Coh?

die Behauptung. d

Wir werden fiir den Beweis der Fehlerfortpflanzung Regularitétsaussagen
iiber die numerische Losung bendtigen. Das folgende Lemma liefert ein zu
Satz 3 entsprechendes Resultat fiir die diskrete Losung.

Lemma 11 (Regularitit der numerischen Lisung)

Sei Q C R?® wie im Satz 4. Fiir die Schridinger-Poisson-Gleichung gelten
entweder die Randbedingungen (D) oder (P). Dann gibt es zu jeder Konstan-
ten K > ||Awy||r2 eine Zeit 0 < t* = t*(K) so dass die numerische Lisung
Yy zur Schrittweite h mit hn < t* , berechnet mit (3.3) auf dem Intervall
0,t*] in H? existiert und

[AYplle <K, 0<k<n, nh<t"
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Beweis:

Wir fithren zunéchst eine weitere Differentialgleichung ein: Sei ¢ die Losung
des Anfangswertproblems

d
6= —A6+ V(U)o
¢(tn) = ¢n,

wobei 1, die numerische Losung des Exponentiellen Euler-Verfahrens zur
Zeit t,, ist. Dann gilt offensichtlich fiir die numerische Losung zur Zeit ¢,

wn-i-l = ¢(tn + h)

Wir verwenden nun dieselben Techniken wie bereits im Beweis zu Satz 3,
wenden A auf die Variation-der-Konstanten Formel fiir ¢ an und erhalten

T—S

Ao(t +7) = exp(~ T A)AG(t) + + / T (=TS M)A [V ()(s)] ds.

Wir nehmen die L?-Norm davon und erhalten dann
[Ap(to + 7)l| 2

to+7
< llexp(-Ta)ao(ta)lo+ [ flexp(-

to

T—S

A)A[V(¢n)p(s)] |2 ds

to+7
— ||1AG(to) |12 + / JA V() (s)] 22 ds.

to

Mit der Kettenregel gilt

AV (¢n)d(s)]
= AV (¥)9(s) +2VV () - Vo(s) + V(n) Ad(s).
Wir schétzen die Normen der 3 Summanden einzeln ab. Diese Abschatzungen
lassen sich hier aber im Gegensatz zu Satz 3 so durchfiihren, dass wir ein

standard Gronwall-Lemma anwenden konnen. Fiir den ersten Summanden
gilt mit der Poisson-Gleichung (1.4) und Lemma 2

1AV (n)(s)l22 = [ [¥n|*¢(5)]| 2
< Hnlo(s)ll oo [l ¢nllz2 = (140l @)l Los -

Mit Hilfe des Sobolevschen Einbettungssatzes 1 und Lemma 5 erhalten wir
dann

AV (4hn)d(5)l| L2 < Crllibnllm2l|9(s) |2 < Collbnll a2 | Ad(s) ] L2
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Fiir die Abschéatzung des zweiten Summanden verwenden wir zunéchst die
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung und erhalten

IVV(¥n) - Vo(s)l[2 < [VV () - Vo(s)| L2
< VY ()2l V()2 22

Mit der Holder-Ungleichung gilt dann

1YV () 2V () ol 22 <I| 1YV (@) 21551 V() 115
= | YV (@)l 4]l V()2 11

Wir wenden nun Lemma 1 an und erhalten

HVV@n)l2llall [Ve(s)lallie <Coll [VV () lall || 1V 6(5) 2l
< GsllV (@)l 2 ll¢(s) 2

Unter den Voraussetzungen haben wir die H2-Regularitit der Poisson-
Gleichung und zusammen mit Lemma 2

IV (@n)llm2ll¢(s)llz2 < Call [Wnl*llz2ll@(s) 2 = Csllen mll &(5) [l 12-

Nochmal schétzen wir die H?-Norm mit Lemma 5 ab und erhalten

[l a2 [0(8) |2 < Colltonl| a2l| Ag(s)]| 2

Fiir den dritten Summanden verwenden wir zunéchst wieder den Sobolev-
schen Einbettungssatz. Dann gilt

IV (n) A¢(s)l[2 < IV (n)ll e [|AG(8) ][22 < Cr [V (00n) | 2l| A (s) | 2

Mit der H2-Regularitiit der Poisson-Gleichung und (2) erhalten wir dann

IV () | 2ll Ag(s)ll22 < Csl oul*ll 22 Ad() | 2 < Collvbull a2 | Ad(s)] 2.

Damit haben wir insgesamt folgende Abschitzung bewiesen

tn+7
[A¢(En + 7) L2 < [[AG(En) |22 + CmHWHm/ 1A¢(s)|[ 2 ds

und erhalten mit dem standard Gronwall-Lemma

1AG(t + B)l12 SCral| A(t) 272",
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also fiir die dquivalente H?-Norm

l6(tn + h) 2 <Cusllo(ta)llm=e".

Wir erhalten damit, ebenso wie im kontinuierlichen Fall, dass die numerische
Losung fiir geniigend kleine Zeiten in H? bleibt, wenn der Startwert 1)y in
H? liegt. Das ist aber die Behauptung. 0

Nun zur Fehlerfortpflanzung:

Lemma 12 (Stabilitit)

Sei Q C R® wie im Satz 4. Fiir die Schrédinger-Poisson-Gleichung gel-
ten die entsprechenden Randbedingungen (D) oder (P). Sei i1, Unyq die
numerischen Lésungen zu den Startwerten i, 1, € H*, berechnet mit der
Schrittweite h. Dann gilt

énss = Gl < (L4 ACUGallirs + Wl il ) lon = dullza.

Beweis:

Sei 1,41 und @nﬂ die numerischen Losungen zu den Startwerten 1, und Un.
Dann gilt

s~ s = D H () — (L H ()0 3.4
= (exp( () — exp(SH()) o+ 05 (5 H(T) (6 — i)

Fiir die L?-Norm dieses Ausdrucks gilt also mit der Dreiecksungleichung

~ h h ~
Hwn+1 - wnJrlHLQ < H eXp(;H(?ﬂn)) - eXp(;H(wn»)wnHLz
h ~ ~
+ [l exp(5 H (%)) (U = ¥l 2.

Der zweite Term ist aber wegen der L2-Isometrieeigenschaft von exp(2H (¢,,))
h__ -~ ~ -
Fexp(ZH () (n = ¥n)llzz = 19 = Yl 2.
Bleibt also die Untersuchung des ersten Summanden. Zuerst schreiben wir
die Differenz der Exponentialfunktionen mit Hilfe von Lemma 7 um. Wir
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haben also

(eXp( (@Z)n)) - eXp( (%)))%
_! / exp(P=9) ") HO)HW,) ~ H) exo(H ()i, db.

i i
Fiir die L2Norm des Integranden gilt mit H(¢,) — H(¢n) = V(1) — V (¢n)

(h=0) wn))[H(%)_H@n)]exp( wn)wnnp

= [|[V (%) = V()] eXp( H () n |l 2-

[ exp(-——

Wir schétzen hier mit der Holder-Ungleichung weiter ab und haben dann

“[V(Qﬂn)_v(&n)] exp( (%))%Hm
< ||V(¢n) - (¢n)||L4|| exp( (%))%Hm

(3.5)

Die L*-Norm des ersten Terms lésst sich wegen Lemma 1 durch die H'-Norm
abschétzen. Weil V(¢,,) — V(¢,,) die Losung der Poisson-Gleichung

—A(V(%) - V(&?l)) = |¢n|2 - |77Z~Jn|2
ist, konnen wir wie folgt abschétzen:
IV (4n) = V(@) < Csll [tbal? = [9nf* |-
Die H~!-Norm ist aber definiert durch

(T — / 01l — [ ]?) d,

nEHlyHnHHl:l

deren Betrag wir wieder mit Hilfe der Holder-Ungleichung mit p = 4 fiir den
Exponenten bei  und ¢ = 4/3 beim zweiten Faktor mit

[ 000 = 1902 do < sl 6l = 19071, 4

abschitzen. Wieder ist die L*-Norm dominiert durch die H'-Norm von 7,
welche aber nach Voraussetzung 1 ist. Fiir den verbleibenden Term faktori-
sieren wir wie folgt

|¢n|2 - |r¢~}n|2 = (|wn| + |szn|)(|¢n| - |@En|)
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und wenden auf die Norm in der Integralschreibweise

4
3

Il = 1615 = ([ 0l 41830 = 1 o)

die Holder-Ungleichung an. Wir erhalten

3
2

N oRlw

I l® = 1alPll g < (10l + () $ 1l (6l — [GaD)3]

= [l I¢nl + I@JHMH ¥ —N\WHB
<[ ol + [¥nlll o l1n = ¢l L2

Die L*-Norm schiitzen wir abermals mit der H!-Norm ab. Aus dem Integral
der Lange h gewinnen wir noch einen Faktor i und erhalten fiir die Differenz
der Exponentialfunktionen

Nexp( H () — exp(EH(5,))) bl (3.6)

l l

< Cah([Yullan + 1alla) 1l 00 = dallze. (3.7)

Betrachten wir nun noch den zweiten Summanden aus (3.5). Wir schétzen
zundchst mit Lemma 1

| eXP(OH(l/Jn))%Hm < Call eXP(QH(%))%IIHl

i i
ab. Die H'-Norm ist #quivalent zur Energienorm

0]l = (&, H(¥n)¢) L.

Diese ist aber wegen der Energieerhaltung der Schrodinger-Gleichung bei
konstantem H (v,) konstant: Diffenziert man diese Norm fiir eine Losung
Y € H? der Schrédinger-Gleichung

d
—¢ = H(¢,)o.
50 = H{n)o
nach der Zeit, so erhélt man wegen des zeitunabhéngigen Hamiltonoperators

(0 H()0) 1 = 2Re( 5o, H(Y)6)12 = ~2Re(iH ()6, H(1)6)sz = 0.

Was die Erhaltung der Energienorm bedeutet.
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Zusammengenommen haben wir damit also die Behauptung. U

Jetzt haben wir alle Bausteine um Satz 4 zu Beweisen.

Beweis:

Lemma 10 liefert uns die notige Aussage iiber den lokalen Fehler. Die Existenz
der numerischen Losung in H? erhalten wir aus Lemma 11, mit dessen Hilfe
wir fiir beschrinkte Zeiten die Voraussetzungen fiir die Fehlerfortpflanzung
aus Lemma 12 erhalten. Diese Ergebnisse liefern die Aussage iiber die globale
Fehlerschranke mit Standardmethoden, wie man sie zum Beispiel in [HNW87,
S 159ff] findet. Wir erhalten damit die Behauptung des Satzes. O

Zu bemerken wére noch, dass in diesem Resultat die Glattheit der numeri-
schen Losung in Form der H'-Norm eingeht.

3.2 Symmetrisches Exponentielles Schema

Wir wollen nun ein symmetrisches Verfahren, basierend auf dem Exponenti-
ellen Euler-Verfahren (3.3), vorstellen. Wir werden damit globale Ordnung 2
erreichen.

Ein naheliegender Ansatz ist, die Hamiltonfunktion im Mittelpunkt des Inte-
grationsintervalls zu berechnen. Damit erhalten wir dann das folgende sym-
metrisierte Euler-Verfahren

_Avn = WHQ
H,=-A+7,
2h
wn—i-l - eXP( Hn),lvbn—l-

?
Fiir den Startschritt verwendet man einen Schritt des exponentielle Euler-
Verfahrens aus dem vorigen Abschnitt.

Satz 5
Sei (t) € H? fiir t € [ty,t*] im Fall periodischer Randbedingungen (P) oder
Y(t) € H¥N H} fiir t € [ty, t*] im Fall Dirichlet-Randbedingungen (D). Dann
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gilt fiir die die numerische Approximation 1), an die exakte Losung 1) (t,,)

||1/)n - ¢(tn>|| S Oh27

wobei die Konstante im Fall (P) von der H*-Norm oder im Fall (D) von
der H3-Norm der exakten Losung auf dem Integrationsintervall und der H*!-
Normen der numerischen Lésung abhéngt.

Zum Beweis des Satzes benotigen wir folgende Lemmata:

Lemma 13
Mit den iiblichen Bezeichnungen gilt

II(GXP(§H(¢(%))) = DH(ta)) " ze—12 < |s].

Beweis:

Die Funktion z — (exp(iz) — 1)/x ist fiir 0 # 2 € R durch 1 beschrénkt.
Dann gilt mit Hilfe des Spektralsatzes fiir unbeschréankte Operatoren

I (exp(SH((ta))) = DH(W(t) ™ 2r

< r?gé( |(exp(—is§) — 1) /¢|

< max|(exp(—isg) — 1)/(s8)|s] < |s].

Lemma 14

Sei Q) C R? wie im Satz 5. Fiir die Schrédinger-Poisson-Gleichung sollen die
Randbedingungen (D) gelten. Fiir ¢ € H? ist (Ay)? +¢YA%) € H~'. Daher
ist das Randwertproblem

V0o =0

im schwachen Sinn wohlgestellt. Fiir die Lésung V' € H} gilt
VIl < Clll|Fs,

wobei die Konstante C' unabhéngig von v ist.
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Beweis:

Wir verwenden den Standardansatz, um eine schwache Losung des Randwert-
problems in H} zu bekommen. Sei 1) zuniichst geniigend glatt vorausgesetzt.
Multiplikation mit der Testfunktion ¢ und Integration ergibt dann

_(777 AV')L2 = (n7¢A2¢))L2 + (777 (A¢)2>L2-

Wir suchen eine Lésung in H}. Daher setzen wir fiir die Testfunktion 7
ebenfalls voraus, dass sie in HJ liegt. Partielle Integration ergibt

/Q V- UV dr = (n, 0A%) 0 + (0, (AD)) (3.8)

Die Randterme verschwinden wegen der Wahl der Testfunktion. Zu zeigen
ist also, dass die rechte Seite von (3.8) eine beschriankte Linearform

L(n) = (,0A%0) 2 + (n, (A)?) 2 (3.9)

von H! nach C ist. Dann erhalten wir wegen der Elliptizitiit der Bilinearform
auf der linken Seite und mit dem Satz von Lax-Milgram die Existenz und
Eindeutigkeit einer solchen Funktion V € H*!.

Dazu betrachten wir die Terme auf der rechten Seite genauer. Wiederum
wenden wir partielle Integration an und erhalten dann mit der Produktregel

(. 08%0)1: = [ iy da
Q
- [ V) V(aw) do
= [ovn- Vs dr+ [ 4900 i
Q Q

Die Randterme verschwinden wieder wegen n|gq = 0. Also gilt fiir den Betrag

(7, 6 A% 12| <] / 6V - V(AY) da] + | / V- V(A) el (3.10)
Q Q

Wir schéitzen das erste Integral in (3.10) mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung ab

| / BV V(AY) di] <| / IVnla| V(AY)], dal
Q Q

<|lebl =] / Vol V(A da
<ol [Vnlall el V()]
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Zusammen mit der Poincaré-Ungleichung und der stetigen Einbettung
H? C L™ erhalten wir

|/¢Vn-V(A¢) da| <|[¢lla=lnlla 9]
Q

Das zweite Integral in (3.10) kann man mit &hnlichen Argumenten durch

| / V- V(AY) d] < || [Velalli=lnllzell 1V (A%)s o2

abschitzen. Wieder mit der stetigen Einbettung und der Poincaré-
Ungleichung erhalten wir

| / 1V - V(AB) de] <[l s

Um die Stetigkeit von L(n) zu zeigen bendtigen wir noch das zweite Skalar-
produkt in (3.9). Wir integrieren wieder partiell und wenden die Produktregel
an:

(7, (D)) 12 = /Q nAYAY d
— [ Vnaw)ve ds
:/ AyYVn - Vi dx + / nVAY -V dz.
Q Q

Die Randterme verschwinden wieder wegen 7|sq = 0. Die beiden Inte-
grale lassen sich mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, der Poincaré-
Ungleichung und der stetigen Einbettung abschétzen. Fiir das erste Integral
gilt

| /Q AV -V de]| <| /Q AG|Tla| V], de]

< 1Vl ] / M|Vl de|

<I IV lall e |AP] 2| Vo]l 22
<Cll¢llas 1ol m=linlla-
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Fiir das zweite Integral gilt

| / WA -V da| <] / DIV ALV de]

< 1Vlll| [ VAl di
Q

<V lallzoellnllz2 | 1V A2 22
<Cllllasllnll 2l as-

Insgesamt haben wir damit

L] < Clelslnllm

bewiesen. Also ist L stetig und wir erhalten eine schwache Losung V' der
Poisson-Gleichung in H'. Aulerdem erhalten wir fiir die H~!'-Norm

Ll g1 < Cll9l|5s-
Damit und mit der H'-Abschiitzung in [Bra97, §3] erhalten wir also
V[ < Cllgl1 s

Insgesamt ergibt sich damit die Behauptung. U

Fiir den Fall periodischer Randbedingungen kann man bei vorigem Lemma
auch mit einer schwéchere Voraussetzung auskommen. Daher noch das fol-
gende

Lemma 15

Sei ) C R? wie in Satz 5. Fiir die Schrédinger-Poisson-Gleichung sollen die
Randbedingungen (P) gelten. Fiir ¢p € H? ist (Av)? + ¢y A*) € H=2 Daher
ist das Randwertproblem

—AV = (AY)* + pA™)

mit periodischen Randbedingungen im schwachen Sinn wohlgestellt. Fiir die
Losung V € L? gilt

IVilze < Cllell 7,

wobei die Konstante C' von 1) unabhéngig ist.



48 KAPITEL 3. ZEITINTEGRATIONSVERFAHREN

Beweis:

Wir wollen eine schwache Formulierung des Poisson-Problems verwenden und
Losungen in L? suchen. Sei in diesem Fall n € H?. In der Gleichung (3.8)
konnen wir dann ein zweites Mal partiell integrieren und erhalten

—(An, V)2 = L(n).

Die Randterme verschwinden wegen den periodischen Ridndern. Wie wir in
(2.2) gesehen haben reicht es in diesem Kontext zu zeigen, dass L € H2(2)
ist.

Wir betrachten wieder zunéchst den ersten Term aus (3.9). Mit zweimaliger
partieller Integration gilt

(0, Y A*P) 2 = (), A*) 2 = (A()), Ayp) .

Wieder verschwinden die Randterme wegen der Periodizitdat. Wir verwenden
die Poincaré-Ungleichung

|, A" ) 2] < APz A¢ 22 < Cullndl| 2| 2
und erhalten dann mit Lemma 4
|(m, 0 A%)) 2| < Collnl| =11 -
Betrachten wir nun den zweiten Term aus (3.9). Es ist
(1, (A¥)*) 2 = (nAy, A) 2

und damit mit der Poincaré-Ungleichung

(0, (A¥)*) 2] < [InA |2 [ Al 2.
Wir verwenden jetzt Lemma 2 und erhalten also

|0, (Av)*) 2] < Csllnll 2| A 2| Apl| 2 < Cillnll |30 13-

Insgesamt haben wir jetzt also bewiesen, dass L(n) eine stetige Linearform
auf H? ist und erhalten damit, dass V € L?. Es gilt sogar mit Lemma 6

IVlize < Clllle

und damit die Behauptung. U
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Lemma 16

Sei Q) C R3? wie in Satz 5. Fiir die Schrédinger-Poisson-Gleichung sollen die
Randbedingungen (D) gelten. Sei 1)(t) € H? eine Lésung der Schrédinger-
Poisson-Gleichung. Dann gilt

d2
I

wobei die Konstante C' unabhéngig von 1) ist.

V()2 < CUR )72 + I (0)7),

Beweis:

Zunéchst betrachten wir die erste Zeitableitung des Potentials

d

d 9 i
—= AV (1) = — [ () = 2Re(v(H)P(1)).

Damit erhalten wir zusammen mit dem Sobolevschen Einbettungssatz und
der H?-Regularitit der Poisson-Gleichung eine Abschitzung fiir die L°°-
Norm

d d .
15 V@)= < V) ae < 2lb )0 (@)] 2. (3.11)
Fiir die zweite Zeitableitung erhalten wir dann

d2 2 o .

—ISAV((D) = TR = 2Re(() + w(B)().

Betrachten wir nun die zweite Zeitableitung von (t). Dazu differenzieren
wir die Differentialgleichung ein zweites Mal und erhalten zunéchst

d

i(t) = 5 [0 (0) + V(0)0(0)]
= A () + VO 60+ VO,

Wir setzten die Differentialgleichung abermals ein und erhalten

B() = ~D9(0) + AV + 1o VO] ()
+ V() Ap(t) — V((1)*(1).
Wir spalten 45V (1(¢)) in zwei Summanden auf. Sei V;(4(t)) so, dass gilt

i
—AVI(¥(t)) = A%(t) + (Av(t))?,
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wobei
Vi(y(t)) =0
auf 0€). Sei V5(1)(t)) definiert durch

d2
T
Damit gilt fiir V2(¢(¢t)) die partielle Differentialgleichung

—AVa(4(t)) = 2Re[ — Ap()V (0 (1)1 () — V(4 (1)) (£) Avp ()

Va(9(t)) = =5V ((1)) = 2Re(Vi(4(1))).

+ V(Y ()) OV () (1) + L (E)AV (4 () (1)
+¢() 2 V@) 9(8) — vV () Av(?)
+1/J() ( ()" (1))

Wir wollen nun die L?-Norm von %V(w(t)) abschétzen. Fiir die Norm von

Vi(+(t)) haben wir in Lemma 14 gezeigt, dass sogar die H'-Norm von V}
durch

Vi@ @)l < Vi@ @)l < Cll )|l

beschriinkt ist. Bleibt noch die L?-Norm von V5(3(t)) abzuschitzen. Man
betrachtet zuerst

1AV (@)@ 2 < [AY@ 2 [V (D)) oo [ ()] o

Mit der H2-Regularitit und dem Sobolevschen Einbettungssatz erhalten wir
also

1A%V (@ (0)(E)]| 22 < Cullyp(t)l[32-

Analog dazu erhalten wir auch fiir den zweiten und sechsten Term

IV (@) () Ap(#) 2 < Crllv(®)llz2,
[ @OV () Ap()][z2 < Cullp(t)l[32-

Fiir den dritten Term erhalten wir mit denselben Argumenten

V@)@V () )|z < V@) oo [P | oo [V (P () L= 19 (B)]] 22
< Collo(t) I3
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Analog dazu erhalten wir fiir den letzten Term ebenso

[V (@) $@)lz2 < Coll (@)l

Fir den vierten Term erhalten wir zunachst

[ OAV (@)l < W) 1< [AV (1 (2))]] 12
=[Ol Ze 11 )| e

Wir setzten die rechte Seite der Poisson-Gleichung ein und erhalten wieder
mit der stetigen Einbettung H? in L> beziehungsweise L*

@AV @)Yz < @) 1|88l 73-

Den fiinften Term schéitzen wir mit Hilfe der Sobolev-Einbettung und (3.11)
ab:

o(0) % V@O G(0)lze < a5 VRO = 001

< Callp () |2 1)) 22
< O3 (8) 172 19 (2) ] 2.

Wir setzten nochmal die Differentialgleichung ein und erhalten analog zu den
Argumenten im Beweis zu Lemma 9

IIw(t)% V()] 9(t)]l2 < Callto() I3

Insgesamt erhalten wir dann mit der H?-Regularitit der Poisson-Gleichung
fiir V5(¢(t)) die Abschétzung

IVa(b(t)ll2 < Cs[[9(t) 13-

Damit ergibt sich die Behauptung. 0

Lemma 17

Sei Q C R? wie im Satz 5. Fiir die Schrédinger-Poisson-Gleichung sollen die
Randbedingungen (P) gelten. Sei)(t) € H?(Q) eine Losung der Schridinger-
Poisson-Gleichung. Dann gilt

d2
=5V @O)llez < Clo O e,

wobei die Konstante C' nur von der H?-Norm der exakten Ldsung (t)
abhéngt.
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Beweis:

Der Beweis lauft weitgehend analog zum Beweis des vorigen Lemmas 16. Die
Terme, die im Potential V; () zusammengefasst sind, werden hier allerdings
mit Lemma 15 durch

IVi(w ()l < Cllo(t)|I3

abgeschétzt. Zusammen mit den Abschéatzungen fiir V2(¢(t)), die ohnehin
durch die H2-Norm von 1)(t) abgeschitzt wurden, ergibt sich damit die Be-
hauptung. 0

Nun der Beweis des Satzes 5:

Beweis:

Wir betrachten zuerst den Defekt in einem Schritt und beginnen wieder mit
der Variation-der-Konstanten Formel

Bt + 1) = exp(LH (6 ) t)

i

h — S
+ [ e WD) (V0 + 5) = VD) +9) ds (.12

und derselben Gleichung fiir —h

Dt~ ) = exp( () (1)

+ [ exp (TR HE DTVt +9) = V)t + 5) ds

?

Multiplikation von links mit exp(2H (¢(t,))) ergibt
exp( (1))t — h) = (i)
—h s
b [ e HI) TV +9) = V)i +5) ds

Wir l6sen nach ¢(t,,) auf und setzen dann in (3.12) ein

Yt -+ ) = exp( S H0) (0 — 1)

+/’wmhfSﬂwwm»hvwwn+ﬁ»—kum»w%+@ds

h 1 ?
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Der Defekt im n-ten Schritt ist dann also gerade der Integralterm

o = ¥lt+ ) = exp( S H (1)) 1 — )

h — S
= /h eXp(h . H(@/ﬂ(tn)))l(v(@b(tn +5)) = V(¥ (tn))Y(tn + s) ds.

1 ]

Wir teilen den Integralterm wie folgt in zwei Integrale auf:

d, = /_h(exp(h - 2 H (4 (t)) — 1)%(v<¢(tn 4 8)) — V() (t, + ) ds
(3.13)

[ S0l ) = V@) + ) ds. (3.14)

Betrachten wir zunéchst das erste Integral (3.13). Wir fiigen hier die Identitét
H(¢(t,)) ' H(¢(t,)) ein und erhalten fiir den Integranden

h—s

H((tn))) = DH ()™
Hw(tn))l(vwm +5)) = V(1(tn))) 9 (tn + 5)

1

(exp(

Nehmen wir nun die L2-Norm, dann erhalten wir mit Lemma 13

—CH@ () = DH @) r2r2

)
HH (4 (8n))(V (h(tn + 5)) = V((En))) 9 (tn + )| 12
(&

(
< |h = s|[[H (@) (V (@ (tn + 5)) = V(¥ ()0 (tn + 5)l| 2
(3.15)

e

Zur Abschitzung der verbleibenden L2-Norm betrachten wir zuniichst noch
einmal den Ausdruck ohne Norm. Wir setzen die Definition des Hamilton-
Operators ein

H(p(ta))V (@t + 5)) = V(9 (tn))]00(En )
= AV (@t + ) —

V@)V (@t + 5))
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und untersuchen die einzelnen Terme etwas genauer. Fiir (3.16) erhalten wir
unter Verwendung der Poisson-Gleichung

—AV (@t + 5)) = V(@ (ta))]¢(tn)
= [AV(¢(tn + 5)) = AV (4 (tn))]10(En)
= [l (tn + 8)I* = [ (ta) Pl (tn).

Dann gilt fiir die L2-Norm von (3.16)

IAIV (@t + 5)) = V(@ ()] (En)]| 22
< Nle(ta + 8)I* = [ (ta) Pl (ta) | 2
< ()l Il 19 (tn + $)* = [ (ta) ]| 2. (3.18)

Den Term (3.17) betrachten hier in der Norm und verwenden den Sobolev-
schen Einbettungssatz und die H2-Regularitéit des Poisson-Problems. Damit
gilt dann

IV EV (4t + ) = V(& (Ea)][0(En) ] 22
< V@ EDNe= IV @t + ) = V@)L= [ (En)] 22
< GV @) 21V (0 (tn + 5)) = V(& (En))]] 2
< Coll [ ()Pl call [(tn + 9)* = [ (tn)*l 2
< Coll(tn)llzoe N(ta)llze || [W(tn + 9)F = [(tn) [l 2,

eine Abschitzung vom gleichen Typ wie zuvor fiir (3.18). Wir verwenden wie-
der den Sobolevschen Einbettungssatz fiir ||¢(¢,)|/z~ und dann den Beweis
zu Lemma 9, um || [¢(t, + s)|* — [1(¢,)|?]|z2 abzuschitzen, und erhalten fiir
die L?-Norm in (3.15)

IH @ () (V (@ (tn + 5)) = V()¢ (tn + )| 2
< Csl[9(tn) || 12 5] (ax [t + €z

Zusammen mit dem Integral erhalten wir also fiir die L>-Norm von (3.13) die
Abschéatzung

K

Damit haben wir gezeigt, dass (3.13) in der GréBenordnung O(h?) ist.

CH () — D)3 (V0 +5)) = V)l + 5) ds]
< Cun it e a9t -+ €) e
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Betrachten wir jetzt den zweiten Term (3.14). Wieder ersetzen wir ¢ (¢, + $)
durch die Variation-der-Konstanten Formel (3.2) und erhalten dann

/ [V (t)) — V(W (tn + )t + 5) ds

= [ W00 = Vit + D espGH@E)) () ds+ . (619)
wobei der Rest durch

- / V@(ta)) = V(@(ta + 5))

—h

1 ]

/0 Cexp T H@(t)) S (V (Wt +0)) — V(1)) (b + o) dor ds

gegeben ist. Wir betrachten dazu zuerst die L?-Norm des inneren Integrals

I expl T HO D)V (lta +0) = V() olt + ) dol

Wir verwenden den Sobolevschen Einbettungssatz, wenden Lemma 9 an und
erhalten dann fiir den Integranden

IV (@t + ) = V() = [t + 0]
< GV (b(ta + 0)) = V((t)
< Gilo| _ max__[4() e

[n O,lnT0

/ IV @t + ) = VD [t + o)l do

Fiir die L?-Norm des Restterms r; erhalten wir zunéchst

fe[tnfsytn‘i’s]

h
Irellze < 07/h IV (@ (ta +5)) = V(@(ta)llzws” _ max (&)l ds
und wieder mit Hilfe der Sobolev-Einbettung und Lemma 9

<C 4, ht.
Irilze < s max A€

Fiir die weitere Abschétzung schreiben wir das Integral in (3.19) als

h S
/ [V ((tn)) = V(¥ (tn + s))] exp(=H (¢ () (tn) ds

h 1

- / [V ((t)) — V(b + )6(ta) ds + 12

h
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mit

h
r= [ V@) - VOl + e HOw) - Do) ds

h

Die Norm des Restes lédsst sich wieder mit dem Sobolevschen Einbettungssatz
und Lemma 9 abschétzen

h S
I72llz2 < / IV @) = V((ta + 8))ll=ll(exp( H (W (¢0)) — D)t (ta) |2 ds

<Gy max - [9(¢ ||H2/ [s[ II( eXp H(p(tn))) = D (tn) |22 ds.

E€[tn—h,tn+h]

Die Norm im Integranden schétzen wir mit Hilfe von Lemma 13 ab:

| (exp(=H (W () = D)ib(ta)]22
u<exp<j ((tn))) = D/H((t)) H (0 (ta)) 0o (t) | 2

< Il(exp(iH(w(tn))) = DHW(t)) " ez 1H @ (L)) (ta) [ 22
< [s[[[H (¢ (tn)) o (En)| L2

Damit erhalten wir fiir den Rest

Irallz2 < Cro max ()l 19 (ta) | m2h®.

E€[tn—h,tn+h]

Im verbleibenden Integral entwickeln wir das Potential V(¢ (¢, + s)) nach
Taylor und erhalten zunéchst

| V@) = Vit + sl ds

h

hq
_ / sV ((t)(t,) ds

__/ / S_TdtQ Dltn + 7)) drib(ty) ds

Das Integral iiber die erste Ableitung verschwindet wegen den symmetrischen
Integralgrenzen. Daher gilt fiir die Norm

1] W) = Viwlta + )Iot,) dsl

<

() |5V €N iz 1

£€[tn h tn+h]

D~
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Mit Hilfe von Lemma 16 kénnen wir dann die zweite Ableitung des Potentials
durch die H3-Norm von v abschétzen. Im Fall periodischer Randbedingungen
reicht mit Hilfe von Lemma 17 sogar die H*-Norm. Insgesamt haben wir
damit bewiesen, dass

Idn|lz2 < Ch?

gilt, wobei die Konstante C; unabhéngig von V' (¢) und dessen Zeitableitun-
gen ist.

Die Abschétzung fiir die Fehlerfortpflanzung verlauft weitgehend analog
zur Abschétzung aus dem Exponentiellen Euler-Verfahren. Seien 1,1 und
1&”1 die numerischen Losungen zu den Startwerten v,,, 1,1 bezichungsweise
U, p_1. Dann gilt

st = Gasr = xp(HH )1 = exp(HH (D)) (3.20)
= (exp(SH () — exp(r H(G) 1 + 05p(F H () oy — Gr)

Die Differenz der Exponentialfunktionen lisst sich wie in (3.6) durch

h h__ ~

I(exp(5 H () — exp(5 ()1
< R ([¢nllm + [0l 1on — Pl 2

abschétzen. Ebenfalls wie zuvor gilt mit der L2-Isometrieeigenschaft von

exp(§H (¢n))

| eXP(hH(@/;n))(@/)n—l - lz’n—1)||L2 = ||77/}n—1 - @En—IHL?-

l

Damit haben wir insgesamt folgende Abschétzung fiir die Fehlerfortpflanzung
bewiesen:

||7vbn+1 - 1/;n+1‘|L2
< hCio([[nllm + [[Unllm ) [nllmllvn — Yallze + [¥n-1 — Yn-1llze-

Fiir die globale Fehlerschranke verwenden wir nun Standardmethoden wie
man sie zum Beispiel in [HNW87] findet. Die Regularitdt der numerischen
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Losung in der H*-Norm erhalten wir wie schon zuvor beim unsymmetrischen
exponentiellen Euler-Verfahren aus einer leichten Modifikation von Lemma
11. Man erhalt diese, indem man fiir den Startwert der Differentialgleichung
im Beweis ¢(t,, — h) = 1¥,_; wihlt. Und auch hier geht diese Eigenschaft in
die globale Fehlerabschitzung entscheidend mit ein. Wir erhalten damit die
Behauptung des Satzes. O

3.3 Splitting-Verfahren

Ein weiterer Verfahrenstyp, der bei einer Schrodinger-Gleichung sehr oft ver-
wendet wird ist der Splitting-Ansatz, den wir in diesem Abschnitt untersu-
chen.

Das Splitting-Verfahren lautet fiir unseren Fall

hi
2/1n+1/2 = eXP(EA)l/Jn
—~AVii10 = |wn+1/2\2 (3.21)

- h
Uny12 = eXP(;Vn+1/2)¢n+1/2
hi . »
Uny1 = eXP(EA)wnH/}
Im Fall der Schrodinger-Poisson-Gleichung ist dieses Verfahren sogar sym-

metrisch.

Das Potential V(¢) ist ein reellwertiger Multiplikator und als solcher
verdndert der Operator exp(%VnH s2) nur die Phase der Funktion ¢, nicht
aber den Betrag. Es gilt also:

n h
[Vni1/2| = |6XP(?Vn+1/2)¢n+1/2| = |Ynt1/2] (3.22)

und damit folgt die Symmetrie des Verfahrens. Daraus léasst sich aber noch
mehr ableiten. Das bedeutet, dass fiir eine Losung der Differentialgleichung

50 =V(o)6
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das Potential V' (¢) konstant bleibt, also

ot + ) = exp(LV (6(0) (1)

i
die obige Differentialgleichung fiir ¢ sogar exakt 16st.

Fiir unser Splitting-Verfahren heisst das aber, dass es ein Splitting in zwei
exakte Losungsfliisse ist. Der Fehler, der beim Berechnen des Verfahrens ent-
steht, also nur durch das Splitting des Hamilton-Operators in die beiden
Anteile.

Wir werden nun die folgende Aussage iiber den globalen Fehler des Splitting-
Verfahrens beweisen.

Satz 6

Fiir die Schrédinger-Poisson-Gleichung mit Randbedingungen (D) oder (P)
gelte: Sei 1(t) € H? fiir t € [to,t*]. Dann gilt fiir die numerische Approxima-
tion v, an die exakte Losung ¢(t,)

wobei die Konstante von der H?-Norm der exakten Lésung auf dem Inte-
grationsintervall und der H'-Norm der numerischen Lésung abhéngt, aber
unabhéngig von n und h mit nh < t* ist.

Eine Verbindung der im folgenden Beweis entwickelten Techniken mit de-
nen aus [JLOO, Lub04] wiirde es ermdoglichen, unter geeigneten Regularitéts-
voraussetzungen Fehlerschranken zweiter Ordnung zu erhalten. Wegen des
erheblichen technischen Aufwands wird dies hier aber nicht im Detail durch-
gefiihrt.

Um die Fehlerschranken der Semidiskretisierung des Splitting-Verfahrens zu
untersuchen, linearisieren wir die exakte Losung sowie das Verfahren selbst
mit Hilfe der Lie-Ableitungen. Die dann verwendeten Techniken bauen auf
[Lub04] und [JLOO] auf. Im néchsten Abschnitt sammeln wir daher einige
Grundlagen und Eigenschaften der Lie-Ableitungen. Als gute Referenz zu
diesem Thema hat sich [HLWO02] erwiesen.
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3.3.1 Lie-Ableitungen

Sei X ein Banachraum und F': D(F) C X — X. Dann ist mit der Differen-
tialgleichung

d
Sult) = F(u(t))

durch die Losung zum Anfangswert uy = u(ty) der Losungsfluss

(1) = u(t)

definiert. Der Lie-Differentialoperator Dr angewandt auf einen Operator G
ist dann definiert durch

mezéom%w» (3.23)

Dieser Ausdruck ist definiert fiir Gateaux-differenzierbare Funktionen G. Fiir
Frechet-differenzierbares G' wird dies zu

DrG(u) = G'(u)F(u).

Desweiteren definieren wir zunachst durch
(exp(tDp)G) (u) = G(pp(u)) (3.24)

die Exponentialfunktion auf einem Lie-Differentialoperator Dp.

Wir werden den Vertauschungssatz benotigen:

Lemma 18 (Vertauschungssatz)
Seien @l und @k, die Losungsflisse zu u' = F(u) und v’ = G(u). Dann gilt

(¢ © @) (u) = exp(sDg) exp(tDp)I(u).

Beweis:

Der Beweis ergibt sich unmittelbar durch zweimalige Anwendung der Defi-
nition (3.24). O

Der Lie-Exponentialoperator liasst sich wie gewohnt nach einem reellen Pa-
rameter ableiten. Folgendes Lemma zeigt dies:
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Lemma 19
Sei F': X — X, h € R, so ist die Exponentialfunktion nach t differenzierbar
und es gilt

%exp(tDF) = Drexp(hDp) = exp(hDp)Dp.

Beweis:

Wir fithren die Ausdriicke auf die urspriingliche Bedeutung zuriick. Sei G :
X — X und v € X. Dann ist nach Definition

%(exp(tDF)G)(U) = %(G o @) (u).

Ebenso gilt nach Definition
(Dr exp(hDp)G)(u) = (Dr(G o ¢))(w).

Weiters ist nach Definition der Lie-Ableitung

(@ P o op)(u). (3.25)

d
(Dr(G o ¢ (w) = =

Wir kénnen die beiden Losungsfliissse zusammenfassen und erhalten mit

a
dr

d

(Gogropp)(u) = | (Gopp)(u) = (G owp)(u)

=0 T=t

den ersten Teil der Gleichung.

Setzen wir wieder bei (3.25) an und vertauschen die beiden Losungsfliisse zur
selben Differentialgleichung, so ist

d
dr

d

(Goghowh)(u)=—

| (G ok o gk)(u).

=0

=0

Damit erhalten wir mit den Definitionen (3.24) und (3.23) wieder

d

e (exp(hDp)(G o ¢F))(u)

7=0

= (exp(hDp)DrG)(u).

. d
(Gowhoph)(u) = -

7=0

Also auch den zweiten Teil der Gleichung. O
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Der Kommutator zweier Vektorfelder ist definiert durch

FGI= 5| (F(e) ~Glgh) (3.26)

Falls F' und G Frechet-differenzierbar sind, ist diese Definition dquivalent zu
[F,G] = F'G—G'F.
Die Lie-Klammer zweier Lie-Differentialoperatoren ist definiert durch

[DF, Dg] = DFDG — D(;DF

Die Lie-Klammer kann mit dem Kommutator in Verbindung gesetzt werden,
es gilt folgendes Lemma:

Lemma 20
Seien F,G : X — X Frechet-differenzierbar, dann gilt

[Dr, Dg) = Dig,r).

Beweis:
Sei H : X — X zwei mal Frechet-Differenzierbar. Es gilt

DrDcH = Dp(H'G) = H'(F,G) + H'G'F.

Bildet man damit und mit vertauschten G und F' nun den Kommutator, so
fallen die Terme zweiter Ordnung weg. Es ist

[Dr,Dg|H = HG'F — H'F'G.
Fiir die Lie-Ableitung des Kommutators gilt
Di¢pH = H'|G,F] = HG'F — H'F'G

und damit die Behauptung. 0

Nun haben wir das Riistzeug um die Fehler des Splitting-Verfahrens zu un-
tersuchen.
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3.3.2 Fehlerabschitzung

Wir definieren zunéchst die folgenden drei Differentialgleichungen

L e (t) = Datr(1) = —+ A1),
Cop(t) = V() = TV (WD) umd
Cbult) = HObu(0) = (D (t) + V(W (0) v (1)

i
mit den zugehorigen Ladungsfliissen %, (¥), ¢t (1) und ¢4 (¢). Wir werden
des ofteren folgende Lemmata verwenden.

Lemma 21
Sei v € H? mit |[¢|| 2 = 1, dann gilt fiir die Norm

V@)l < Cllell7e

mit einer von v unabhédngigen Konstanten C'.

Beweis:

Nach Definition von V haben wir

IV @)z = 1V @) -

Aus Lemma 4 wissen wir, dass das Produkt zweier H?-Funktionen wieder in
H? liegt:

V()¢ < CLIV ()| m2 ]l 2.

Zusammen mit der H2-Regularitit der Poisson-Gleichung, deren Losung
V() ist, haben wir dann

IV (@) ¢llm2 < Coll ||zl |2

und mit Lemma 2 gilt

I 19P]1z2 < Callol| a2

Zusammen haben wir also die Behauptung. U
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Lemma 22
Sei ¢y € H?> und 0 < 7, dann gilt fiir die Norm

AT (V)2 < [[A]| 2.

Beweis:

Wir setzen den Fluss ein und erhalten
-
[Apr(¥)]|r2 = [|A eXp(;AWHLQ-

Der Laplace-Operator kommutiert aber mit der Exponentialfunktion des
Laplace-Operators. Es gilt also

T T
I8 exp(CAWl e < lexp(-A) MY
Jetzt greift wieder die L2-Normerhaltung und wir haben

[l exp(=A)A(to)l|ze < | A (ko) 12

l

und damit die Behauptung. U

Ein wichtiger Baustein zum Beweis der Fehlerschranken ist eine Abschétzung
fiir den Kommutator der beiden Operatoren. Dieser liefert folgendes Lemma:

Lemma 23 (Kommutatorabschitzung)
Sei 1 € H? dann gilt fiir die L>-Norm des ersten Kommutators

T VI@) e < Cllellae

mit einer von v unabhdngigen Konstante.

Beweis:
Wir setzen zunéchst die Definition des Kommutators (3.26) ein, es ist
d .

[T,V] = | Tel) - V (k).
t=0
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Ausgewertet an einem 1) € H? haben wir fiir

G Tew = g idenvie)s)
—in(y . exp(V())0) = A(V()).

Mit der Produktregel ergibt sich

d

| T(p)(0) = AV +2VV(¥) - Vi + V() Av.

t=0

Fiir den zweiten Term setzen wir zunichst die Definitionen ein

d

- V@) =i AT(eh))er(v)

t=0 t=0

und erhalten dann mit der Produktregel

d

L V@) = a7 (I WP oh) + A W)P) ()

t=0

Der erste der beiden Summanden ist
1, d o d
AT ler())er(v) = iATH (2 Re @ (8) 2 ()7 (¥),

ausgewertet an t =0

= iATH(2Re YiAY)1).

t=0

AT I )

Der zweite Summand ausgewertet an ¢ = 0 ist

A W) Seh)| = ia (9P)idg = V(p)Ay.

t=0

Beim Zusammensetzen der Terme fallen die beiden V(1) Aiy-Terme weg. Wir
erhalten also fiir den Kommutator

[T, V] = AV ()Y + 2VV () - Vip — A7 (2 Re i),

Wir benétigen nun die L2-Norm des Kommutators und betrachten den ersten
Term. Ebenso wie in (2.6) im Beweis zu Satz 3 gilt

1AV (@)l = | [0PPlre < [9[17llllz2 < Cille] 72
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Den zweiten Term haben wir ebenfalls bereits im Beweis zu Satz 3 ab-
geschéitzt. Mit (2.8) bis (2.11) gilt

IVV (@) - Vip[[r2 < C'z“@/’”?{?

Fir den dritten Term haben wir

(AT )0 AP 2 < (A7) oo [90]] e | A | 2
< Gsl[(A )l 11 32
< Cull¢ll 219117
< Cull| -

Insgesamt gilt also fiir die L2-Norm des ersten Kommutators

T VI@) I < Crllo |72

und damit die Behauptung. 0

Lemma 24 (Lokaler Fehler)
Sei die Losung (t) € H? fiirt € [to,to + h] und gelte fiir die L?>-Norm der
Kommutatoren

I, V)2 < Clld || =

Dann haben wir fiir die numerische Approximation 11 durch einen Schritt
des Splitting- Verfahrens (3.21) an die exakte Lisung 1(ty)

I = w(t)|| < CR*.

Beweis:

Zuerst formulieren wir die exakte Losung mit Hilfe der Lie-Operatoren und
verwenden die Darstellung durch die Variation-der-Konstanten Formel (2.4),
die wir hier zur besseren Ubersicht noch einmal angeben:

h— SA)%V(w(tO + )t + 5) ds.

Blta+ 1) = exp(— 5 A(ta) + [ exp(=

?

In der Darstellung der Lie-Operatoren ist der erste Term

exp(—2 A (1) = Ph(1(10) = exp(hDr) (1 (1))
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Den Integralterm schauen wir uns etwas genauer an: Wir formulieren die
Ausdriicke als Losungsfliisse der entsprechenden Differentialgleichungen und
erhalten

xpl(— ATV (Ut + )t + 9
= oxp(~ AV LV (g (10 (9 (10)

= (@l (V 0 03 ((to)).-

Wir wollen nun sehen, wie wir dies im Lie-Kontext darstellen kénnen. Nach
(3.24) gilt

(€5 (V 0 03r) (¥(t0)) = (exp(s D) () V) ((to))-
Fiir das verbleibende Vektorfeld (¢%*)'V haben wir dann mit (3.23)

(P7*)V(¥(to)) = (Dv*) (¢(to)).

Wie schon zuvor ist dann fiir den Losungsfluss

o1 (U(to)) = (exp((h — s)Dr)I)(¥(to)).

Insgesamt haben wir fiir den Ausdruck im Integral

(7Y (V 0 @) (¥ (to)) = (exp(sDr) Dy exp((h — 8) D) 1)(t(to))-

Mit einer Variablentransformation s — h — s lautet die Variation-der-
Konstanten Formel in dieser Notation

W(to + h) = exp(hDy)I(1(to)) (3.27)

= exp(hDr)I(Y(tg)) + /0 exp((h — s)Dyg) Dy exp(sDr)I(¢(to)) ds.

Setzt man fiir exp(hDy) nochmal die Variation-der-Konstanten Formel ein,
so erhdlt man

(to + h) =exp(hDr)I(¥(to))

—+ /(; exp((h — S)DT)DV eXp<SDT)[('¢(tO)) ds + Rl (w(tO))>

wobeil der Rest zunéchst

r) = [ [ ot do i
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mit
g(s,0) = (exp((h — s — 0)Dy) Dy exp(c D7) Dy exp(sDr)I)(¢(to)) (3.28)

ist.
Bevor wir das numerische Verfahren in diesen Kontext {ibersetzen, wollen wir
zuerst noch die Exponentialfunktion des Potentials durch eine Potenzreihe

ersetzen. Wir haben
h h ! 1
exp(FV () =T+ V() + [ (¢ =GV ) dr

Eingesetzt in das Splitting-Verfahren ist also
h h . h h h

n = exp(— 3 A+ exp(— 5 A) TV (exp(—3-A)o) exp(—- Ao + Ry(to),
(3.29)

wobel

Raltn) = exp(—5:2) [ (0= m)GV(exp(—eA)in)? dr expl=5A)un

Wir wollen nun die fiihrenden Terme aus (3.29) in den Kontext der Lie-
Ableitungen iibersetzen. Fiir den ersten Summanden wissen wir bereits

exp(—%A)wo = exp(hD7)I (o).

Der zweite Summand ist
h h B h
)o) eXP(—ZA)% = h(p7) (Vo 7)) (%),

h . h
exp(—%A)ZV(exp(—%A

das ist aber analog zu den vorigen Betrachtungen

(V0 03)(t) = exp(5hDr) Dy exp(5hDr)I(t).

Nl

(¢
Betrachten wir nun den Fehler des numerischen Verfahrens nach einem

Schritt. Es ist
1 —P(to + h) = Ra(vho) — Ri(v(to)) + Rs(2bo),
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wobei

R3(1) = hexp(%hDT)DV exp(%hDT)I(@bo)
p (3.30)
- /0 exp((h — s)D7)Dy exp(sDr)I (1) ds

ist. Das ist aber gerade der Quadraturfehler der Mittelpunktsregel auf dem
Intervall [0, k] angewandt auf die Funktion

f(s) = exp((h = s)Dr) Dy exp(sDr)I (o).

Wir koénnen diesen Quadraturfehler mit Hilfe des Peano-Kerns

hf(%h)— /0 £(s) ds = h? /0 K(s)f'(sh) ds (3.31)

darstellen. Wir benétigen also die Ableitungen der Funktion f. Wie wir in
Lemma 19 gesehen haben, konnen wir den Lie-Exponentialoperator wie ge-
wohnt nach der Zeit ¢ ableiten. Die erste Ableitung ist mit der Produktregel

f'(s) =(exp((h — 8) D) Dy Dy exp(sDr)I
— Dy eXp((h - S)DT)DV GXP(SDT)I)WO)
= —exp((h — ) Dr)[Dr, Dy] exp(sDr) 1 (¢)

und mit Gleichung (20) haben wir

f'(s) = exp((h = ) Dr) Dy, gy exp(s D) (o).

Nun schatzen wir die Restterme der Reihe nach ab. Den ersten Restterm

Ry (1po) = (exp((h — s — 0)Dy) Dy exp(a Dr) Dy exp(sDr) 1) (1))

miissen wir zuerst wieder in die klassische Schreibweise zuriickfiihren. Fiir den
letzten Teil des Ausdrucks verlauft dies analog zu den vorigen Uberlegungen,
es ist

(exp(oDr) Dy exp(sDr) 1) (#(to)) = (97)'V 0 7. (3.32)

Um die Lie-Ableitung Dy zu bestimmen setzen wir zunéchst die Definition
(3.23) ein und werten an einem u € H? aus:

(Dy exp(o Dr) Dy exp(sDr)I)(w) = —| (05)'V 0 0% 0 @ (u).
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Die Differentiation nach ¢ kommutiert mit dem von ¢ unabhéngigen linearen
Operator (¢%)". Betrachten wir also im Weiteren

d - o
EV o Yo go%,(u)

und setzen die entsprechenden Definitionen ein. Wir erhalten

d -
—V 097 0oy (u)

dt
-2 ((—A—w exp(oids) exp(5V (u))uf) exp<m‘A>eXP<§V<“”“> /

Die Differentiation nach t ergibt

SV o g0l (w)
_ (—A‘1%| exp(iAA) exp(éV(u))uF) exp(iA) exp(%V(u))u
+ (—A " exp(oid) eXp(EV(u))uP)%(eXp(aiA) eXp(gV(u))u).

Fiir die Zeitableitung im ersten Term haben wir

%| exp(aiA) exp(tV(u))u

1

L () exp (i) (2 V () exp(5V (u))u)

= 2 Re(exp(ciA) exp(; Z ;

und fiir diese im zweiten gilt

© (exp(oi) exp(2V (u))u) = (exp(oidd) 3V (u)) exp( SV (u))u).

Wir setzen die Resultate wieder zusammen und werten die Terme bei ¢t = 0
aus. Wir erhalten

d 9 o
4 vestedtw

1
= (=A7'2Re(exp(cil)u exp(aid)(=V (u))u)) exp(cid)u
i
1
+ (=A™ exp(oid)ul*) (exp(did) (= V (u) u).
i
Betrachten wir nun noch den letzten Teil des Restterms R (). Einsetzen der
Definition (3.24) fiir exp((h — s — o)D) liefert eine Gleichung fiir u. Wertet
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man R; an der Stelle ¢y aus, dann ist u die exakte Losung der Schrodinger-
Poisson-Gleichung an der Stelle h — s — o

u=1vh—s—o).

Der Operator (%) in Gleichung (3.32) &dndert die L>-Norm nicht. Wir lassen
diesen also gleich weg. Es gilt dann mit der Dreiecksungleichung

| R1(v0)||2 < [[(—A™'2Re(exp(cid)u exp(aiA)(%V(u))u))exp(oz’A)uHLz

+I(=A7 eXp(UiA)UF)(exp(UiA)(%V(U))U)||L2- (3.33)

Wir betrachten wieder die Summanden einzeln. Den ersten konnen wir wie
folgt abschétzen. Es gilt

(= A12 Re(exp(0iA)u exp(oil)(2V (w))u)) exp(oid )l 2

l

< 2||A™ (exp(oiA)u exp(aiA)(%V(u))u))HLm || exp(ciA)ul| 2.

Die L>-Norm der Funktion u ist als exakte Losung einer Schrédinger Glei-
chung identisch eins, die Multiplikation mit exp(ciA) dndert diese nicht. Der
erste Faktor lisst sich wegen des Sobolevschen Einbettungssatzes und der H>-
Regularitéit der Poisson-Gleichung durch dessen rechte Seite abschétzen. Es
gilt

A (exp(oia)u exp(oild) (+V (w)u) 1~

< Oy A (exp(gi)u exp(aid) (¥ (u))u)

< Cy|(exp(aild)u exp(aiA)(%V(u))u))HLz.

Weiters gilt

[(exploidd)u exp(iA) 3V (u))u)) 2
< | exploidd)ull 2] exp(oidd) -V () -

Die L?-Norm ist wie oben

lexp(aid)ullz = [lull 2 = [¢(h = s = o)]|2 = 1.
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Die L*°-Norm ist mit dem Sobolevschen Einbettungssatzes dominiert durch
die H2-Norm. Wegen Lemma 22 gilt

a1 |
lexp(aild)(ZV (u)ullz=. < Csllexp(eid)(=V (u))ullzz. < CollV(w)ull 2.
Lemma 21 liefert die folgende Abschétzung:
IV (wulluz < Csllullze < Collv(h — s — o) |7

Betrachten wir nun den zweiten Summanden in (3.33). Es ist

_ . o1
I(=A" exp(oid)ul*)(exp(oil) (= V (w))u)| 2
. o1
< A7 exp(aid)ul* ][ [[(exp(aid) (ZV (@)l 2. (3.34)
Wieder schitzen wir die Losung der Poisson-Gleichung durch die L?-Norm
der rechten Seite ab, wir haben

I(=A  exp(aid)ul*) || < Crl| [exp(oil)ul?| 2.
Mit der stetigen Sobolev-Einbettung und Lemma 22 erhalten wir dann

I | exp(ia)ullze < || exp(ia)ul o] exp(oil)e| o~
< Cs|| exp(ciA)u| g2
< Gol[po(h = s = o)1=

Fiir den zweiten Faktor in (3.34) haben wir mit den obigen Argumenten
o1
lexp(@id) GV (w)u)llze = [V (w)ullrz < [[b(h = s = o).
Zusammen mit dem Doppelintegral {iber diesen Term ist also

R ()22 < Croh? gg[%(||w<£>||%p + [ (E)I2)

gezeigt.

Betrachten wir die L2-Norm des Restterms Ry(1)g). Wir haben wieder wegen
der L?-Isometrieeigenschaft der Exponentialfunktion und der Dreiecksunglei-
chung

¢ h h
IRatio)lzs < [ (¢ =) V(exp(—5; M) expl—gAial» .



3.3. SPLITTING-VERFAHREN 73

Der Integrand lésst sich zunéchst wie folgt abschétzen

h h
HV(GXP(—Z.AWO)Q eXID(—Q—Z.AWoHL2
h h
< HV(GXP(—Q—Z-A)%)H%wH eXp(—2—Z.A)onL2-

Die L*°-Norm wird wegen des Sobolevschen Einbettungssatzes wieder durch
die H2-Norm dominiert

h h
||V(6XP(—gA)%)||L°° < 011||V(eXP(—ZA)¢o)||H2a

welche sich aber wegen der H?-Regularitit der Poisson-Gleichung durch

h h
||V(6XP(—EA)¢0)||H2 < Oy |6XP(—ZA)¢0|2||L2

abschétzen lasst. Diese Norm kénnen wir aber wegen Lemma 2 und Lemma
22 durch

h h
| |€Xp(—zA)¢o|2||L2 < Cugll exp(— - Aol = < Cral[tollre
abschétzen. Wir haben also zusammen mit dem Integral

||R2(1/JO) HL2 < 015]12“1/10H§{2.

Wir schatzen nun noch den verbleibenden dritten Restterm ab. Auch dies-
mal {ibersetzen wir die auftretenden Terme zunachst zuriick in die klassische

Schreibweise. Wir haben
f'(s) = exp((h — S)DT)D[T,V] exp(sDr)I (o)
= (&3) [T, V] o @l * (o).

Die L2-Norm davon ist dann zunichst mit der L2-Isometrieeigenschaft von
(1)’

1(05) [T, V] 0 @l (o) |2 < Cuell[T', V] © @i (vo) 12
und nun gilt mit der Kommutatorabschétzung Lemma 23

T, Ve @i *Wo)lle < Curllelt* (wo)lle,
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was wir schlussendlich durch

0% (W) |l w2 < Chslltbol| me

abschétzen konnen. Zusammen mit dem Doppelintegral iiber diesen Term
haben wir also

| R3(10) || 22 < Cioh®||tbo]| 32

gezeigt.
Insgesamt ist das die Behauptung iiber den lokalen Fehler. 0

Lemma 25 (Regularitit der numerischen Lisung)

Sei Q C R? wie 9m Satz 6. Fiir die Schrédinger-Poisson-Gleichung gelten
entweder die Randbedingungen (D) oder (P). Dann gibt es zu jeder Konstan-
ten K > ||Avo||z2 eine Zeit 0 < t* = t*(K) so, dass die numerische Lisung
Uy, zur Schrittweite h mit hn < t* , berechnet mit (3.21) auf dem Intervall
0,¢*] in H? existiert und

1Al <K,  0<k<n.

Beweis:

Betrachten wir die Norm der numerischen Losung nach einem Integrations-
schritt. Es ist

hi h
|AYpyi|le = ||A eXP(EA) eXp(Q—Z-V(%H/z))%H/z 22,

wobel

hi
7ﬁn+1/2 = eXP(EA)Qﬂn-
Der Laplace-Operator kommutiert wieder mit dessen Exponentialfunkti-
on. Mit der L2-Isometrieeigenschaft des Exponentialoperators erhalten wir
zunéchst

h
[AYn a2 = [ A(exp(=V (Yni1/2))Pnr1/2) L2

?
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Das Potential V' (t,,41/2) ist ein Multiplikator, damit auch dessen Exponen-
tialfunktion. Wir differenzieren also nach dem Ort und erhalten
h
A(QXP(;V(Q/}n—&-I/Q))wnJ,-l/Q)
h h
=A eXp(;v(wn—l—l/Q))d}n—i—l/Q +2V eXp(;V(wnﬁ—l/Q)) : V¢n+1/2
h
+ eXp(ZV(wn—l—l/Q))A'(ﬁn—i-l/Q'
Fiir die L?>-Norm bedeutet das
h
1A(exD(ZV (Yns1/2))¥nry2) 22
h h
= ||A eXp(;V(¢n+1/2))wn+l/2”L2 + 2||v eXp(?V(¢n+l/2)) : v¢n+1/2”L2
h
+ || eXp(?V(¢n+1/2))A¢n+l/2||L2-
Fiir den ersten Term verwenden wir den Sobolevschen Einbettungssatz. Es
ist
h h
1A exp(=V (¥ns1/2)¥nsifollre < (1A exp(=V (Ynsrjo)) 2 l[¥nsi ol
h
<A eXp(;V(%Hm))HH|Wn+1/2||H2-
Mit der Norméquivalenz Lemma 5 gilt also
h h
1A exp(=V (Yns1/2))¥nsifellze < Col| Aexp(ZV (Ynrryo)) |2l At ol 2.
Den zweiten Term schétzen wir mit der Holder-Ungleichung ab und erhalten
h
|V eXP(;V(%H/z)) - Vni12|l2
h
< IV exp(ZV (@) e[V 2] oo
h
< 4|V eXP(;V(?ﬁnH/Q))HHl Vg1 /2|
h
< (4| eXP(;V(@/)nH/z))||H2||¢n+1/2||H2-
Ebenso ergibt sich mit derselben Norméquivalenz aus Lemma 5 dann
h
|V eXp(?V(wn-i-l/Z)) - Vhnii/2l 12

h
< Cul|Aexp(=V (Vni1/2)) || 22| Ania 2| L2

i
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Beim dritten Term schéitzen wir mit den vorigen Argumenten wie folgt ab:
h h
I exp(gv(%ﬂﬂ))ﬁ%ﬂﬂ||L2 < eXp(ZV(z/}n-&-l/Q))HL(’O||A¢n+1/2”L2'
Die L**-Norm der Exponentialfunktion is identisch 1. Wir haben
h
|| eXp( V(@Dnﬂ/z))A@anmHL? < ||A@/)n+1/2||L2-

l

Wir miissen folglich
h
1A exp(=V (¥ns1/2))l 22
abschétzen. Die Ortsableitung ist

h h h h
Aexp(=V (Yni1/2)) = exp( V(%H/z))vgv(l/}nﬂ/z)) : V;V(¢n+1/2))

i i
h h
+exp(=V (Yns1/2)) A=V (Unsay2)).
Die L2-Norm davon ist wegen der L2-Norm-Isometrieeigenschaft von
exp(2V (¢41/2)) und der Dreiecksungleichung

h h h
A exp(=V (Yni1y2) 2 < ||V;V(¢n+1/2)) : V;V(l/}nﬂm))HL?

i
h
+ ”szwnﬂﬂ))HL?.

Den ersten Term schéitzen wir wieder mit der Holder-Ungleichung und Lem-
ma 5 durch

h h
||V;V(¢n+1/2) : V;V(wnﬂﬂ)”ﬂ

h h
< ||V;V(¢n+1/2)\|L4HV;V(%H/?)HM
h
< O5H;V(¢n+1/2)\|?{1
h
< 06|‘AZV(¢71+1/2)||%2

ab. Wir ersetzen AV (1,41) durch die rechte Seite der Poisson-Gleichung und
erhalten mit den tiblichen Argumenten

IAV (ng1y2)ll2 < Coll [Ungay2lPlle < Csllniayellne < Coll Mg joll 2
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Zusammengesetzt ergibt das

1Ayl < (1+ C1oh||A¢n+1/2||L2 + 011h2||A¢n+1/2||%2)||A¢n+1/2||L2-
Wieder lésst exp(%A) die L?>-Norm unverindert und wir erhalten

[AYnillr2 < (14 Crohl| Aty || L2 + Crih? (| A7) Athn]| 2.

Mir Hilfe dieser Abschéitzung erhalten wir dann die Behaupung. 0

Lemma 26 (Stabilitit)

Sei Q C R?® wie im Satz 6. Fiir die Schrédinger-Poisson-Gleichung gel-
ten die entsprechenden Randbedingungen (D) oder (P). Sei thyiq, hnyr die
numerischen Lisungen zu den Startwerten iy, 1, € H' berechnet mit der
Schrittweite h. Dann gilt

[nss = Fusallze < (1+ ROl + 15l ) nllis ) 16 = Dl

Beweis:

Die Fehlerfortpflanzung basiert auf denselben Techniken wie die Fehlerfort-
pflanzung bei den vorigen Verfahren. Seien ¢, 41 und ¢, die numerischen
Losungen zu den Startwerten 1, und v,,. Es ist dann

%A) exp(%v(iﬁn)) eXP(%AW’"

—exp(1A) exp(TV () expl o A

Ypt1 — Upp1 = exp(

Fiir die L?-Norm klammern wir die erste Exponentialfunktion aus
wn-i-l - &n-ﬁ-l

= expl3: ) (xp(GV () exply M) — exp(5V () expl5, 805

und erhalten wegen des imagindrwertigen Spektrums im Argument der Ex-
ponentialfunktion

[RE——
h h h.  ~ h .
= |l exp(=V (¥n)) eXP(Z—Z-AWn - eXp(;V(%)) eXP(Q—iA)ll)nHLz-

l
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Wir fiigen einen geeigneten Term ein und subtrahieren diesen wieder. Mit
der Dreiecksungleichung haben wir dann

[Yng1 — ZEn+1||L2

= exp(V () exp (S A — exp(V () explr ) 1

21

h h
5 A — exp(5V () exp( AYball 2.

Fiir den zweiten Term erhalten wir wie oben

Jexp(" <wn>>exp<%A>w — (LY () expl§ Al

h
= |l exp( V(tn)) exp(o;8) (tn — wn)HLz
= [lvbn — %Hm

und fiir den ersten Summanden wenden wir Lemma 7 an. Dann gilt

+ 1l eXp( V(thn)) exp(

(S (92)) XD A — exp( SV (51) exp(e ),
/ (0

f(0) = —exp((5: — —) (WD) (V(¥n) = V(W) exp( V(¥n)) eXp(ﬁ.A)%.

21

Bei der L?-Norm von f(6) hilft uns wieder das imaginéirwertige Spektrum im
Argument der Exponentialfunktion, wir haben also sofort

Hf(e)!lm:H(V(wn)—V(@n))eXp( (wn))exp( A)thn ]|

Wir verwenden die Hélder—Ungleichung und erhalten

||(V(¢n)_v(7;n)) eXp( V(¥n)) eXp( )¢nl|L2
< (V) — (wn»HL‘*H eXp( V(n)) eXp( A) || s

Den ersten Term haben wir bereits im Beweis zu Lemma 12 abgeschétzt.
Damit ist

V) = VDa)lae N ~
< ol 19l + 100l 10 = Gnllzz < 2G| il + 1l
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Auch fiir den zweiten Term kénnen wir die selben Argumente wie im Beweis
zu Lemma 12 verwenden. Hier allerdings jeweils mit V' (¢,,) beziehungsweise
—A an der Stelle von H(t,). Zusammen genommen haben wir dann die
Behauptung gezeigt. O

Mit Hilfe dieser Lemma koénnen wir nun die Aussage iiber den globalen Fehler
aus Satz 6 beweisen:

Beweis:

Die Kommutatorabschitzung aus Lemma 23 liefert uns die Voraussetzungen
fiir das Lemma 24, welches die notwendige Aussage iiber den lokalen Fehler
liefert. Die Existenz der numerischen Losung in H? erhalten wir aus Lemma
25, mit dessen Hilfe wir fiir beschrénkte Zeiten die Voraussetzungen fiir die
Fehlerfortpflanzung aus Lemma 26 erhalten. Aus diesen Ergebnissen erhélt
man die Aussage iiber die globale Fehlerschranke mit Standardmethoden.
Wir erhalten damit die Behauptung des Satzes. O

Nachdem wir einige theoretische Eigenschaften dieser Zeitschrittverfahren
nachgewiesen haben wollen wir uns jetzt numerischen Beispielen zuwenden.
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KAPITEL 3. ZEITINTEGRATIONSVERFAHREN



Kapitel 4

Numerische Experimente

Die in dieser Arbeit beschriebenen Verfahren wurden in MATLAB implemen-
tiert und miteinandern verglichen. Die Resultate aus diesen Berechnungen
sind in diesem Kapitel dargestellt.

4.1 Verwendete Numerik

Zuerst wollen wir uns kurz mit den numerischen Verfahren beschéftigen, die
die notwendigen Zwischenergebnisse bereitstellen.

4.1.1 Die Exponentialfunktion

Das Kernelement der hier présentierten Verfahren ist die Operator-
Exponentialfunktion. Wir haben in unserem Fall die Multiplikation eines
Vektors mit der Matrix

exp(iaA)

zu berechnen. Dabei ist A eine symmetrische Matrix und « eine reelle Zahl.
Fiir kleine Dimensionen der gewohnlichen Differentialgleichung (n < 100)

81
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ist es sinnvoll diese Exponentialfunktion einfach voll zu berechnen und dann
mit dem Vektor zu multiplizieren. MATLAB stellt eine Reihe nativer Funk-
tionen zur Berechnung der Matrix-Exponentialfunktion zur Verfiigung. Ge-
naueres zur Implementierung dieser eingebauten Funktionen findet man in
der MATLAB Dokumentation [Mat02]. Den mathematischen Hintergrund da-
zu zeigt [GL89] und speziell mit Algorithmen fiir die Exponentialfunktion
beschiftigt sich [ML78] und [MLO03]. Fiir unsere Betrachtungen geniigt es
zu wissen, dass die Exponentialfunktion einer Matrix im Wesentlichen durch
Diagonalisierung des Arguments und Anwenden der Exponentialfunktion auf
die Diagonalmatrix berechnet wird. Es ist bekannt, dass eine symmetrische
Matrix zum einen effizienter und zum anderen stabiler zu diagonalisieren
ist als eine nichtsymmetrische Matrix. Daher verwenden wir nicht iaA zur
Diagonalisierung sondern nur die symmetrische Matrix A selbst. Die skala-
ren Vielfachen multiplizieren wir dann spéater mit der Diagonalmatrix. Diese
Implementierung hat sich als wesentlich stabiler herausgestellt.

Dariiber hinaus ist es fiir groflere Differentialgleichungssysteme, so wie sie
bei unserem Problem in natiirlicher Weise vorkommen wiirden, nicht mehr
moglich die ganze Exponentialfunktion zu berechnen. Selbst wenn die Ma-
trix A nur schwach besetzt ist, wird die Matrix exp(A) im Allgemeinen voll
besetzt sein. Daher ist weder der Speicherbedarf fiir eine solche voll besetzte
Matrix, noch der Rechenaufwand, der in der GréSenordnung O(n?) liegt, zur
Berechnung dieser Matrix von heutigen Computern zu decken. Abhilfe schafft
es, den Vektor exp(iaA)v in einem geeigneten Unterraum zu approximieren.
Fiir unsere Implementierungen wurden Krylov-Raum-Techniken verwendet,
wie sie in [HL97] beschrieben sind. Diese Techniken wurden bereits mit Erfolg
in dem in [HLS98| beschriebenen Integrationsverfahren exp4 verwendet.

Fiir die Berechnung von (3 exp(aA)v verwendet man dabei im Wesentlichen
die Approximation

Bexp(iaA)v = B||v]|Vi exp(icHy)e,

wobei Vj, € C™** eine Matrix ist, deren Spalten den Krylov-Raum der Dimen-
sion k zum Startvektor v und der Matrix A aufspannt und Hj) = V,* AV}, die
Projektion von A auf den Krylov-Raum der Dimension £ ist. Da A in unserem
Fall symmetrisch ist, kann man zur Konstruktion der Basisvektoren Vj den
einfacheren und schnelleren symmetrischen Lanczos-Prozess verwenden. Zu
bemerken wire, dass die Matrix Hj, in diesem Fall wieder symmetrisch ist und
daher die oben aufgefiihrten Techniken fiir die Berechnung der vollen Matrix
exp(iaH),) anwendbar sind. Einen guten Uberblick iiber Krylov-Verfahren
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gibt [GS97]. Aussagen iiber das Approximationsverhalten fiir verschiedene
Funktionen sind in [HL98] zu finden.

4.1.2 Die Poisson-Gleichung

Die Losung der Poisson-Gleichung wurde direkt berechnet. Auf Grund des
einfachen Beispiels in einer Raumdimension ist das direkte Losen eines Glei-
chungssystems mit einer Tridiagonalmatrix ohnehin optimal. Fiir hohere
Raumdimensionen ist hier aber viel Raum fiir Verbesserungen.

4.2 Implementierung und Laufzeitverhalten

Die Implementierung der einfachen Verfahren stellt keine besonderen An-
forderungen an die Softwarearchitektur. Fiir numerische Software ist Effi-
zienz ein besonderes Thema. MATLAB bietet hier in &dlteren Versionen die
Moglichkeit die Anzahl der benétigten FlieSpunktoperationen zu zédhlen. Das
Laufzeitverhalten einer Implementierung in einer compilierten Programmier-
sprache wie C sollte sich im Wesentlichen so verhalten wie die Anzahl der
FlieSpunktoperationen zeigt. Das Laufzeitverhalten in flops aller unter-
suchten Verfahren wird dabei im Wesentlichen durch die Anzahl der Expo-
nentialfunktionsauswertungen und die Anzahl der benotigten Potentialaus-
wertungen bestimmt. Die restlichen wenigen Vektoroperationen beeinflussen
die Laufzeit kaum. Wir werden deshalb fiir jedes Verfahren die Anzahl der
Exponentialfunktions- und Potentialauswertungen noch einmal angeben.

4.2.1 Exponentielles Euler-Verfahren

Getestet wurde mit konstanter Schrittweite. Leider ist kein einfaches Ver-
fahren bekannt, mit dem man eine billige Fehlerschiatzung fiir dieses Sche-
ma bekommen konnte. Daher ist es hier leider nicht mdoglich eine adaptive
Schrittweitensteuerung zu realisieren, obwohl das einschrittige Schema selbst
einen einfachen Wechsel der Schrittweite erlauben wiirde. Pro Zeitschritt sind
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bei diesem Verfahren eine Losung der Potentialgleichung und eine Auswer-
tung der Matrix-Exponentialfunktion notwendig.

4.2.2 Symmetrisches Exponentielles Euler-Verfahren

Fiir das Symmetrische Exponentielle Euler-Verfahren wurde das originale
Schema, wie es im Abschnitt 3.2 beschrieben ist, verwendet. Den Anfangs-
schritt berechnet man mit einem Schritt des exponentiellen Euler-Verfahrens,
der durch seine einmalige Anwendung die globale Fehlerschranke von O(h?)
nicht verschlechtert. Eine Verdnderung der Schrittweite ist daher fiir die-
ses Mehrschrittverfahren nicht so einfach moglich, da mehrfaches Berechnen
des Startschrittes die hohere Approximationsordnung zerstoren wiirde. Aller-
dings ist auch hier ohnehin keine einfache zu berechnende Fehlerschitzung
bekannt, so dass eine adaptive Schrittweitensteuerung hier ebenfalls nicht in
Frage kommt. Auch hier ist pro Zeitschritt eine Losung der Potentialglei-
chung und eine Auswertung der Matrix-Exponentialfunktion notwendig.

4.2.3 Splitting-Verfahren

Auch beim Splitting-Verfahren wurde das urspriingliche Schema aus Ab-
schnitt 3.3 verwendet. Es wire hier zwar wieder moglich die Schrittweite
einfach zu verédndern, aber auch dieses Verfahren teilt die gemeinsame Ei-
genschaft, dass keine billige Fehlerschatzung verfiighar ist. Daher sind fiir
dieses Verfahren nur Berechnungen mit konstanter Schrittweite angestellt
worden. Zunéchst sind bei diesem Verfahren pro Zeitschritt zwei Auswertun-
gen der Exponentialfunktion des Laplace-Operators und eine Auswertung
der Exponentialfunktion des Potentials notwendig. Die Exponentialfunktion
fiir einen Multiplikator wie in unserem Fall das Potential ist aber eine ver-
gleichsweise einfache Operation, bei welcher nur auf jedem Vektorelement
die skalare Exponentialfunktion ausgewertet werden muss. Diese Auswer-
tung fallt aber genauso wie alle anderen vektorwertigen Operationen aus
den Zeitschrittverfahren kaum ins Gewicht. In viele Féllen wird man sich
aber nicht fiir die Losung der Gleichung an den Zwischenschritten, sondern
nur am Endzeitpunkt der Zeitintegration interessieren. In diesem Fall kann
man die Exponentialfunktionsauswertungen des Laplace-Operators am Ende
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eines Integrationsschrittes mit der Auswertung am Anfang des néchsten Inte-
grationsschrittes kombinieren. Man erreicht damit im Wesentlichen dasselbe
Laufzeitverhalten wie bei den beiden vorangegangen Verfahren.

4.3 Numerisches Beispiel

Als Beispiel fiir die Rechnungen verwenden wir die Schrodinger-Poisson-
Gleichung so, wie sie im vereinfachten Model des theoretischen Teils ver-
wendet wurde. Das Simulationsgebiet (2 ist das Intervall [0, 1]. Die Differen-
tialgleichung lautet also

.0
ZE = —A1/1 + V¢,
—AV = [y
mit den Randbedingungen
P(t) =0 auf 00
V(¥(t) =0 auf 0€)

fiir alle ¢ aus dem Integrationsintervall [0,0.1]. Als Anfangswert wurde eine
Gausfische Verteilung

1 x—0.5\2
t — —e_( 60 )
Ylto) = —
mit a = fol e~ ("5 dz verwendet. Eine Hintergrundladung ist, wie auch
bei den theoretischen Untersuchungen, nicht vorhanden. Die Wellenfunktion
und das Potential sind mit Hilfe der Linienmethode im Ort diskretisiert. Die
beiden Laplace-Operatoren sind als einfache finite Differenzen implementiert.

Mit den beiden Verfahren der Ordnung 2 wurden mit der Schrittweite
h = 107" Referenzlésungen berechnet. Fiir die folgenden Abbildungen wur-
de die Splitting-Referenzlosung verwendet. Die 2-Normen der berechneten
Referenzlosungen unterscheiden sich in der GréB8enordnung 107!, Ein un-
abhéngiges weiteres Verfahren wurde mangels geeigneter Alternativen nicht
verwendet.

Abbildung 4.1 zeigt den Fehler am Zeitpunkt ¢ = 0.1 der drei Verfahren
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Abbildung 4.1: Fehler-Schrittweite, Dirichlet-Randbedingungen

in Abhéangigkeit von der Integrationsschrittweite h. Die Rechnungen wurden
mit einer maximalen Schrittweite von h = 0.1 berechnet. Die ersten Ver-
gleichsergebnisse sind also mit nur einem Zeitintegrationsschritt erzielt wor-
den. Das erkliart auch zumindest fiir die beiden Euler-Verfahrensvarianten,
dass diese die exakt gleichen Ergebnisse liefern. In diesem Fall wird fiir das
symmetrische Fuler-Verfahren nur der Euler-Startschritt durchgefiihrt. In
dem Bereich ist bereits eine sehr hohe Genauigkeit von 10~* zu beobach-
ten. Man kann in diesem Abbildung, recht deutlich die erreichten Fehler-
ordnungen von 1 fiir das Exponentielle Euler-Verfahren und 2 fiir die an-
deren beiden Verfahren ablesen. Das deckt sich auch mit den Ergebnissen
fiir die beiden Euler-Verfahrensansétze und mit den weiteren Uberlegun-
gen zum Splitting-Verfahren aus dem theoretischen Teil dieser Arbeit. Das
Splitting-Verfahren liefert dabei etwas genauere Ergebnisse als die symmetri-
sche Variante des Expontiellen Euler-Verfahrens. Das néchste Abbildung 4.2
zeigt die Abhéngigkeit des Fehlers vom notwendigen Rechenaufwand gemes-
sen in FlieBpunktoperationen, die man mit Hilfe von MATLAB leicht ermitteln
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Abbildung 4.2: Fehler-Rechenaufwand, Dirichlet-Randbedingungen

kann. Im Wesentlichen bietet sich hier dasselbe Bild wie zuvor. Die Verfahren
benotigen, von Startschritten abgesehen, die selbe Anzahl an Rechenopera-
tionen pro Zeitschritt. Bei grolen Schrittweiten, die im Extremfall hier sogar
zu einem einzigen Integrationsschritt fiir das gesamte Integrationsintervall
fithren, sieht man, dass das Splitting-Verfahren einen doch nicht unerheb-
lichen Mehraufwand durch die zweite Exponentialfunktionsauswertung hat.
Dieses Diagramm unterstiitzt also die Uberlegungen aus dem vorigen Ab-
schnitt zum Rechenaufwand pro Zeitschritt. Zur Vollstandigkeit zeigt Abbil-
dung 4.3 die Fehler des elektrische Potentials in der 2-Norm. Die Ergebnisse
gleichen denen fiir die Wellenfunktion ¢. Auf Grund der betrachteten Glei-
chungen wiirde man das genau so erwarten. Interessant ist lediglich, dass
das Symmetrische Euler-Verfahren bei grofien Schrittweiten das Potential
etwas schechter approximiert als das Splitting-Verfahren, obwohl die Appro-
ximation der Wellenfunktionen etwa gleich gut ist. Alles in allem scheint das
Splitting-Verfahren fiir dieses Beispiel die beste Wahl zu sein.
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Abbildung  4.3:  Fehler  des  Potentials-Schrittweite,  Dirichlet-
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