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Einleitung

Gegeben ist eine Korpererweiterung L|K algebraischer Zahlkorper mit B|A als Ringe
ganzer Zahlen und Idealklassengruppen C/, C'lk. Die Differente bzw. Diskriminante von
L|K bezeichnen wir mit D bzw. §. Als A-Modul ist B endlich erzeugt und torsionsfrei,
also projektiv. Allerdings ist B im Allgemeinen nicht frei iiber A. Nach Steinitz ist B als
A-Modul charakterisiert durch seinen Rang und seine Steinitzklasse s4(B) € Clk. Die
Steinitzklasse s4(B) ist genau dann trivial, wenn eine A-Basis von B existiert. Eine sol-
che Basis nennt man eine (relative) Ganzheitsbasis. Ist A ein Hauptidealring, so existiert
immer eine Ganzheitsbasis fiir B. Fiir den allgemeinen Fall gibt es kaum Kriterien zur
Untersuchung, ob B ein freier A-Modul ist oder nicht.

Das am héufigsten zitierte Resultat wurde von E. Artin im Jahre 1950 [Ar] veréffentlicht.
Ist 6(my) die Diskriminante des Minimalpolynoms my von 6, wobei § € B die Kérperer-
weiterung L|K erzeugt, so gilt

§=6(my) - a*

mit einem Ideal a € I4. Artin hat gezeigt, dass genau dann eine Ganzheitsbasis existiert,
wenn das Ideal a = \/W ein Hauptideal in A ist. In Kapitel 1 werden wir sehen,
dass dieses Ideal in der Steinitzklasse s4(B) liegt.

Existiert eine Ganzheitsbasis fiir B|A, so ist die Diskriminante ein Hauptideal in A. Die
Umkehrung gilt leider nicht, wie durch ein Gegenbeispiel von S. Pierce [Pie| belegt wird.
Mit der Einfiihrung der ideltheoretischen Diskriminante gelingt A. Frohlich [Frl] 1960
eine Vereinfachung dieses Kriteriums. Fiir eine Erweiterung L| K existiert genau dann eine
(relative) Ganzheitsbasis, wenn die ideltheoretische Diskriminante durch ein Hauptidel
reprasentiert werden kann. Ein weiteres Resultat von Frohlich in diesem Zusammenhang
besagt, dass die ideltheoretische Diskriminante modulo Hauptidelen ein Quadrat z?
ist, dessen Wurzel x unter der kanonischen Abbildung ¥ von der Idelgruppe Jg in die
Idealgruppe I ein Ideal der Steinitzklasse s4(B) ergibt.

Hieraus oder aus obiger Gleichung § = §(my) - a? ist es offensichtlich, dass die Diskrimi-
nante ein Quadrat in der Idealklassengruppe C/k ist. Nach einem tiefliegenden Satz von
E. Hecke [He| von 1923 ist auch die Differente D ein Quadrat in C?y. Diese Eigenschaft

der Differente gilt, im Gegensatz zur entsprechenden Eigenschaft der Diskriminante, nur
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fiir Differenten in algebraischen Zahlkorpern, wie Frohlich, Serre und Tate [FST| 1962
zeigen konnten.

E. Hecke bewies (wie A. Weil [We| 1967) die Existenz einer Quadratwurzel der Differente
in C/; mit Methoden der analytischen Zahlentheorie, wie etwa Untersuchungen von
Gaufschen Summen oder L-Reihen. Auch J. V. Armitage [Arm| ging in seinem Beweis
so vor, er studierte Funktionalgleichungen gewisser L-Reihen.

Schlieblich gelang M. Knebusch und W. Scharlau 1971 in [KS| ein algebraischer Beweis
des Satzes von Hecke, der aber keineswegs elementar ist. Sie studierten Witt-Gruppen
algebraischer Zahlkorper und zeigten dann, dass die Differente ein “erzeugendes (qua-
dratisches) Reziprozitiatsgesetz” zuldsst. Dies wiederum ist dquivalent zur Existenz einer

Quadratwurzel in C/y,.

In dieser Arbeit versuchen wir zundchst Kriterien fiir die Existenz von relativen Ganz-
heitsbasen herzuleiten. In Kapitel 3 beschrianken wir uns auf unverzweigte Erweiterungen,
d.h. Erweiterungen, in denen die Diskriminante ¢ und die Differente D trivial sind. Wir
werden sehen, dass in einer unverzweigten Galoiserweiterung L|K die Frage nach der
Existenz einer relativen Ganzheitsbasis anhand der Galoisgruppe G beantwortet werden
kann. Dabei wird sich zeigen, dass in unverzweigten Erweiterungen L|K, deren Galois-
gruppe G eine zyklische 2-Sylowgruppe hat, die Steinitzklasse s4(C') der dann einzigen
quadratischen Teilerweiterung F|K (C' der Ring ganzer Zahlen in F') entscheidend fiir
die Steinitzklasse s4(B) von L|K ist.

Hauptsatz 1. Se: L|K galoissch und an allen endlichen Stellen unverzweigt. Genau
dann ist sa(B) # 1, wenn es genau eine quadratische Teilerweiterung F|K in L|K gibt
und in dieser s5(C) # 1 ist.

Es ist eine wohlbekannte Tatsache, dass die Differente D unter der Norm Ny gk auf die
Diskriminante § abgebildet wird und sowohl Differente als auch Diskriminante Quadrate
in der entsprechenden Idealklassengruppe sind. Dies wirft die Frage auf, ob eine Quadrat-
wurzel A der (Idealklasse der) Differente [D] existiert, deren Norm Ny x(A) = s4(B) die
Steinitzklasse ist. Wir nennen eine solche Idealklasse eine Steinitzwurzel. Bezeichnet gy
bzw. q;, die Abbildung, die jeder Idealklasse in K bzw. L ihr Quadrat zuordnet, so haben

wir fiir eine Steinitzwurzel die Gleichung
NL|K o QL(A) = (dKg © NL\K(A)

Eine Wurzel der Differente in C'¢;, mit dieser Eigenschaft gibt es immer. Entscheidend
ist, dass fiir eine Steinitzwurzel Ny x(A) = sa(B) gelten muss. Da die Umkehrabbildung
7u (g, das Ziehen der Quadratwurzel in Clx, im Allgemeinen nicht eindeutig ist, ist

es nur im Falle eines Korpers K mit ungerader Klassenzahl hy offensichtlich, dass eine
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Steinitzwurzel existieren muss.

Betrachten wir etwa die Korpererweiterung L|K mit L = Q(v/—3,v/5) und
K = Q(v/-15), so ist leicht zu zeigen, dass es keine Steinitzwurzel geben kann.
Da L Klassenzahl 1 hat [Ha2, Satz 43|, existiert in C/¢, kein Element der Ordnung 2. Die
Steinitzklasse s4(B) hat jedoch Ordnung 2 in C'?x und kann demnach nicht im Bild der
Norm Np g liegen. Die Existenz einer Steinitzwurzel ist in diesem Fall also unmdglich.
Fiir eine Wurzel der Differente in C'/y, gibt es also keine allgemein giiltige zahlentheoreti-
sche Interpretation wie etwa fiir eine Wurzel der Diskriminante in C'lk. J.-P. Serre hat
in einer (brieflichen) Diskussion angemerkt, dass die (Galois-invariante) Differente in der
Regel keine Galois-invariante Quadratwurzel in C'/, hat.

Wir werden zeigen, dass in Erweiterungen ungeraden Grades immer eine Steinitzwurzel
existiert. Fiir quadratische Erweiterungen werden wir allerdings zusétzliche Voraus-
setzungen bendtigen. Einen Zugang zur Steinitzwurzel in Erweiterungen vom Grad 2
schaffen wir uns ideltheoretisch und fiihren nach dem Vorbild von A. Frohlich in Kapitel
5 die ideltheoretische Differente D* von L|K ein. Damit ergibt sich in Kapitel 7 schliefslich
das folgende Resultat:

Hauptsatz 2. Sei L| K eine Galoiserweiterung mit auflosbarer Gruppe G. In jeder quadra-
tischen Teilerweiterung E|F von L|K gelte E = F(\/a) mit a ganz in F. Jedes Primideal
von F, das (a) teilt, sowie jede dyadische Primstelle von F verzweige in E. Dann gibt
es ein Ideal 20 in L mit WW* = D und die Idealklasse [20] ist eine Steinitzwurzel fir

L|K. Ist die Gruppe G 2-iiberauflésbar, so ist die Steinitzwurzel A sogar Galois-invariant.

Im Beweis dieses Satzes geht das Heckesche Resultat iiber die Existenz einer Quadrat-
wurzel der Differente in C'¢;, nicht ein. Verzichten wir allerdings auf die Forderung, dass
G auflosbar ist, kommen wir um die Einbeziehung dieses Satzes von Hecke nicht herum.
Wir finden dann zwar kein Ideal 20 in L mit den beschriebenen Eigenschaften, aber
zumindest eine Idealklasse A, die eine Steinitzwurzel ist. Die Existenz von Steinitzwurzeln
in den eben beschriebenen Erweiterungen, insbesondere in Erweiterungen von ungeradem
Grad ist somit gekldrt. Zu einer allgemeineren Aussage fiir Erweiterungen geraden
Grades kann diese Arbeit leider keinen weiteren Beitrag leisten. Wir werden allerdings
anhand von Beispielen versuchen, Erkenntnisse iiber die Existenz einer Steinitzwurzel
in Erweiterungen mit geradem, etwa 2-Potenz-Grad, zu erhalten. Daher widmen wir
das abschliefende Kapitel dem Studium einer innerhalb der algebraischen Zahlentheorie
klassischen 2-Potenz-Erweiterung, der (kanonischen) zyklotomischen Zs-Erweiterung
eines imagindr quadratischen Zahlkorpers K. Die Theorie der Z,-Erweiterungen wurde
in den 60-er Jahren des vergangenen Jahrhunderts von K. Iwasawa entwickelt und zahlt

noch heute zu einem der fruchtbarsten Gebiete innerhalb der algebraischen Zahlentheorie.
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Dabei ist die Situation mit einem imaginar quadratischen Grundkorper K, schon immer
von besonderem Interesse gewesen.

Nach [Wa, Thm. 13.4] gibt es genau zwei verschiedene Zs-Erweiterungen von K. Bis
heute ist jedoch nur die zyklotomische eingehender studiert worden. Sie entsteht durch
Komposition von Ky mit den maximal reellen Teilkérpern der 2-Potenz Kreisteilungskor-

per. Fiir diese erhalten wir

Hauptsatz 3. Sei K, = |, oy Kn die zyklotomische Zy-Erweiterung eines (imagindr)
quadratischen Zahlkorpers K. Die Steinitzklasse jeder Teilerweiterung K,,|K, hat
Ordnung 1 oder 2. Genauer gilt:

Ist die Primzahl 2 in K, unverzweigt, oder Koy = Q(v/=1) oder Q(v/=2), so ist die
Steinitzklasse jeder Teilerweiterung K,,|K,, n < m trivial.

Verzweigt die 2 in K1|Q mit Verzweigungsindex 2, so ist fur die Teilerweiterungen
K| K, fir (n,m) # (0,1) die Steinitzklasse trivial, und im Falle (n,m) = (0,1) hat die
Steinitzklasse Ordnung 2, wenn 5%@ = 23 ist.

Verzweigt die 2 in K1|Q total, so hat die Steinitzklasse der Erweiterungen K,,|K, immer

Ordnung 2, ausser im Fall 5%@ =23 undn = 0,m = 1. Hier ist die Steinitzklasse trivial.

Der Beweis lasst sich problemlos auf reelle quadratische Kérper iibertragen. Einzig bei
den Ordnungen der Steinitzklasse miissen wir Ordnung 2 durch Ordnung < 2 ersetzen.
Aus Haupsatz 3 folgt sofort, dass die (relativen) Differenten und Diskriminanten in jeder
Erweiterung K,,|K, Hauptideale sind. Es gibt also in jeder Teilerweiterung von K |Kj

eine Galois-invariante Steinitzwurzel.

Mein herzlicher Dank geht an den Betreuer dieser Arbeit, Herrn Prof. Dr. P. Schmid.
Seine wertvollen Anregungen und die freundliche Betreuung waren mir eine grofse Hilfe.
Desweiteren danke ich Herrn PD Dr. U. Riese fiir die hilfreichen Diskussionen, sowie
T. Stumpp, T. Jahnke, A. Schidle, G. Sautter, M. Kélle und M. Frohlich fiir die kollegiale
Unterstiitzung beim Entstehen dieser Arbeit.

Ein herzliches Dankeschon gilt der Konrad-Adenauer-Stiftung e.V., die mir mit einem

Stipendium die Arbeit an dieser Dissertation ermdglichte.



Notation

L, K,E F
A, B, C

I =14
Hyiy = Hy
Clyx =Ix/Hg
h

a,b,ce

[a]

Py, P
Px

P, q

B, Q
sa(B)

L= LL|K

N = Npx
Tr=Tryk
oL

D, 6

algebraische Zahlkorper

Ringe ganzer Zahlen in K, L, F

Idealgruppe von K bzw. A

Gruppe der Hauptideale in K bzw. A
Idealklassengruppe von K

Klassenzahl von K

Ideale in K bzw. A

Idealklasse des Ideals a

Menge der endlichen bzw. unendlichen Primstellen von K
Menge aller Primstellen von K

Primideale in K bzw. A

Primideale in L bzw. B

Steinitzklasse von B iiber A

Einbettung von I4 in Ip

Normabbildung von Iz nach I, bzw. von L* nach K*
Spurabbildung von L* nach K*

Dualmodul des A-Moduls U

(relative) Differente bzw. Diskriminante
Minimalpolynom von @ iiber K bzw. dessen Ableitung
Menge der Wurzeln des Polynoms g

Fiihrer eines fiir L|K primitiven Elementes 6 € B
Exponentenbewertung zum Primideal p

lokale Korper in L, K bzgl. ‘B, p

Bewertungsringe in Ly, K,

Idelgruppe von K

Idelklassengruppe von K

kanonische Abbildung Jx — Ix

ideltheoretische Differente bzw. Diskriminante
primitive n-te bzw. primitive 2""2-te Einheitswurzel
Eulersche ¢-Funktion

Gruppe der Einheitswurzeln in K

Fiir ein Element z € Z und die Diskriminanten 6(mg), §(f) des Minimalpolynoms my bzw.

des Elements 6 bezeichnen wir mit z, d(my) bzw. () sowohl die jeweiligen Elemente als

auch die von ihnen erzeugten Hauptideale.






Kapitel 1
Steinitzklassen

Stets sind K C L algebraische Zahlkorper vom Grad [L : K] = n mit den Ringen ganzer
Zahlen A C B und Idealgruppen Ig bzw. I4. Es bezeichne Clx = Cl 4 die Idealklassen-
gruppe von K bzw. A und hg ihre Ordnung, die Klassenzahl. Fiir die Idealklasse eines

Ideals a schreiben wir [a].

1.1 Steinitzklassen

Sei U ein endlich erzeugter, torsionsfreier A-Modul. Dann ist U A-projektiv.
Ist {uy,us,...un}, u; € U, (i =1...n) eine K-Basis von KU (= K ®4 U), so existieren

(geeignete) gebrochene Ideale a; von A | so dass
Ugalul@---@anun

gilt. Nach Steinitz charakterisieren der Rang n = r¢(U) und die Idealklasse [[]", a;] =:
sa(U) den Isomorphietyp von U als A-Modul. Dabei nennt man s4(U) die Steinitzklasse
von U. Es ist

UZaqu @ Dau, = Aug @ Aug @ -+ - ® Auy @ (Hai)un-
i=1
1.1 Folgerung. Genau dann ist U frei iiber A, wenn s4(U) = 1, also [[}_, a; ein Haupt-

ideal ist.

1.2 Satz. (Invariant Factor Theorem)

Seien V', U endlich erzeugte torsionsfreie A-Moduln vom gleichen Rang n, so dass V C
KU. Dann existieren {uy,...u,} € U und (gebrochene) Ideale a;,...,a,, ¢1,...,¢, von
A mit e Ce; (i =1,...n— 1) mit der Eigenschaft

n n
U= @ a;u;, V= @ € a;U;.
=1 =1
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Die Ideale ¢4, . . . ¢, sind durch U und V' eindeutig bestimmt. Man nennt sie die Invarianten
Faktoren von V in U.
Ist V C U, so sind die Ideale ¢, ...¢, ganz in A.

Beweis. [CR, p.150-153].
Im Folgenden seien V', U endlich erzeugte A-Moduln von gleichem Rang n.

Nach 1.2 existieren gebrochene Ideale a;, ¢; in A und Elemente u; € U (i = 1,...n), dass
U @au; und V = P e;au;. Fir V C KU definieren wir den Modulindez oder das

Ordnungsideal
U:V]=]]e
Ist V C U, so ist l
UV = @ au;/ EB e = @ <aiui/eiaiui> = @A/ei
ein Torsionsmodul und der Modulindex [U : V] ist ein ganzes Ideal in A.

Die fiir uns wichtigsten Eigenschaften des Modulindex [U : V] beschreibt das folgende

Lemma:

1.3 Lemma. Sind U, V, W A-Moduln von gleichem Rang, die je eine Basis von L ent-

halten, so gelten die folgenden Aussagen:
) [U-W]=[U:V][V: W]
(ii) Sei W C U. Genau dann ist [U : W] = A, wenn U = W.
(iii) Ist W C U, so ist [U : W] ein ganzes Ideal in A.
Beweis. [CF, p.10].

Wir betrachten nun eine nichtausgeartete, symmetrische K-Bilinearform h auf W = KU.
Der A-Modul U sei ganz beziiglich h, es ist also h(U x U) C A.

1.4 Definition. Der Dualmodul U" von U beziiglich der Bilinearform h ist definiert als
U'={xeW|h(z,U) C A}

Offensichtlich ist, dass U in U’ enthalten ist. Desweiteren ist mit U auch U’ projektiv.

1.5 Lemma. Ist U = @ a,u;, so gilt fiir den Dualmodul

! -1

wobei {vy,...v,} die Dualbasis von KU zu {uy,...u,} bzgl h ist (h(v;,u;) = d;5).
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Beweis. (Vgl. |OM, p.230]). Es ist h(a;u;, aj_lvj) = 0 fiir i # j und h(au,, a; 'v;) C A.
Also gilt @ a; 'v; C U'. Sei z = aqv; + apvy + -+ - + a,v, € U'. Dann folgt insbesondere
mit der Bilinearitit von h

a;0; = h(Oéi’Ui, aiui) = h(Z, aiui) Q h(Z, U) Q A (Z S U)

Es ist also oa; € A und «; € a; 1 woraus die Behauptung folgt. O

1.6 Folgerung. FEs ist so(U') = s4(U)7.

1.7 Lemma. Seien U,V A-Moduln vom gleichen Rang, so gilt:
(i) Ist U CV,s0 V' C U
(i) [U': V'] =[V :U].

Beweis. Teil (i) folgt unmittelbar aus der Definition des Dualmoduls, somit bleibt noch
(ii) zu zeigen. Es existieren (gebrochene) Ideale a;,¢; in K und Elemente u; € U, so dass
U= au;, V=Peau;,also [U:V]=]]e;=:e.

Nach 1.5 ist mit geeigneten v; € U

U = @ai_lvi = @ei(ei_laiui) und V' = @ e, ta;
deshalb [V': U'| =] e =. O

In dieser Arbeit interessieren uns algebraische Korperweiterungen L|K eines Zahlkorpers
K. Der Ring ganzer Zahlen B in L ist wie jedes seiner Ideale ein Modul vom Rang
n = [L : K] iiber A, dem Ring der ganzen Zahlen von K. Es gibt also auch hier eine K-
Basis {u1,...u,} von L = KB und gebrochene Ideale a;,...qa, in A, so dass B = @ a;u;
ist.

Die Steinitzklasse sa(B) von B|A ist die Idealklasse des Ideals []a; in der Idealklas-
sengruppe von A. Ist s4(B) = 1, so ist B als A-Modul frei. Man sagt, es existiert eine
(relative) Ganzheitsbasis fiir L|K bzw. B|A.

Fiir algebraische Korpererweiterungen L|K spezifizieren wir nun die Bilinearform h.

Sei Tr = Trpk die Spurabbildung von L|K, die jedem Element x in L die Summe
>, 27(€ K) zuordnet, wobei o alle K-Einbettungen von L (in seinen algebraischen Ab-
schluss L) durchliuft. Insbesondere ist das Bild von b € B unter der Spur ein Element
von A.

Im Folgenden sei stets h(x;, x;) = Tr(x;x;) fir x;, x; € L.

Der beziiglich der Spur T'r gebildete Dualmodul B’ ist ein (echt) gebrochenes Ideal von B.
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Sein Inverses, das ganze Ideal (B’)~!, nennt man die Differente von L|K. Diese bezeichnen
wir mit D = Dy k. Der Modulindex [B’ : B] heisst die Diskriminante von L|K und wird
mit 6 = drx bezeichnet. Bekanntlich sind die Primteiler der Diskriminante § bzw. der

Differente D gerade die in L|K verzweigenden Primideale.

Ist b € Ip, dann ist b ein A-Modul mit rg(b) = rg(B) = n und wir definieren die Norm
N = Ny i des ldeals b als (vgl. [CF, p.14])

N(b) =B :b].

Da b ein Ideal von B ist, existieren nach 1.2 ganze Ideale ¢; und gebrochene Ideale a; in
A, sowie Elemente u; € L (i = 1,...n), so dass B = @ a;u; und b = € ¢;a;u; gilt. Damit
ist also

N(b) = [B:b] =]]e:
Da [Je;a; = [Je; ][ a; gilt, erhalten wir

1.8 Lemma. Esist § = N(D).

Beweis. Per Definition ist 6 = [B’ : B] und es gilt 1 = [B : B] = [B : B'|[B’ : B], also
[B:B'|=[B': B]"'. Mit B’ ist auch D = (B’)~! ein Ideal von B und es ist

1= Nyg(B) = Nyx(B'(B')™") = Nyx(B )Nk (D),

also
Nyx(DP) = Nyx((B) ") =[B:B]'=[B:B]=4.

O

Anmerkung. Aus dem Beweis ist ersichtlich, dass ebenso [B’ : B] = [B : (B')™!] gilt.
Auch fiir beliebige Ideale b € I erhalten wir [B: b] = [b: B]™".

1.9 Satz. Ist B ein freier A-Modul, also s4(B) = 1, so ist die Diskriminante § ein Haupt-
ideal. Ist 0 ein Hauptideal, so gilt so(B)* = 1.

Beweis. Nach Lemma 1.5 ist mit s4(B) = 1 auch s4(B’) = 1. Nach (%) ist [N(B')] =
SS‘:((%/)) = 1, also N(B') ein Hauptideal, deshalb ist auch § = Ny k(D) = N((B')™') =
Npjx(B')~! trivial in der Idealklassengruppe C'l.

Ist umgekehrt § = [B’ : B] ein Hauptideal, so ist B’ =4 B, da sich B’ und B nur
um ein Hauptideal unterscheiden. Wir erhalten damit s4(B) = s4(B’) und mit 1.6 folgt

SA(B)2 =1. O
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1.10 Folgerung. Ist die Klassenzahl hy ungerade, so existiert eine relative Ganzheits-

basis fiir L|K genau dann, wenn § ein Hauptideal von A ist.

Anmerkung. Einen komplizierteren Zugang zu dieser Folgerung findet man etwa bei
[Frl], [Nar, Ch.7 §3].

1.11 Satz. Es gilt [§] = sa(B)%.

Beweis Definitionsgeméf ist § = [B’ : B]. Nach 1.5 existieren Elemente u;,v; € L mit
Tr(u;v;) = 0;; und Ideale a; C A, so dass

B = @ au; = @ afa; 'u; und B’ & @ a; v = @ a; tusw;

gilt. Dabei ist w; = u; 'v;. Es ist also § = [B' : B] = [[, a?w; = [[ a? []w;i. Der Ubergang
zu Idealklassen liefert uns [0] = [[]a;]*> = sa(B)*. O

Wir haben bisher die Diskriminante von L|K betrachtet. Sie ist definiert als Modulindex
von B in seinem Dualmodul B’. Auch fiir beliebige endlich erzeugte torsionsfreie A-Moduln

U C L vom Rang n definieren wir deren Diskriminante mutatis mutandis als

mit dem Dualmodul U’ von U beziiglich der Spur T'r.

1.12 Lemma. Sei {uy,...u,} eine K- Basis von L und U = (uy,...,u,)A.
Es gibt ein eindeutig bestimmtes Ideal i(U) mit §(U) = i(U)?6 und i(U) € sa(B) ™.

Beweis. Nach 1.3 und 1.7 gilt mit i(U) = [B : U] fiir die Diskriminante
S(U) = [U':U]=[U":BlB :B]B:U]
= [B':B][B:UP=6§-i(U).
Die Eindeutigkeit des Ideals i(U) folgt aus der Torsionsfreiheit der Idealgruppe. O

Sei § € B ein primitives Element fiir die Korpererweiterung L|K, also L = K(6). Ist
U=(1,0,...,0" "4 = A[f], so nennt man das Ideal i(U) = [B : A[f]] =: () den Index
von 6 in B|A. Nach obigem Lemma ist i(f) € sa(B)~'. Alle diese Indizees i(6) liegen also

in derselben Idealklassengruppe. Wir erhalten die nachstehende Folgerung.

1.13 Folgerung. Genau dann ist B A-frei (also sa(B) = 1), wenn fiir ein beliebiges
primitives § € B der Index i(f) ein Hauptideal ist.
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Anmerkung. Ist U = A[f], so ist die Diskriminante §(U) von U = (1,6,...6" 1) 4 die
(wohlbekannte) Diskriminante §(my) des Minimalpolynoms my = my von 6 iiber K.
Bekanntlich ist die Elementdiskriminante §(6) = N(mf(6)) und es gilt (mg) =
(—1)"»=1/25(9). Als Hauptideale sind 6(#) und 6(mg) identisch.

1.14 Folgerung. Sei 0 € B ein primitives Element fiir L| K. Genau dann ist B frei iiber
A, wenn die Diskriminante 0 = (a) ein Hauptideal von A ist und Elemente b € A und

u € A* existieren, so dass fiir die Diskriminante des Minimalpolynoms 6(my) = uab* gilt.

1.15 Folgerung. Ist fiir ein beliebiges primitives Element § € B die Diskriminante §(my)
ein Quadrat in K*, so ist § das eindeutige Quadrat eines Ideals von A, d.h. 53 ist erklirt

1

und sa(B) = [02].

Beweis. Mit (w)? = §(my), w € A, ist § = d(my)i(0) 2 = ((w)i(@)*l)Q. Da die Idealgrup-
pe 14 torsionsfrei ist, folgt die erste Behauptung. Weiterhin ist nach 1.12 §(6) ! = §2 (w) !

1

ein Ideal in der Steinitzklasse s4(B). Damit ist s4(B) = [02]. O

1.16 Definition. Fiir ein primitives 6 € B ist der Fiihrer {4 als grofites Ideal von B, das
in A[f] liegt, definiert. Der Fiihrer fy

fo = {a € AlaB C A[f]}

ist also der grofste gemeinsame Teiler aller Ideale von B, die in A[f] liegen. Ist etwa
B = Alf)], so ist der Fiihrer fy = B = (1).

Die Differente des Elementes § ist definiert als D(0) = Dpx(f) = (my(6)). Sie ist also
insbesondere ein Hauptideal. Nach [Nar, Prop. 4.12] gilt fiir den Fiihrer

Der Fiihrer fy liegt also in der zur Differente inversen Idealklasse in C'¢;. Wir sehen auch

sofort, dass fiir die Norm des Fiihrers fy gilt
N(fo) = N(D(9) - N(B')) = d(mg)o~" = i(6)*.

Zum Zusammenhang zwischen der Differente D und den Elementdifferenten D(6) bleibt
anzumerken, dass die Differente D der grokte gemeinsame Teiler (als Ideal) aller Differen-
ten D(f) von (iiber K) ganzen Elementen 6 € L ist.

Fiir die Diskriminante ¢ gilt dieser Zusammenhang nicht. Diese ist nicht der grofite ge-
meinsame Teiler aller Elementdiskriminanten 6(0) fiir alle § € B, sondern der grofte
gemeinsame Teiler (als Ideal) aller Diskriminanten 6(U) = 0(uy, . . . u,,) fiir alle méglichen

ganzen K- Basen {uj,...u,} C B von L.
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1.2 Morphismen zwischen Klassengruppen

Wir betrachten die (kanonischen) Abbildungen zwischen den Idealgruppen von L und K

und schrinken sie auf die Idealklassen ein. Konkret geht es also um die Einbettung
t=trk : Ia — Ip;ar— aB

und die Normabbildung
N:NL|K[B—>[A7E]’—>Nb

Wir bezeichnen die von ¢7x und Ny x auf die Idealklassengruppe induzierten Abbildungen
ebenso. Das Kompositum Ny g otk dieser beiden Abbildungen bewirkt die Potenzierung
mit n = [L: K] auf 14 bzw. Cl.

Unser Augenmerk liegt auf der Steinitzklasse s4(B). Im Allgemeinen gilt nicht, dass sie

unter der Abbildung vy, x trivial wird, wie folgendes Beispiel belegt.

1.17 Beispiel. Nach [Hal, p.551] existieren imagindr quadratische Zahlkérper K (etwa
K = Q(v/—39)) mit einer Idealklasse I' € Clg, deren Ordnung durch 4 geteilt wird. Es
existiert eine quadratische Erweiterung L|K, deren Steinitzklasse s4(B) = I' ist [Nar,
Prop. 7.19]. Damit ist Ny 0 tpx(I') = T2 # 1, also ist auch ¢ (T') # 1.

Ein positives Beispiel erhalten wir, wenn L = Hil(K) der Hilbertsche Klassenkorper von
K ist. In L wird jedes Ideal von K zum Hauptideal, also wird auch s4(B) trivial in C/.
In Kapitel 3 werden wir zeigen, dass dies nicht nur in der maximal unverzweigten abelschen

Erweiterung, sondern in jeder unverzweigten Erweiterung gilt.

1.18 Lemma. Es ist tzx(sa(B)) = sp(B ®a B).

Beweis. Es ist aB = B ®4 a. Ist wie bisher auch B = &7 ;a,u;, so ist
B®sB=®-1 ,0u; @4 B = @1 o (Ba;)uy,

also ist B ®4 B ein projektiver B-Modul vom Rang n. Es ist ¢1x(s4(B)) die Klasse von
(JTa:))B = J[(Ba;) und dies ist nach Definition genau die Steinitzklasse von B® 4 B {iber
B. O

Beim Untersuchen der Normabbildung Ny x konzentriert sich die Fragestellung darauf,
ob die Steinitzklasse im Bild der Norm liegt. Da stets N(D) = 0 gilt, liegt das Quadrat

der Steinitzklasse s4(B)? immer im Bild der Norm.

Ist L|K eine Galoiserweiterung mit L N Hil(K) = K, d.h. L| K enthilt keine unverzweig-
te abelsche Teilerweiterung F'|K (nicht-trivial), so ist die Normabbildung Ny auf den
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Idealklassengruppen von L und K surjektiv [Wa, Thm. 10.1]. Insbesondere liegt also die
Steinitzklasse s4(B) im Bild der Norm.

In Kapitel 4, 6 und 7 werden wir weitere positive Beispiele kennenlernen und sogar die Ur-
bilder der Steinitzklasse unter der Norm eingehender studieren. Im Moment beschrénken

wir uns jedoch auf die nichsten zwei Resultate.

1.19 Lemma. Seien a,b Ideale in B. Es gilt sa(a) = s4(b) genau dann, wenn [Na] =
[Nb].

Beweis. Nach (x) gilt fiir ein Ideal bin A s4(b) = [Nb]s4(B). Die analoge Aussage haben

wir fiir das Ideal a, woraus sofort die Behauptung folgt. O

1.20 Satz. Genau dann liegt die Steinitzklasse s(B) im Bild der Norm Npk, wenn ein

Ideal b in B existiert, das frei iiber A ist.

Beweis. Sei b € Ip frei iiber A. Dann gilt wie in 1.12 Nb = i(b) = [B : b] € sa(B)™".
Also N([b7Y]) = [N(b71)] = s4(B). Sei umgekehrt s4(B) im Bild der Normabbildung,
d.h. es existiert ein Ideal b’ mit [Nb']| = s4(B), also [Nb'™!] = s4(B)~!. Nach 1.19 folgt
sa(b'™1) = s4(B) 'sa(B) = 1, also ist b'"! A-frei. O

Fiir das folgende Lemma bendtigen wir einen Satz von E. Hecke [He, Satz 176]. Er be-
sagt, dass die Differente in der Idealklassengruppe von L ein Quadrat ist. Auch auf diesen
Sachverhalt werden wir spater noch weiter eingehen.

Leider gibt es bisher keinen “elementaren” algebraischen Zugang zu diesem tiefliegenden
Satz. Er gilt auch nicht in beliebigen Dedekindringen, sondern nur in Ringen ganzer Zah-
len von algebraischen Zahlkérpern, wie Frohlich, Serre und Tate in [FST]| zeigen.

In den Monographien von Hecke |[He| und Weil [Wei| findet sich ein Beweis dieses Satzes,
der Methoden der analytischen Zahlentheorie verwendet (L-Reihen, Gaufsche Summen).
Armitage [Ar| benutzt Funktionalgleichungen gewisser L-Reihen, um das Resultat von
Hecke zu erhalten. Sein Beweis geht letztlich auf Serre zuriick. Einen algebraischen Be-
weis des Satzes von Hecke liefern Knebusch und Scharlau |KS]. Durch das Studium von
Wittgruppen algebraischer Zahlkorper zeigen sie, dass die Differente ein Quadrat in C'/,

ist, da sie ein sogenanntes “erzeugendes Reziprozititsgesetz” zuldsst.

1.21 Lemma. Ist die Klassenzahl hx von K ungerade, so ist so(B) im Bild der Norm.
Ist hy gerade, so ist s4(B)?* im Bild der Norm.

Beweis. Es gilt immer N[D] = [ND] = [§] = sa(B)?. Ist hx ungerade, so existiert in C'lg
kein Element mit Ordnung 2. Nach dem Satz von Hecke ist die Differente ein Quadrat
in der Idealklassengruppe von L. Es ist etwa A% = [D] fiir ein A € O/, und damit gilt
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N(A)? = s4(B)?. Da es kein Element der Ordnung 2 in Clx gibt, liefert das Ziehen der
Quadratwurzel in Clk eine eindeutige Losung. Damit ist N(A) = sa(B). O

Die in diesem Beweis auftretende Idealklasse A € C'¢p wird auch im Folgenden immer

wieder im Zentrum unserer Uberlegungen stehen.

1.22 Definition. Sei L|K eine Korpererweiterung algebraischer Zahlkorper. Eine Ideal-

klasse A € C'¢1, nennen wir eine Steinitzwurzel, wenn gilt
AQ = [DL\K] und NL|K(A) = SA(B).

Ein erstes Beispiel fiir eine solche Steinitzwurzel haben wir im obigen Lemma kennenge-
lernt. Wir folgern sofort, dass in einer Kérpererweiterung L| K eine Steinitzwurzel existiert,
falls die Klassenzahl hx von K ungerade ist.

Man beachte, dass die Existenz einer Steinitzwurzel nicht bedeutet, dass es auch ein Ideal
b € Ip gibt mit b = Dy und Ny k([b]) = sa(B).

Mit den Abbildungen gx, qr, die jeder Idealklasse in K, L ihr Quadrat in C'lx bzw. C{p,

zuordnen, erhalten wir folgendes kommutative Diagramm:

qr

A [Drik]
Nrik Z Nik
sA(B) oK [07)x]

Fiir eine Wurzel der Diskriminante in C'/x haben wir bekanntlich die zahlentheoretische
Interpretation als Steinitzklasse. Wir konnen an ihr ablesen, ob fiir B|A eine relative
Ganzheitsbasis existiert oder nicht.

Existiert in einer algebraischen Zahlkdrpererweiterung eine Steinitzwurzel, so hat auch
die Wurzel der Differente in C'?f, eine (zahlentheoretische) Interpretation, ndmlich als Ide-
alklasse, die unter der Norm auf die Steinitzklasse s4(B) abgebildet wird.

Leider gibt es nicht immer eine Steinitzwurzel, wie wir im folgenden Beispiel sehen wer-
den. J.-P. Serre hat in einer (brieflichen) Diskussion darauf hingewiesen, dass die Galois-

invariante Differente in der Regel keine Galois-invariante Quadratwurzel in C/¢;, hat.

1.23 Beispiel. Sei K = Q(v/—15) und L = Q(v/—=3,V5). Es ist L|K an allen Stellen
unverzweigt und hy = 2. (Daher ist L = Hil(K') der Hilbertsche Klassenkorper von K).
Nach Satz 43 in [Ha2| ist die Klassenzahl von L ungerade.

Die Erweiterung ist unverzweigt, darum sind die Differente Dy x und die Diskriminante
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0rk Hauptideale in B bzw. A. Da hj ungerade ist, existiert in C¢; kein Element der
Ordnung 2, d.h. die einzige Quadratwurzel A von [Dy k] in Clp ist die triviale Klasse.
Es ist also stets Npjx(A) = 1 in Clg. Die Steinitzklasse s4(B) ist jedoch nicht trivial
in C'lk, sie hat Ordnung 2 und erzeugt somit die Idealklassengruppe. Die Wurzel A der

Differente in C'¢y, kann also unmdglich ein Urbild von s4(B) unter der Norm sein.

Anmerkung. Argumente dafiir, dass die Steinitzklasse s4(B) Ordnung 2 hat, werden
uns ab Kapitel 3 zur Verfiigung stehen.
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In diesem Abschnitt werden wir Hilfmittel zur Verfiigung stellen, die im Laufe der folgen-
den Kapitel benotigt werden. Wie immer ist L|K eine Korpererweiterung algebraischer

Zahlkorper mit Ringen ganzer Zahlen B und A.

2.1 Lemma. Sei F' ein Zwischenkérper von L|K mit Ring ganzer Zahlen C. Fiir die
Differenten und Diskriminanten der relativen Erweiterungen besteht folgender Zusam-

menhang:

(1) DL|K = DL|FDF|K (Trans1t1v1tat der Differente).

(ii) Sz = (Op ) EFINp (1)
Beweis. [CF, p.17].

2.2 Satz. Sei F' ein Zwischenkérper von L|K mit Ring ganzer Zahlen C. Dann gilt fiir
die Steinitzklassen
sa(B) = sA(C)[L:F}NmK(sC(B)).

Beweis. Sei {u;} C C eine Basis fiir F|K und {v;} C B eine Basis fiir L|F, dann
ist {w;v;} C B eine Basis fiir L|K. Seien U,V,W die freien A-Moduln, erzeugt von
{uw;}, {vi}, {wiv;}, und Sz = i(Z)~! fiir Z = U,V,W; also Sz ein Ideal aus der entspre-
chenden Steinitzklasse. Aus [Nar, Prop. 5.7] entnehmen wir, dass fiir die Diskriminanten

der Basen von U, V, W ein zu 2.1 (ii) analoger Zusammenhang besteht, namlich

01 (W) = Npjre (814 (V)i (U) .

Nach 1.12 gilt fiir die Diskriminanten der Kérpererweiterungen

o = Siorx(W),
Spp = Sponr(V),
Spie = Sionr(U)
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Eingesetzt in die wohlbekannte Formel 2.1 fiir Diskriminanten liefert dies

= S5y (U) B (N Sv)* Nijse (010 (V)),

und mit dem oben zititerten Ergebnis aus [Nar| erhalten wir schliesslich
Sty = (55™")" (Nrisv)”

Da die Idealgruppe torsionsfrei ist, es also keine Elemente mit Ordnung 2 gibt, folgt
hieraus Sy = SZ[]L:F]N[F:K}(SV). Der Ubergang zu Idealklassen liefert die Behauptung. O

2.3 Folgerung. Ist C frei iiber A und B frei iiber C, so ist auch B frei iiber A.

2.1 Zyklische Korpererweiterungen

2.4 Definition. [Wa, Ex.9.3] Sei K ein algebraischer Zahlkorper, der eine primitive p-te
Einheitswurzel ¢, enthélt, p eine Primzahl, p ein Primideal in K iiber p. Sei 7 = (¢, — 1)
und « ein Element aus K* mit o ¢ (K*)?, « teilerfremd zu p, P =[], p. Bekanntlich ist

7P~t = p. Wir definieren

plp

a ist primér, wenn P = o (mod pr) eine Losung in K* hat,
a ist hyperprimér, wenn 2P = « (mod pnP) eine Losung in K* hat,
a ist singuldr primér, wenn « primér ist und («) = b? fiir ein b € I.

2.5 Satz. Es gelten die Voraussetzungen aus 2.4. Sei L = K ({/a), p|p und vy(7) = a.
Dann gilt:

(i) p zerfillt total in L, falls 2° = « (mod p®*) in K* Iésbar ist, also o hyperprimér

ist,

(i) p ist trige in L, falls z¥ = « (mod p°) in K* losbar , aber 27 = « (mod p®T!)
unlésbar in K*, also a primar ist,

(iii) p verweigt total in L, wenn 2P = o (mod p°?) unlosbar in K* ist.

Ist also xP = « (mod p°?) losbar, also a primdr, so ist L|K unverzweigt fiir alle p|p.
Ist o singuldr primdr, so ist L|K sogar unverzweigt fiir alle Primideale p in K, aufer fiir

p =2 und K reell. Hier verzweigen die unendlichen Stellen.
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Beweis. [He, Satz 119].

Anmerkung. Findet man fiir die Kongruenzen Losungen z in K*, so sind diese Lo-
sungen Elemente des Rings der ganzen Zahlen A, wenn « selbst in A liegt. Sei etwa
2P = a (mod p'), also 2P = o + z mit z € p, so ist 2P ein Element in A. Als Ring ganzer
Zahlen ist A ganz abgeschlossen in K. Da x € K Nullstelle des ganzen Polynoms X? — z?

ist, muss x also schon in A liegen.

Anmerkung. Enthélt K eine primitive p-te Einheitswurzel und ist L = K(¥/«), so kann
das Primideal p|p in K nur total verzweigen, total zerfallen oder trége bleiben. (L|K ist

galoissch vom Grad p.)

2.6 Lemma. Sei L|K eine Galoiserweiterung von Zahlkérpern mit zyklischer Galoisgrup-
pe G = (o) # 1 und genau eine Primstelle p von K verzweige in L mit Verzweigungsindex
e. Ist LL\K . Cﬁ[( — CEL injektiv, S0 ist NL\K(UL) = UK (UHd NL\K<C€L) = CEK)

Beweis. Zum Beweis rufen wir kurz einige Resultate aus der Klassenkorpertheorie in
Erinnerung.

Fiir zyklische Galoiserweiterungen gelten fiir die Cohomologiegruppen in den Dimensionen
-1, 0, 1, 2 folgende Isomorphien:

H°(G,UyL) := (Up)a/Nyx(Ur) = H*(G,U) und HY(G,U,) = H'(G,Uy).

Die Ordnungen der Cohomologiegruppen hiangen iiber den Herbrand-Quotient h(U}) von-

einander ab. Es ist

_|HA(G UL HY(G, UL [HY(G,UL)|

N | ARSI R AT

Den Herbrand-Quotient h(U) kénnen wir durch die lokalen Grade [Lg : K] berechnen,

1
[L: K]

hUL) = h(LFR) = I Ly K.

pePse
Es gilt HY(G,UL) = (Hy)g/Hk [Sch, 12.5]. Damit werden wir im Folgenden eine Ab-
schitzung fiir |H'(G, UL)| erhalten:

Nach Voraussetzung ist ¢rx injektiv, es werden insbesondere nur Hauptideale aus K zu
Hauptidealen in L; also ist Ix N H, = Hg. Nun gilt aber Ix N (Hy)g C Ix N H, = Hg
und Hx C Ix N (Hp)g, demnach haben wir Ix N H, = Hig = Ix N (Hp)g. Aus der
Klassenkérpertheorie [Sch, 5.5] wissen wir, dass |(I1)c : Ir| = [[,cp,. ¢(Plp).

Sei nun die einzige verzweigende Primstelle endlich, dann ist |(I1)¢ : Ix| = e. Da
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HK = [K N (HL)G7 gllt also (HL)G/HK = (HL)G/(IK N (HL)G’ = (HL)G[K/[K Offen—
sichtlich ist (Hp)elx < (I1)q, deshalb haben wir

|HY (G, UL)| = |(Hp)e/H| = [(Hp)aIr /Ix| < [(IL)a/Ix] = e < [L: K].

Fiir den Herbrand-Quotient h(UyL) gilt h(UL) = ﬁ, da keine archimedische Primstelle

verzweigt. Insgesamt ergibt sich

I }K] =h(Up) = % dh. |H(G,UL)| =[L: K]-|H*(G,UL)|.

Allerdings ist |H'(G,Ur)| < [L : K] und da |H°(G,UyL)| eine natiirliche Zahl sein muss,
erhalten wir |H(G,Uy)| = 1, also Ny (UL) = Uk.

Ist die einzige verzweigende Stelle archimedisch, so ist |({L)g : Ix| = 1. Damit ist auch

1 2
1 =|(Hp)e : He| = [H(G,UL)| und h(Uy) = TR I Ly K = TR
K] i :
Schliefslich gilt also
2 |H°(G,Up)| 0
= h(U,) = 2 = |HY(G, UL,
[L: K] (U1) |HY(G,U,)| G ULl

bzw. 2 = [L : K]-|H(G,UyL)|. Wegen [L : K| > 1 muss [L : K] = 2 gelten und folglich
|H°(G,UL)| = 1. Somit ist wiederum die Norm auf den Einheiten surjektiv. O

2.7 Lemma. Sei L|K Galoiserweiterung von Zahlkérpern mit zyklischer Galoisgruppe
G = (o). Ist N x(Ur) = Uk, so enthélt jede G-invariante Idealklasse I' € C/y, ein

G-invariantes Ideal.

Beweis. Sei I' eine G-invariante Idealklasse von L, also ' = T", und a ein Ideal in L mit
l[a] =T. Dann ist [a] = [a]” = [a?], also a” = va fiir ein v € L*.

Es gilt Npjx(a) = Nyx(a”) = Ny (va) = N (7) Ny (a) und Npjg(7y) ist eine Einheit
in K. Da nach Voraussetzung die Norm auf den Einheiten surjektiv ist, existiert ein
uw € Up mit Npjg(u) = Npjg(y), damit Npjg(yu') = 1. Die Galoisgruppe ist zyklisch,
daher existiert nach Hilberts Satz 90 ein z € L* mit yu ! = % Ist nun b = 2z~ !a, also
(6] = [a] =T, so folgt b7 = 277a° = (27 'y 'u)(ya) = uz"'a = ub = b. Das Ideal b ist

G-invariant. O
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2.2 Abelsche Korpererweiterungen

Sei K|Q eine Galoiserweiterung mit abelscher Galoisgruppe G. Nach dem Satz von
Kronecker-Weber [Wa, Thm. 14.1] ist K Teilkorper eines geeigneten Kreisteilungskor-
pers L = Q(g,,) (m € N), und deshalb auch G = Gal(K|Q) eine Untergruppe von
Gal(L|Q) = (Z/mZ)* =: G(m), der primen Restklassengruppe mod m.

Einen Homomorphismus x : G — C* nennt man einen Charakter von G. Ist |G| = n
endlich, so ist x(z) eine n-te Einheitswurzel fiir ein z € G. Alle Charaktere einer Gruppe
G bilden die Charaktergruppe G von G und es gilt G = G (nicht natiirlich). Inshesondere
ist mit G = X x Y auch G =X x V.

Die Charaktere von G(m) nennt man Dirichlet-Charaktere mod m, und es ist

—

X =Xk ={x € G(m) : Ker(x) 2 Gal(Q(em)|K)}
die dem Korper K zugeordnete Gruppe von Dirichlet-Charakteren. Daher gilt
X=Xx=G~aG.

Ein Dirichlet-Charakter mod m heisst primitiv, falls er sich nicht durch einen Dirichlet-
Charakter mod m/ fiir einen Teiler m’ von m darstellen lasst. Ist dies der Fall, so nennen
wir den ggT (als Ideal) aller solcher Teiler den Fihrer f, von x. Der Fiihrer fx des Kor-
pers K ist dann das kgV der Fiihrer f, aller x € Xkg.

Ist L = Q(e,,) der kleinste Kreisteilungskorper, in dem K enthalten ist, so ist fx = m.
Wie tiblich sei [K : Q] = n = 11 + 21y, wobei r; die Anzahl der reellen, ro die Anzahl
der Paare komplexer Einbettungen von K bezeichnen. Zwischen der (absoluten) Diskri-

minante dx und den Fiihrern besteht der folgende Zusammenhang.

2.8 Satz. (Diskriminanten-Fiihrer-Formel)

o = (—1)" H fx-

XEXK

Beweis. |[Nar, Prop. 8.4|.

In Kapitel 8 werden wir von der Diskriminante nur den 2-Anteil bendtigen.

Da G(m) = G((2%) x G(m') (mit m = 2fm’, m ungerade) ist, gilt auch
G/(WT) = CT(?T) X G/(m\’) Fiir jeden Charakter y € G/(m\) existiert eine Darstellung
X = X2Xm’, daher kénnen wir uns in Kapitel 8 auf das Studium des 2-Anteils im Fiihrer

fx beschranken.
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Anmerkung. Es gibt auch eine Version der Diskriminanten-Fiihrer-Formel fiir relati-
ve Galoiserweiterungen L|K, siehe etwa [Neu, VII.11.9]. Wir bendtigen sie nur fiir das

folgende Beispiel.

2.9 Beispiel. Ist L| K zyklisch von ungeradem Primzahlgrad p, so ist auch X zyklisch mit
Ordnung p. Wir haben also einen trivialen Charakter und (p — 1) nichttriviale Charaktere
mit gleichem Fiihrer. Nach der Diskriminanten-Fiihrer-Formel ist die Diskriminante ¢
eine (p — 1)-te Potenz in I4. In Kapitel 4 zeigen wir, dass in Galoiserweiterungen mit
ungeradem Grad die Differente ein Quadrat in der Idealgruppe Ip ist und ihre Wurzel
unter der Norm auf ein Ideal in der Steinitzklasse abgebildet wird. Es existiert also eine

Steinitzwurzel fiir L|K. Die Steinitzklasse ist eine 2*-te Potenz in C'lk.



Kapitel 3
Unverzweigte Erweiterungen

Sei L|K eine Galoiserweiterung algebraischer Zahlkdrper mit Galoisgruppe G =
Gal(L|K). Eine Erweiterung heisst unverzweigt, wenn keine endliche Stelle verzweigt,
also die Diskriminante 0 = drx = A und die Differente D = Dy g = B ist.

Diese Situation entspricht einer Galoiserweiterung von Ringen, wie sie von R. G. Swan
[Sw, p.22] definiert wird:

Seien A C B kommutative Ringe und G eine endliche Automorphismengrup-
pe von B. B ist eine Galoiserweiterung von A, wenn die beiden folgenden

Aussagen gelten.

i) B¢=A
(ii) Fiir alle Untergruppen H < G und alle unter H stabilen Ideale I # B
wirkt H treu auf B/I.

Im Fall der algebraischen Zahlkorper ist Bedingung (i) immer gegeben, Bedingung (ii)

nur dann, wenn eine unverzweigte Erweiterung vorliegt. Da B und A Dedekindringe sind,

geniigt es, diese Figenschaft fiir Primideale B von B zu zeigen.

Die Untergruppe H muss treu auf B/ wirken, d.h. nur fir 1 = ¢ € H < G darf
7 = [ (mod B) gelten. Dies bedeutet aber, dass die Trégheitsgruppe Ti trivial sein

muss und damit e(Plp) = |Tips| = 1 gilt, also P unverzweigt ist.

Wie in Kapitel 1 schon angekiindigt, beweisen wir nun, dass die Steinitzklasse in unver-

zweigten Erweiterungen unter der Einbettung ¢y |k trivial wird.

3.1 Satz. Fiir eine unverzweigte Galoiserweiterung L|K gilt 1k (sa(B)) = 1.

Beweis. Nach [Sw, Prop. 2.1(3)| ist B ®4 B eine zerfallende Galoiserweiterung von B,
d.h. B ®4 B ist isomorph zu [], ., B. Es existiert also eine B-Basis fiir B ®4 B, daher
ist sp(B ®4 B) trivial und nach 1.18 auch ¢z (s4(B)) = sp(B ®4 B). O
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Ob auch schon die Steinitzklasse s4(B) selbst trivial ist, ldsst sich bei unverzweigten

Galoiserweiterungen an der Galoisgruppe ablesen.

3.2 Satz. Sei L|K unverzweigt mit Gruppe G. Genau dann ist so(B) = 1, wenn eine der
beiden folgenden Aussagen gilt:

(i) Die 2-Sylowgruppen von G sind trivial, also |G| ungerade, oder nicht zyklisch.

(ii) Die 2-Sylowgruppen von G sind nicht-trivial und zyklisch und der einzige iiber K
quadratische Zahlkorper ist von der Form K (\/u), wobei u € A* eine Einheit ist.

Beweis. Nach Voraussetzung ist die Diskriminante 6 = A. Sei § € B primitiv fiir
LIK und g = mg das dazugehorige Minimalpolynom mit Diskriminante d(g) = d(mg).
Fiir die Diskriminante von g gilt nach Vandermonde §(mg) = [[,;(8; — f;)?, wobei
Bi, i =1,...,n = [L : K] die verschiedenen Nullstellen von g sind, die alle in L liegen
(Die Erweiterung ist normal). Also ist auch \/6(mg) in L und F' = K(,/5(mg)) ist ein
Zwischenkorper von L|K mit Grad [F: K] < 2.

Ist [F: K] = 1, etwa bei |G| ungerade, so ist \/d(ms) € K. Mit 1.12 ergibt sich fiir die
Diskriminante A = § = 6(m5)22’(5)2. Es folgt \/0(ms) = i(3)~* € s4(B) und damit ist
nach 1.13 die Steinitzklasse s4(B) trivial.

Sei nun [F' : K| = 2. Dann ist 6(mg) kein Quadrat in K und somit die Galoisgruppe G
als Permutationsgruppe auf den Wurzeln W, von g nicht enthalten in Ay, der alternie-
renden Gruppe auf den Wurzeln von g. Es gibt also eine ungerade Permutation ¢ € G
auf W,. Da die Erweiterung unverzweigt ist, also insbesondere |Tis| = |{o € Gg : 27 =
x (mod P)}| = 1 fiir alle P € Py, ist der Stabilisator G,, einer Nullstelle a € W, trivial, G
operiert auf W, also regular. Wir konnen o als Produkt von disjunkten Zykeln schreiben.
Hatten diese unterschiedliche Ordnungen, so giabe es Zykel # 1, die gewisse Elemente fest
lieken. Da G regular operiert, kann dies nicht sein. Die disjunkten Zykel haben demnach
alle diesselbe Ordnung o(c) und es gibt |G|/o(0) viele disjunkte Zykel der Linge o(o).
Da o ungerade ist, ist o(o) gerade und |G|/o(0) ungerade. Also ist o(c) die maximale
2-Potenz in |G| und (o) # 1 eine zyklische 2-Sylowgruppe von G.

Nach dem Verlagerungssatz von Burnside [Hu, Satz IV.2.6] hat G ein (eindeutiges) nor-
males 2-Komplement mit zyklischer Faktorgruppe. Deshalb gibt es also genau einen qua-
dratischen Teilkorper F' von L|K, F = K(\/d(mg)).

Ist s4(B) = 1, so gilt nach 1.14 fiir die Diskriminante des Minimalpolynoms §(mg) = ua
mit u € Ug und a € A (0 = A, unverzweigt). Also gilt einerseits F' = K(y/u). Ist ande-
rerseits F' = K(y/u) mit v € Uk, so ist d(m ) = 4u und §(m 5) = ua® mit a € K*.
Wieder folgt mit 1.14, dass die Steinitzklasse s4(B) trivial ist. a

2
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3.3 Folgerung. In einer unverzweigten Galoiserweiterung mit Gruppe G seien die 2-
Sylowgruppen von G nicht-trivial und zyklisch. Ist ' ein quadratischer Teilkérper von
L|K mit Ring der ganzen Zahlen C, so gilt s4(B) = 1 genau dann wenn s,(C) = 1.

Beweis. Sei zunéchst s4(B) = 1. Da die 2-Sylowgruppen von G zyklisch und # 1 sind, exi-
stiert ein einziger quadratischer Zwischenkorper F' = K (y/u), mit u € Ug. Damit ist nun
F|K eine unverzweigte Galoiserweiterung mit zyklischer, nicht-trivialer 2-Sylowgruppe
mit einzigem quadratischen Zwischenkorper F') nach 3.2 gilt s4(C) = 1.

Ist s4(C) =1, so haben wir mit 3.2, dass F = K(y/u) mit u € Uk ist. Die Erweiterung
L|K erfiillt alle Voraussetzungen von 3.2, damit ist so(B) = 1. O

3.4 Hauptsatz 1. Sei L|K galoissch und an allen endlichen Stellen unverzweigt. Es gel-
ten die obigen Bezeichnungen. Die Steinitzklasse sa(B) ist genau dann nicht trivial, wenn
es genau eine quadratische Teilerweiterung F|K in L|K gibt und in dieser s4(C) # 1 ist.
Damit haben sa(B) und s4(C) Ordnung 2 in Clg.

Beweis. Ist s4(B) # 1, so folgt aus 3.2, dass die 2-Sylowgruppe von G nicht trivial
und zyklisch ist. Es existiert also genau ein quadratischer Zwischenkorper F' in L|K.
Wiire dessen Steinitzklasse s4(C') = 1, so wire dies ein Widerspruch zu 3.3. Da mit L|K
auch F|K unverzweigt ist, sind die Diskriminanten in beiden Féllen trivial und beide
Steinitzklassen haben Ordnung 2 in C'lk.

[st andererseits F' der einzige quadratische Zwischenkorper von L|K, so muss die
Galoisgruppe eine zyklische (nicht-triviale) 2-Sylowgruppe enthalten. Aufgrund von 3.3
ist mit s4(C') auch s4(B) nicht trivial und wie eben folgt, dass ihre Ordnungen in Clg

identisch, ndmlich 2, sind. O

Anmerkung. Ahnliche Resultate hat E. Soverchia [So] im Jahr 2002 verdffentlicht. An-
stelle einer unverzweigten Erweiterung betrachtet sie jedoch eine Galoiserweiterung L|K,
die den Hilbertschen Klassenkérper H = Hil(K) von K enthélt. Sie kann zeigen, dass
die relative Diskriminante von L|H stets ein Hauptideal ist. Ist die Klassenzahl von H
ungerade, gibt es also eine relative Ganzheitsbasis fiir L|H. Ist die Klassenzahl hy gera-

de, so hingt die Existenz der Ganzheitsbasis wie in unserem Satz von der Struktur der
Galoisgruppe G = Gal(L|H) ab:

(i) Ist die 2-Sylowgruppe von G nicht zyklisch oder trivial, so hat L|H eine relative

Ganzheitsbasis.

(ii) Ist die 2-Sylowgruppe von G nicht-trivial und zyklisch, so existiert genau dann eine
relative Ganzheitsbasis fiir L|H, wenn fiir die quadratische Teilerweiterung M|H

eine relative Ganzheitsbasis existiert.
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Auch die Bedingung an den quadratischen Teilkérper M in (ii) kommt uns bekannt vor,

allerdings ist unser Resultat unabhingig von E. Soverchias entstanden.

Anmerkung. Existiert fiir eine unverzweigte Erweiterung L|K eine relative Ganzheits-
basis, ist also s4(B) = 1, so existiert stets eine Galois-invariante Steinitzwurzel A fiir
L|K. Es ist dann A = [D] trivial in C/?y.

Weiss man, dass fiir eine Erweiterung L|K eine relative Ganzheitsbasis existiert, so kann
man sich iiber die Form dieser Ganzheitsbasis weitere Gedanken machen. Wir erlautern

kurz die beiden Begriffe, die in der Literatur dazu auftauchen.

Fir L|K bzw. B|A existiert eine ganze Potenzbasis, wenn B = Alf)] fiir ein 6 € B, also
{1,0,...0""'} eine Ganzheitsbasis fiir B|A ist. Man nennt den Ring B dann auch mono-
gen und 0 ein primitives Element fiir B|A. Ist F' ein Zwischenkorper von L|K mit Ring C,
so gilt auch B = C[0], also hat mit L|K auch L|F eine ganze Potenzbasis. Eine analoge
Aussage gilt fiir (beliebige) Ganzheitsbasen nicht.

Eine ganze Potenzbasis {1,0,...0" 1} existiert genau dann, wenn der Fiihrer fy des pri-
mitiven (ganzen) Elements 6 trivial, also fg = B ist. Nach [Nar, p.163| ist es im Lokalen
immer moglich, ein Element 0 € By zu finden, dessen Fiihrer nicht durch P teilbar, also
eine Einheit in By ist. Damit exisitiert fiir die Ringe Bgp|A, in lokalen Erweiterungen

immer eine ganze Potenzbasis.

Wir nennen eine Ganzheitsbasis einer Galoiserweiterung L|K eine normale Ganzheitsba-
sis, wenn die Basiselemente der A-Basis von B transitiv von der Galoisgruppe permutiert
werden. Existiert eine normale Ganzheitsbasis, so ist die Spurabbildung Tr : B — A
surjektiv, was in normalen Erweiterungen stets dquivalent dazu ist, dass die Erweiterung
L|K zahm verzweigt ist. Die zahme Verzweigung ist allerdings nur im Lokalen auch ei-
ne hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer ganzen Normalbasis fiir B|A ([Noe|).
Im Globalen gilt dies im Allgemeinen nicht. Ein Gegenbeispiel hierzu findet sich etwa in
[Mar]|.

Den restlichen Teil dieses Kapitels verwenden wir auf das Studium von ganzen Potenz-

bzw. normalen Ganzheitsbasen in unverzweigten Erweiterungen.

3.5 Satz. Fiir eine unverzweigte quadratische Erweiterung L|K gibt es genau dann eine

relative Ganzheitsbasis, wenn es eine ganze Potenzbasis gibt.

Beweis. (Vgl. [Ih, Thm. 1]). Dass aus der Existenz einer ganzen Potenzbasis auch die
Existenz einer relativen Ganzheitsbasis folgt, ist trivial. Zu beweisen ist also nur die
Umkehrung.
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Sei G = Gal(L|K) = (o). Nach 3.2 gibt es genau dann eine relative Ganzheitsbasis,
wenn L = K(y/u) ist mit u eine Einheit in A. Wir setzen p = y/u. Da die Erweiterung
unverzweigt ist, ist u ein priméres Element (2.4) und die Kongruenz 22 = u (mod 4A) ist
I6sbar in K*. Sei A € K* eine solche Losung. Da u = p? in B gilt, ist A\* = u? (mod 4B).

Es ist dann (g — A)(u + A) = 2 — A2 = 0 (mod 4B). Uberdies folgt
(= N2 = p? —2uX\ + 2 = 2u® — 2u) = 2u(p — ) (mod 4B),

also (1 — A)?> =0 (mod 2B).

Sei nun (u — ) = [, PB% die eindeutige Primidealzerlegung von (1 — A) in B, also
(+A) = (p—A)7 =L (B7)%. Es sei 2B = [[es P’ die Zerlegung von 2 in B. Damit
haben wir auch 4B = HjeJ &B?ej. Wir wissen bereits, dass

=T | [Iw o

jeJ iel
_ €j 2d;
on =11 | II%"
jeJ icl

gilt und sehen sofort, dass J C I sein muss. Wir zeigen nun, dass 2 ein Teiler von (u— \)
ist, bzw. dass fiir die Exponenten der B, (j € J) e; < d; gilt.

Ist B; ein Teiler von 2, so auch das konjugierte Ideal B7. Da die Erweiterung L|K unver-
zweigt ist, gibt es nur entweder trige oder zerfallende Primideale 3;|p;, p; in K. Folglich
ist entweder PB7 = P; im trigen Fall oder P = Py (und P7 = P;) mit j # k € J
geeignet, falls p zerfillt. Der Exponent e; ldsst sich schreiben als e; = e(p;|p;)e(B;|p,),
(pj) = p; NZ. Da Py, iiber demselben Primideal p; in K liegt wie P, haben Py = P

und ‘PB; denselben Exponenten. Wir erhalten also

4B = H(‘BJ B9 = H(‘BJ‘B?)EJ'

jeJ jedJ

TTB:$B*,

iel

und insbesondere e; < d;, also ist 2B ein Teiler von (1 — A). Damit haben wir = A+ 27y
mit v € B und es ist v — 47 = %(u — A — u% + A) = p. Das Element p = (v —77) liegt in
Al] (77 € A[y] = A[X]/(m,)) und da p eine Einheit in B ist (upu™ = 1), ist auch der
Fithrer f, = (1) = B, also B = A[y]. O

3.6 Satz. [Ch, Thm. B|, [Th, Thm. 2| Sei L|K eine Kérpererweiterung vom Grad p mit
e, € K (also eine Kummererweiterung). L|K sei an den endlichen Stellen unverzweigt. Es
existiert genau dann eine ganze Normalbasis fiir B|A, wenn L = K (¥/a) fiir eine Einheit

a € Ug mit « =1 (mod wP) gilt. Insbesondere ist « singuldr primér.

Beweis. L. Childs beweist folgendes Theorem [Ch, Thm. BJ:
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Sei L|K eine unverzweigte Kummererweiterung, zyklisch vom Grad p mit
Gruppe G = (o). Sei m = (¢ — 1), € = ¢, eine p-te Einheitswurzel. Folgende

Aussagen sind dquivalent:

(i) Es existiert ein z € Uy N (1 +7B) mit 27 = ez.
(ii) Es existiert ein x € B mit B = A[z| und 27 = ez + 1.

(iii) B hat eine normale Ganzheitsbasis tiber A.

Sei nun L = K(¢/a) mit « = 1 (mod 7P). Wir zeigen, dass fiir ¥/« die Bedingung aus (i)
gilt, woraus dann sofort die Existenz einer normalen Ganzheitsbasis folgt.

Die Wurzeln des Minimalpolynoms von /o sind €, /a (i = 1,... (p — 1)), also ist insbe-
sondere ¥/a’ = g,¢/a. Da a € Uk ist, ist auch ¢/a eine Einheit in L. Es bleibt noch zu
zeigen, dass ein b € B existiert, so dass ¥/a = 1 + 7b, also 7 ein Teiler von 1 — ¢/« ist.
Wir gehen wie in 3.5 vor. Seien ¢/a — 1 = [[,.; B¢ und 7 = [1,c, %} die eindeutigen
Primidealzerlegungen in B. Es ist 1 — a = [[, .o(¢/a — 1)7 = [[, [L;c;(P$)°. Da 7 das
Ideal (o — 1) teilt, folgt, dass J C I und pe; < vgpj(Hi(iBfi)") ist. Es bleibt e; < d; fiir
alle j € J zu zeigen.

Da L|K galoissch vom Grad p ist, kann in L|K das Primideal p|m nur total verzwei-
gen, total zerfallen oder trage bleiben. Ersteres ist in unserem Fall ausgeschlossen. Ist p;
(= P; N A) trige in L|K, so bleibt P; unter o fest, also [, (PF)7 = Pk, Demnach ist
e; < d; fiir die trdge Primideale ‘B;.

Zerfallt p; in L|K, so ist p; = P, - - - P, Alle P, treten in der Faktorisierung von 7 auf
und sind zueinander konjugiert. Sie werden durch die Galoisgruppe zyklisch permutiert,
wobei der Exponent d; fiir alle 3;, identisch bleibt. Wir haben also fiir zerfallende Prim-
ideale [, 1, (B%)7 = [T, B*“ und es folgt auch hier e; < d;. Damit ist a € 1 + 7B und

Bedingung (i) erfiillt.

Existiert andererseits fiir B|A eine ganze Normalbasis, so gibt es nach Childs’ Theorem

auch eine ganze Potenzbasis mit Erzeugendem z, also B = A[z]|. Aus dem Beweis in [Ch]

z—1

= mit z wie in (i), also 27 = €z, ist. Da weiterhin ¢ € K ist,

ist ersichtlich, dass x =

erhalten wir )
) = K(z-1) = K(2),

L=K(@)=K(*=

mit z € Uy N (1 4+ 7nB). Folglich ist 2¥ € (1 +7PB), also a := 2P =1 (mod 7?) und daher
primér. Esist « = 2z € K bzw. A, weil (2P)7 = eP2P = z gilt. Trivialerweise ist o = (/)P

singulér. a

3.7 Satz. |Ih, Cor. 3| Sei L|K eine an den endlichen Stellen unverzweigte Galoiserweite-
rung vom Grad p mit ¢, € K und Gruppe G. Existiert eine ganze Normalbasis fiir B|A,

so gibt es auch eine ganze Potenzbasis fiir B|A.
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Beweis. H. Ichimura zeigt in |Ih, Thm. 1] fiir eine zyklische Kummererweiterung vom
Grad p mit ¢, € K und 7 = ¢, — 1 die folgende Aquivalenz:

(i) L|K ist an den endlichen Stellen unverzweigt und es ist B = A[f)] fiir ein
6 € Bmit 07 —¢cyf € Afiirein o € G.

(ii) Esist L = K(¢/«) mit einer Einheit « € U, fiir die gilt o = u? (mod 7?),
fiir ein u € A.

Mit Theorem B in [Ch] folgt die Behauptung sofort. 0

Anmerkungen. [Ih, p.105] Fiir eine Einheit ¢ € K gilt, dass K ({/€)|K genau dann un-
verzweigt ist, wenn € = u” (mod 7P) fiir ein u € A ist (d.h. € ist singuldr primér; vgl.
Kapitel 2). Folglich hat eine unverzweigte Erweiterung L|K, K wie oben, eine ganze Po-
tenzbasis, wenn L = K ({/e) ist.

Eine unverzweigte quadratische Erweiterung L|K hat genau dann eine ganze Potenzbasis,
wenn L = K(y/€) fiir ein € € Uk ist. Die Kongruenz aus (ii) gilt, weil € primér ist. Die
Bedingung aus (i) gilt fiir jedes Element in B, da e; = —1 und die angegebene Bedingung
dann nichts anderes als die Spurabbildung ist. Dieses Ergebnis fasst 3.2 und 3.5 zusam-

men.

Satz 3.7 von H. Ichimura [Th, Thm. 1] zeigt uns, dass unter bestimmten Voraussetzungen
aus der Existenz einer normalen Ganzheitsbasis die Existenz einer ganzen Potenzbasis
folgt. Im folgenden Satz geben wir eine Bedingung an, unter der im Falle einer unver-
zweigten quadratischen Erweiterung aus der Existenz einer ganzen Potenzbasis auch die

Existenz einer normalen Ganzheitsbasis folgt.

3.8 Satz. Ist L|K eine unverzweigte Erweiterung vom Grad 2 und gilt B = A[f], so
existiert eine ganze Normalbasis fiir B|A, wenn Tr(0) € Ug.

Beweis. Wir setzen den Beweis von 3.5 fort. Aus der Existenz einer relativen Ganzheitsba-
sis haben wir abgeleitet, dass L = K () ist, mit pu? = u € Ug und p = 0 — 07 € Uy. Damit

ergab sich, dass 6 primitiv fiir B|A ist. Wir betrachten nun das Element z = =1 = ﬁ.
Fiir = gilt
> -6 —07+60—0
o __ orno _ po\—1 — —
) e T e
S + b= _ +1
T o0—60 o—0 7

Damit haben wir ein Element aus B gefunden, das den zweiten Teil der Bedingung (ii) in
Childs’ Theorem ([Ch, Thm. B| bzw. 3.6 im Beweis) erfiillt. Es bleibt nur noch zu zeigen,
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dass x primitiv fiir B|A ist.
Wir betrachten den Ring Alx] bzw. seine A-Basis (1, x). Die Transformationsmatrix der

1 0
A-Basis von B (1,0) zur Basis (1,2) ist | oy, 0) Tryw(0) ) Sie ist genau dann in A

invertierbar, wenn Trpx (0) € Uk gilt. Also ist

Alf] = Alz]  genau dann, wenn  T'rpk(6) € Uk.

Nach Voraussetzung ist also « primitiv fiir B|A und nach 3.6 existiert eine normale Ganz-
heitsbasis fiir L|K. O

Anmerkung. Die normale Ganzheitsbasis fiir B|A ist in diesem Fall die Basis
(Op=, (Op1)7). Es ist ndmlich 1 = Op~' + (u~")?. Somit ist unsere normale Ganz-

heitsbasis zur ganzen Potenzbasis (1,0u~!) dquivalent.



Kapitel 4
Erweiterungen ungeraden Grades

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Existenz von Steinitzwurzeln fiir Zahlkérper-
Erweiterungen L|K mit ungeradem Grad n. Nach Hecke |He, Satz 176| ist die Differente
einer Korpererweiterung algebraischer Zahlkorper ein Quadrat in der Idealklassengruppe
von L. Wir werden beweisen, dass in Korperweiterungen L|K ungeraden Grades stets
eine Steinitzwurzel A existiert. Ist L|K zusétzlich galoissch, konnen wir sogar darauf

verzichten, den tiefliegenden Satz von Hecke zu benutzen.

4.1 Satz. Sei L|K eine Galoiserweiterung von Zahlkérpern mit ungeradem Grad und
Gruppe G. Dann gibt es ein Galois-invariantes Ideal 20 in B, dessen Quadrat die Differente
D ist. Seine Idealklasse [20] ist eine Galois-invariante Steinitzwurzel fiir L|K. Das Ideal

20 enthalt alle in L|K verzweigten Primideale.

Beweis. Sei Gy = {0 € G|B7 = P} die Zerlegungsgruppe eines Primideals P in B. Wir

definieren wie iiblich die i-ten Verzweigungsgruppen G als
G;S? = {0 € Gy|z” =z (mod P'*) Vx € B}.

Es ist offensichtlich, dass G%) <Gy <G und |G$)| = e(*B|p) ist. Der Verzweigungsindex
e(P|p) ist also immer ungerade. Sei D = [[P"* die Primidealzerlegung der Differente in
B. Nach [Nar, Prop. 6.6] gilt fiir die Exponenten

myp =Y _(IGy — 1)),
7=0

wobei Gg? die (s+1)-ten (nicht-trivialen) i-ten Verzweigungsgruppen von L|K zum Prim-
ideal B sind (Hilbert-Formel).

Ist nun eine Primstelle B unverzweigt, so ist Gg) trivial und mgp = 0. Verzweigt die
dyadische Primstelle, so ist sie zahm verzweigt, da 2 den Verzweigungsindex nicht teilt.

Nach dem Exponentensatz fiir die Differente [Hal, p.423| ist der Exponent von 3|2 in der
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Zerlegung der Differente gerade (ndmlich e(P]2) — 1).

Sei nun ‘P eine verzweigende Primstelle {iber einer ungeraden Primzahl p. Fiir alle (nicht-
trivialen) hoheren Verzweigungsgruppen gilt, dass |G%)| ungerade, also |G%)| — 1 gerade
ist. Damit ist auch mg gerade und somit die Differente D = 25% (20 = [[P™*/?) ein
Quadrat in I; und damit auch in C'/;.

Da die Erweiterung von ungeradem Grad ist, gilt fiir ein primitives § € B, dass das Haupt-
ideal 6(mg) = (w)? ein Quadrat in H,, der Gruppe der Hauptideale von A, ist (w € A).
(Nach Vandermonde gilt §(mg) = [],_;(8; — B;)*. Da keine quadratische Teilerweiterung
existiert, gilt K(1/d0(mg)) = K, also 6(mg) € (K*)2.) Mit 1.12 folgt § = d(mg)a® mit
a € s4(B). Also ist

(N (20)) = N(D) = 6 = 6(mp)a® = ((w?)a?) = ((w)a)”.

Es ist also Npjx(20) = (w)a, modulo Hauptideale haben wir also [Npx(20)] = [a] =
sa(B). Da die Erweiterung galoissch ist und das Ideal 20 wie die Differente D alle ver-

2

zweigten Primideale enthélt, sind die Exponenten mg aller Primideale B iiber einem
festen Primideal p in K identisch. Die Steinitzwurzel [20] ist schlieflich, wie das Ideal 20

selbst, invariant unter G. O

Dieser Satz liefert uns im Falle einer Galoiserweiterung mit ungeradem Grad einen alge-
braischen Beweis zu Satz 176 von Hecke und eine Interpretation der Wurzel der Differente
in C?y, als das Urbild der Steinitzklasse s4(B) unter der Norm.

Fiir den Fall einer nicht-normalen Erweiterung benotigen wir das Resultat von Hecke, um

zu solch einer Interpretation der Wurzel der Differente zu gelangen.

4.2 Satz. Sei L|K eine Erweiterung mit ungeradem Grad. Dann existiert eine Steinitz-
wurzel A fiir L|K.

Beweis. Nach Hecke existiert eine Wurzel Ay der Idealklasse der Differente [D]. Es gilt
NL|K(AO) = F() € C%K, mit 1—% = [NL|KD] = [5] Nach 1.11 ist SA(B)2 = [5] = 1—%, also gllt

(SA(B)F61)2 =1, damit ist o(sa(B)[') <2 in Clk.

Ist o(sa(B)['y") = 1, so ist Ay eine Wurzel der Differente mit Ny (Ag) = sa(B).
Sei nun o(sa(B)T'y") = 2. Wir setzen A = 11k (sa(B)I'y"). Die Ordnung von A in C/¢ ist
dann auch kleiner gleich 2. Da die Hintereinanderausfiihrung der Abbildungen ¢z x und
Ny auf Clg die Potenzierung mit dem Grad [L : K| bewirkt, erhalten wir

Npjx(A) = Nijk o tjr(sa(B)Tg ) = (sa(B)Ig HHY = s4(B)Ig "
Die letzte Gleichheit folgt aus [L : K] ungerade und o(ss(B)Ty') = 2. Wir setzen A =
ANy € Cl;, und erhalten wegen A2 = 1in C/;,

A? = A’°A2 = D]



Erweiterungen ungeraden Grades

33

und
NpgA = Nyjg AN Ao = 54(B)Ty'Ty = sa(B).

In diesem Fall ist A die gesuchte Steinitzwurzel fiir L|K. a
Wir haben also gesehen, dass es in Erweiterungen ungeraden Grades stets moglich ist,

eine Steinitzwurzel zu finden. In Erweiterungen mit geradem Grad ist dies nicht der Fall,

wie sich in Beispiel 1.23 am Ende von Kapitel 1 gezeigt hat.
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Kapitel 5

Ideltheoretische Diskriminante und
Differente

Schon in Kapitel 1 haben wir gesehen, dass die Existenz einer relativen Ganzheitsbasis mit
der Idealklasse der Diskriminante zusammenhéngt. Existiert eine Basis, so ist die Diskri-
minante ein Hauptideal. Die Umkehrung gilt jedoch nicht; dies belegen etwa unverzweigte
Erweiterungen L|K, fiir die keine relative Ganzheitsbasis existiert. Es ist dann § = A ein
Hauptideal und s4(B) # 1, wie etwa im Beispiel 1.23.

A. Fréhlich [Frl] hat 1960 den Begriff der ideltheoretischen Diskriminante eingefiihrt. Mit
dieser Formulierung gelingt es ihm, ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die

Existenz einer relativen Ganzheitsbasis herzuleiten:

Eine relative Ganzheitsbasis einer Korpererweiterung L|K existiert genau

dann, wenn die ideltheoretische Diskriminante ein Hauptidel ist.

Wir werden dieses Resultat im ndchsten Lemma aufgreifen, doch zunichst geben wir eine
kurze Einfiihrung in die Theorie der Idele. Fiir das weitere Studium verweisen wir auf
einschlidgige Werke, etwa [Sch].

Ein Idel ist eine Familie a = (a,) von Elementen a, € K;, die fast immer (lokale)
Einheiten sind. Dabei durchlduft p alle Primstellen von K. Die Idele bilden beziiglich
komponentenweiser Multiplikation die (abelsche) Idelgruppe Jg. Der Kérper K* selbst
wird via z — (z,...x,...) in Jg eingebettet. Man nennt K* die Gruppe der Hauptidele,
Ji /K* die Idelklassengruppe.

Die Koeffizienten eines Idels sind Elemente der lokalen Kérper K. Seien Lg|K, die loka-
len Kérper zu ‘Blp in L|K, By|A, ihre Bewertungsringe mit Einheiten Usg, U,. Ist p eine
endliche Stelle, so ist A, der Ring der ganzen p-adischen Zahlen in K, mit Einheiten U,.
Fiir archimedische Stellen p ist der Ring der ganzen Zahlen A, = K, und die Einheiten-
gruppe U, = K,".
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Im Lokalen existiert immer eine ganze Potenzbasis. Es ist also fiir geeignetes 3 € By
By = A,[f]. Damit ist die (lokale) Diskriminante §, die Diskriminante der ganzen Po-
tenzbasis. Sie ist nach 1.12 bis auf ein Quadrat in U, (eindeutig) bestimmt, es ist also
§p = 6(1, 8,82+ ™) (mod U,?) mit lokalem Erweiterungsgrad n, = [Lq : K,]. Von der
Elementdiskriminante d,(3) unterscheidet sich §, um eine Einheit. Es gilt

6p(0) = Np(m’KPﬁ(ﬁ)) = (_1)np(np*1)/25p(mKPHB) _ (_1>np(np71)/25p’

mit dem Minimalpolynom mg, g von (3 iiber K.

Sei nun Jg die Idelgruppe in K und Cx = Jg/K* die Idelklassengruppe. Der kanonische
Epimorphismus W : Jx — I bildet das Idel a = (), auf das Ideal [[ 5, p* (@) ab,
Diese Abbildung ist sinnvoll, da laut Definition des Idels fast immer v,(cy,) = 0 ist. Der
Kern von VU ist U = J? = Hpe]}vgg K, X HpePK Uy, wir erhalten also Ji /Ui = Ik und
Jr JUxK* = Clg.

Die ideltheoretische Diskriminante 6* = (,), setzt sich nun wie folgt zusammen:

An den endlichen Stellen haben wir als Eintrige den p-Anteil der idealtheoretischen Dis-
kriminante §. Dieser ist identisch mit dem Produkt der Diskriminanten gy = d(Lg|K,)
der lokalen Erweiterungen Loy K}, d.h. 5 = [Ty, d.

An den unendlichen Stellen schreiben wir fiir die lokale Diskriminante d, = (—1)", wobei
r die Anzahl der komplexen Kérper Ly iiber dem reellen Kérper K, ist (siehe [Frl, Thm.
4.5]). Jede Stelle ist modulo U,? eindeutig bestimmt, daher ist die ideltheoretische Dis-
kriminante als Element in Jr/U% wohldefiniert.

Durch die Einbettung von UZ in Ug wird ein Homomorphismus von Jg/Uz nach
Ji /U (= Ik) induziert; dieser bildet die ideltheoretische Diskriminante 6* wieder auf
die iibliche Diskriminante 6 von L|K ab [Frl, p.21].

5.1 Lemma. ¢* ist ein Element von JpK*/U%. Ist 6* = a(zp)?Up mit a € K* und
einem Idel x = (x,) € Jg, so ist die Steinitzklasse s4(B) = [V(x)|. Insbesondere ist also

sa(B) = 1, genau dann wenn 6* durch ein Hauptidel reprisentiert werden kann.

Beweis. [[r2, p.17f].

Unser Augenmerk liegt auf der Differente und deren Quadratwurzel in C¢;. Wir fiihren

dazu die ideltheoretische Differente ein. Eine sinnvolle Definition muss leisten, dass
D = Y(D*) bzw. [D] = [¥(D")]

gilt, also die ideltheoretische Differente unter der kanonischen Abbildung zum wohlbe-

kannten Differenten-Ideal bzw. zur Klasse der Differenten in C/¢; wird.
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Wiinschenswert wire, dass die ideltheoretische Differente zusatzlich auch die aus der Ide-

altheorie bekannte Tatsache

erfiillt. Dieser Punkt wird uns allerdings einige Schwierigkeiten bereiten und wir werden
sehen, dass er nicht ohne weitere Voraussetzungen an die Korpererweiterung L|K zu

realisieren sein wird.

Wir wissen, dass fiir die Bewertungsringe in lokalen Erweiterungen immer eine ganze
Potenzbasis existiert. Seien By|A, die Ringe in Lg|K,. Dann gibt es ein Element 6 € By
mit By = Ap[0]. Sei mg, 9 = [[;_;(X — 6;) das Minimalpolynom von 6 iiber K, mit
der Zerlegung in Linearfaktoren im Zerfallungskérper und m’KPﬁ seine Ableitung. Fiir den
Dualmodul By’ gilt nach [Nar, Prop. 4.11]

1

By = ———
BTl 4(0)

Bas.

Damit ist also die (lokale) Differente Dy = Dpyja, = (M, o(0)), wobei mj o(0) =
[1;2,(0 —6;) fiir 0 = 6,.

Sei A ein weiteres primitives Element fiir By| A, mit Minimalpolynom mg, » und Zerlegung
in Linearfaktoren [ (X — ;) mit A = A;. Dann gilt also auch Dy = (m}(”’}%))e.):

[TA=2)°
Wir zeigen, dass die Norm von c¢ in Up2 liegt, und damit c eine Einheit in By ist, weswegen

die beiden Differenten (als Ideale) identisch sind. Es gilt
0—0, My (0 —1)n-1)/25
Ng(c) = Nqs(—H( j)) = an( /Kpﬁ( )> - n—1)/2 Juci)
[TA=Ay) mi, (A ) (=126, (m, )
2
[ By : Al0]]" 0 _ uf

= =1 =u2ecU?
[By: AN s, w0 T

[1;21(A = A;). Die beiden Differenten unterscheiden sich also um den Faktor ¢ =

mit u; € U, geeignet.
Damit ist die lokale Differente Dy bis auf (noch néher zu spezifizierende) Einheiten ein-

deutig bestimmt und wir kénnen nun die ideltheoretische Differente definieren.

5.2 Definition. Mit den obigen Bezeichnungen sei
Ugp* = {u € Uy :u e Ny ' (U}

das Urbild von Up2 in Uy unter der Normabbildung. Fiir jede endliche Primstelle B|p set-
zen wir Do = mi o(¢), wobei 6 primitiv fiir By|A, ist. An den unendlichen Stellen setzen
wir Dy = 1. Desweiteren sei U; = Hm Ug". Damit wird die ideltheoretische Differente D*
definiert als

D* = (Dy")U;.
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Anmerkung. Die Wahl Dy = 1 fiir unendliche Stellen ist sinnvoll. An den unverzweigten
unendlichen Stellen ist die Differente offensichtlich trivial. Ist p eine verzweigende archi-
medische Stelle, so ist Ly = C und K, = R, also Ly = K, (i), damit auch By = Ay[i]. Die
Differente des Elementes i berechnen wir mit der Ableitung des Minimalpolynoms und

erhalten
Dy = 2i =1 (mod Ug™),

da die Norm N (2i) = —4i2 = 4 in U,? (= (K,*)?), also 2i in Ug" liegt.

5.3 Satz. Fiir die ideltheoretische Differente D* gilt U(D*) = D. Ist —1 ein Quadrat in
K* oder L|K galoissch mit durch 4 teilbarem Grad, so gilt die Gleichung Ny x(D*) = ¢*,

sonst gilt sie nur bis auf lokale Vorzeichen.

Beweis. Da sowohl die archimedischen Stellen als auch die Einheiten Uz, O Ug"® im Kern
der Abbildung ¥ liegen, miissen wir nur noch das Verhalten der endlichen Stellen unter
U untersuchen. Nach [Hal, p.429] gilt bekanntlich fiir die (globale) Differente

D= ][ Dy und D, = [[ Dy,
P PBlp

wobei Dy die Differente der Erweiterung Lg|K, ist. Laut Definition gilt ¥(Dg") =
Hq3 Pvr(Px) wobei die Faktoren V% (Px) gerade der lokalen Differente Dy entsprechen.

Mit obigem Zusammenhang zwischen globaler und lokaler Differente folgt die erste Be-

hauptung.

Zur weiteren Argumentation erinnern wir auch hier an den Produktsatz fiir die Diskrimi-

nante § [Hal, p.429|
0 =[]0 und 6, = ][ oy
p Plp

wobei d, den p-Anteil in § bezeichnet und dy die Diskriminante der Erweiterung Leg| K.
Fiir die Norm eines Idels (ag) gilt Npjx((agp)) = ([ Iy, Np(agp))p- Definitionsgeméls wird
U; durch die Norm wie gewiinscht auf UZ abgebildet.

Wir unterscheiden endliche und unendliche Stellen. Sei ng der lokale Erweiterungsgrad.
Ist Blp endlich, so gilt fiir geeignetes § € By und dem Minimalpolynom mg, ¢ von 6 iiber
Ky, dass Dy = (mf, 4(0)) und Nyg(Dg) = (—1)"» " ~D/265 gilt. Es ist also

0p = [ [ 6w = JJ(—1)"* ™~V Nog(Dyp).
Blp Plp

Wir haben bis auf ein lokales Vorzeichen (Igy,(=1)"*"*~1/2) den Eintrag an der Stelle

p in 0* erhalten.
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Sei P|p archimedisch. Der lokale Erweiterungsgrad ng ist 2, wenn Lg komplex und K,

reell (verzweigender Fall) ist, sonst ist ng = 1. Es gilt auch hier die Gleichung

0p = [ [ 6w = [ [ (=)™ 2 Nog(Ds).
PBlp Plp

Ist Log| K, verzweigt, so ist ng = 2. Fiir jede verzweigte Erweiterung erhalten wir das Vor-
zeichen -1. Insgesamt ergibt sich also der Faktor (—1)", wobei r die Anzahl der komplexen
Kérper Lo {iber dem reellen Korper K, ist. Da Nog(Dg) = 1 ist, haben wir 6, = (—1)".
Wir sehen auch hier, dass sich die Norm der ideltheoretischen Differente (an den verzwei-
genden Stellen) um lokale Einheiten von der ideltheoretischen Diskriminante unterschei-
det.

Ist hingegen —1 ein Quadrat in K™, so liegt —1 auch in Up2 und die lokalen Vorzeichen
bei den archimedischen und nicht-archimedischen Stellen “verschwinden” alle modulo U,>.
Wir haben dann also wie gewiinscht N(D*) = 0*.

Ist L|K galoissch mit durch 4 teilbarem Grad n, so sind auch die lokalen Erweiterun-
gen Lg| K, galoissch vom Grad ng = e(Bp)f(B|p). Ist ng = 1 oder 0 (mod 4), so ist
(=1)m= (s =D/2 immer 1. Ist ng = 2 oder 3 (mod 4), so muss die Zerlegungszahl r gerade
sein, denn es ist n = [L : K| = r - [Lyg : K. Da wir eine Galoiserweiterung betrachten,
ist der lokale Grad ng fiir jedes der r verschiedenen Primideale ‘B iiber p identisch. Fiir

die Diskriminante ¢, gilt dann

0p = [J(~1)" 2=V Ng(Dy) = (1)~ 072)" T Ns(Dy) = [ [ V(D).
Blp B Y

Wiederum haben wir kein Problem mehr mit den (lokalen) Vorzeichen. O
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Kapitel 6
Quadratische Erweiterungen

Nachdem wir in Kapitel 4 Erweiterungen ungeraden Grades studiert haben, widmen wir
uns nun dem quadratischen Fall. Sei also L|K eine Korpererweiterung vom Grad 2.

In Kapitel 3, 3.3 haben wir gesehen, welche Bedeutung dieser Fall haben kann. Obwohl die
quadratischen Korpererweiterungen zunéchst relativ elementar erscheinen, sehen wir bald,
dass es uns hier im Vergleich zu den Erweiterungen ungeraden Grades deutlich schwerer
fallen wird, die Frage nach der Existenz einer Steinitzwurzel positiv zu beantworten.
Allerdings ist uns fiir quadratische Erweiterungen L|K mit Theorem 3.1 in [Frl] ein Re-
zept gegeben, um die lokalen Erweiterungen Lg| K, zu untersuchen. Mit Hilfe der ideltheo-
retischen Differente aus dem vorangehenden Kapitel konnen wir auf die Frage nach der
Steinitzwurzel eine positive Antwort geben; allerdings nicht ohne weitere Voraussetzungen

an die Erweiterung L|K. Zu Beginn rufen wir uns Theorem 3.1 aus |Frl] in Erinnerung.

6.1 Satz. Sei K, ein p-adischer Zahlkérper mit Ring ganzer Zahlen A, und FEinheiten-
gruppe U,. Sei a € A,\ A,?, wobei p? kein Teiler von (a) ist. Sei m, ein lokaler Parameter,
also ein Element in p \ p*.

Ist Lyy = Ky(y/a) und By der Ring der ganzen Zahlen in L, so tritt einer der folgenden

Félle ein:
(i) Ist m, kein Teiler von 2a, dann ist

By = Ay[va] und 6y = §(Lyp|K,) = a (mod Uy,?).

(ii) Ist m, ein Teiler von a, dann ist

By = Ay[Va] und §p = 6(Lyp| K,) = 4a (mod U,?).

(iii) Ist m, ein Teiler von 2, aber nicht von a, so sei
s = max{l € N : p'|2A4, und 2? = a (mod p*) ist lésbar in A,} und b € A, eine
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Losung dieser Kongruenz. Dann gilt

By = Ay[(b+ va)m, ] und dp = §(Le| K,,) = dam,”** (mod U,?).
Beweis. [Nar, Thm. 5.9].

Wir wissen nun, wie wir die lokalen Diskriminanten berechnen kénnen. Wir benétigen
sie, um die ideltheoretische Diskriminante zu bilden. Die p-Komponenten 9, des Idels ¢*
setzen sich ja aus den (verschiedenen) lokalen Diskriminanten dq = §(Lp|K,) zusammen.
Im quadratischen Fall besteht dieses Produkt aber nur dann aus mehr als einem Faktor,
wenn p zerfillt. Verzweigt p oder ist p trége, so gibt es nur eine lokale Erweiterung Ly tiber
K,. Zerfallt p, so gibt es zu den beiden Primidealen B;, ‘B, iiber p je eine Erweiterung,
diese ist allerdings trivial. Wir haben also 6(Ls, |K,) = 6(Lgp,|K,) = 1 und damit auch
fiir zerfallende Primideale §, = dgs fiir ein B|p.

In Kapitel 1 haben wir den engen Zusammenhang zwischen der Klasse der globalen Diskri-
minante und der Steinitzklasse s4(B) studiert. In Kapitel 5 zeigte uns die ideltheoretische
Formulierung nach A. Frohlich eine weitere Verbindung zwischen (ideltheoretischer) Dis-
kriminante und der Steinitzklasse:

Die ideltheoretische Diskriminante ist modulo Hauptidelen ein Quadrat z2. Das Idel z
wird unter ¥ : Jx — I auf ein Ideal in der Steinitzklasse abgebildet.

Es ist evident, dass das Zusammenspiel dieser beiden Resultate einen weiteren Zugang

zur Steinitzklasse s4(B) liefert.

6.2 Lemma. Sei L = K(y/a) mit a € A und (a) = [, p™. Sei m, ein Element in p \ p*.
Sei ky, die grofite ganze Zahl < a,/2. Fiir jedes p mit a, gerade definieren wir

sp = maz{s € N: p*|2A und 2° = am,™ (mod p**) ist lésbar }.

Fiir die iibrigen Ideale p setzen wir s, = 0. Dann enthdlt die Steinitzklasse ss(B) das

Ideal
H po —kp
p

Beweis. |Nar, Lemma 7.19).

Mit den Methoden von Satz 6.1 lassen sich nicht nur die lokalen Diskriminanten bestim-
men, sondern, was fiir uns von gréferer Bedeutung ist, die primitiven Elemente fiir die
lokalen Ringe Bg|Ap. Mit ihren Minimalpolynomen bzw. deren Ableitungen kénnen wir
die lokalen Differenten bis auf Einheiten in Ug"™ berechnen und erhalten damit die idel-
theoretische Differente D*. Genau so werden wir im folgenden Satz vorgehen. Er wird zu

einem wesentlichen Baustein von Hauptsatz 2 werden.
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6.3 Satz. Sei L = K(y/a) mit a € A. Jeder Primteiler p von (a) und jede dyadische
Primstelle verzweige in L|K . Dann gibt es ein Galois-invariantes Ideal 20 in B, das
genau die in L|K verzweigten Primideale enthélt und dessen Idealklasse [20] eine Galois-

invariante Steinitzwurzel fiir L| K ist.

Beweis. Wir gehen ideltheoretisch vor. Sei B|p in L und D* = (Dgy) die ideltheoretische
Differente von L|K. Zu den endlichen Primidealen p,3 haben wir die (lokalen) Erzeuger
7p, llp. Fiir die nicht-archimedischen Stellen betrachten wir die verschiedenen lokalen
Korpererweiterungen Lyp| K, dabei ist m, das Minimalpolynom des jeweiligen primitiven
Elements fiir By|A,.

(i) Ist m, kein Teiler von 2a, so gilt s, =k, =0 und 2 € U, C Ugp.
Nach 6.1 (i) ist By = A,[v/al, also mg, = X? — a und folglich

Dy = 2v/a = 2v/am, ™% (mod Ug").
Die Differente ist eine Einheit, es liegt also Unverzweigtheit vor.

(ii) Ist m, ein Teiler von a mit ungeradem Exponenten, also vy(a) = 2k, + 1, so ist nach
Voraussetzung p verzweigt in L|K. Nach Definition in 6.2 haben wir s, = 0.
Sei ap = amy~ v, damit ist Ly = Kp(v/a) = K,(/ap), also nach 6.1, (ii) By =
Aply/ao] und mg, = X? — ao. Fiir die Differente gilt somit

Dy = 2\/ap = 24/ amy2k» = 2\/am, ™% (mod Ugp®).

(iii) Ist m, ein Teiler von a mit geradem Exponenten echt groker 0, so setzen wir wieder
ap = am, k¢ also ist K,(v/a) = K,(\/ag). Da wir uns in der Situation von 6.1, (i)
und (iii) befinden, miissen wir nun noch die Félle unterscheiden, ob m, dyadisch ist

oder nicht.

(a) Ist m, kein Teiler von 2, so haben wir s, = 0 und 2 € Ug*. Damit folgt nach
6.1 (i) fiir die Differente

Dy = 2\/ag = 2v/am, ™% = 2\/am, "% (mod Uy®).
Wir sehen, dass die Differente eine Einheit in Uy ist und p damit nicht ver-
zweigen kann. Es muss also nach Voraussetzung k, = 0 sein.

(b) Ist m, ein Teiler von 2, so befinden wir uns in der Situation von 6.1(iii). Ist

b € A, eine Losung der Kongruenz, so gilt By = Ap[%ﬁg]. Das Minimalpolynom
dieses primitiven Elements ergibt sich dann zu mg, = X z Wilip X + b;;s‘f,o.

e 1 T _ ob+yao 2% _ 2yag
Damit ist die Differente Dy = 2 T M T also

Dy = 2y/am, ™% = 2/am, ™™~ (mod Ug™).
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(iv) Bleibt zuletzt noch der Fall zu untersuchen, wo m, ein Teiler von 2, aber nicht

von a ist. Hier haben wir k, = 0 und fiir die Differente gilt nach 6.1(iii) Dy =
obtva _ _b_ _ 2y/am, %, also

ﬂ-pSp 7-‘-psr, —

Dy = 2v/am, ™% (mod Ugy®).

Wir erhalten damit insgesamt fiir jede lokale Erweiterung Lg|K, beziiglich endlichen
Primstellen B|p die Differente

Dy = 2v/am, ™% (mod Uy*),

mit &y, s, wie oben.
Verzweigt p in Lyp| K, so gilt 7, = qupz mit einem u € Usp. Fiir die Norm von u ergibt
sich

Tp 2 2 2

N(u) = N(5) =m N(lly)” €Uy

RY
Damit ist u € Ug”, und wir haben fiir die lokalen Erweiterungen, in denen p verzweigt,
(mit v =u"P"% € Uy")

Dy = 2¢/allp® R =)y = 2\/a (T ™ ~*)? (mod Ug”).
Im Falle der Unverzweigtheit gilt jedoch auch, dass
Dy = 2v/a(Ilp ™™ 7%)? (mod Uy*)

ist, da der Exponent —k, — s, = 0 erfiillt.

Wir setzen nun rgp = Hm_kp_sp fiir alle endlichen Primstellen, x = 1 sonst und erhalten
damit das Idel z = (xg) von L.

Wir setzen 20 = W(z). Damit ist 20 = (2y/a) [[, B~ ein Ideal in L. Es enthilt genau
die in L|K verzweigten Primstellen, ist also Galois-invariant wie jeder seiner Primteiler
selbst. An dieser Stelle sei angemerkt, dass die Exponenten —k, — m,, aller Primideale 13
iber einem festen p € Py identisch sind, da sie nur von p abhéngen.

Es ergibt sich nun die Galois-invariante Idealklasse [20] = [[]g PF =] und wir sehen
sofort, dass [20)% = [D] ist.

Abschliessend betrachten wir das Bild von [20] unter der Norm, also die Idealklasse von
N(ITuB"™7*). Da alle im Produkt auftretenden Primideale B (total) verzweigt sind,
ist Npg(B) = p (= PN A). Damit ist Ny ([20]) = [T, " ~*], was nach 6.2 der
Steinitzklasse s4(B) entspricht. Wir haben mit [20] eine Steinitzwurzel gefunden. O
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Anmerkung. Wir haben im Beweis die ideltheoretische Differente zwar nicht in einer
geschlossenen Form D* = ax? - U; mit einem Hauptidel a und einem Idel z angegeben,
sind aber trotzdem in der Lage, die idealtheoretische Differente zu bestimmen. Da die
Einheiten U} und die archimedischen Stellen im Kern der Abbildung ¥ liegen, erhalten
wir aus der Gleichung V(D] ) = Dy (5.3) die idealtheoretische Differente Dy =

(2v/a) Ty~ )2,
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Kapitel 7

Steimmitzwurzeln in relativen

Zahlkorpern

Wir haben nun alle Vorarbeiten geleistet, um Hauptsatz 2 beweisen zu kénnen. Er setzt
sich zusammen aus den Resultaten der Kapitel 2, 4 und 6. Um uns die Formulierung etwas

zu erleichtern, fithren wir eine neue Bezeichnung ein.

Eine quadratische Korpererweiterung L|K hat die Eigenschaft (<>), wenn gilt:

Esist L = K(y/a) mit a € A. Jeder Primteiler p von (a) und jedes dyadische

Primideal verzweigt in L|K.

In Hauptsatz 2 beweisen wir die Existenz einer Steinitzwurzel A fiir auflésbare Korperer-
weiterungen L|K. Fiir die Galois-Invarianz von A bendétigen wir eine weitere Vorausset-

zung an die Galoisgruppe G, die wir im Folgenden definieren werden.

7.1 Definition. [Hu, VI.8.5| Eine Gruppe G heisst p-iberauflésbar, wenn fiir jeden
Hauptfaktor von G mit Ordnung p* gilt, dass a = 1, der Hauptfaktor also zyklisch von
Ordnung p ist.

7.2 Hauptsatz 2. Sei L|K eine Galoiserweiterung algebraischer Zahlkérper mit auflos-
barer Gruppe G. Jede quadratische Teilerweiterung E|F von L|K habe die Eigenschaft
($). Dann gibt es ein Ideal 20 in L, dessen Idealklasse A eine Steinitzwurzel fiir L|K ist.

Ist G 2-iiberauflosbar, so ist die Steinitzwurzel A sogar (Galois-invariant.

Beweis. Wir gehen per Induktion nach der Gruppenordnung |G| vor:



48

Steinitzwurzeln in relativen Zahlkérpern

Sei N ein echter, maximaler Normalteiler von G und F' = Ly G . [,

der dazugehorige Fixkorper mit Ring ganzer Zahlen C. Die N P
Voraussetzung beziiglich der quadratischen Erweiterungen

ibertriigt sich auf L|F' und F|K. Wegen der Maximalitit

von N ist H = G/N = Gal(F|K) einfach. Weil G auflésbar X P l;: Ly

ist, muss H von Primzahlordnung sein.

Laut 4.1 (fiir |H| ungerade) bzw. 6.3 (fiir |H| = 2) gibt es ein Ideal W in F bzw. C' mit
[W0%] = [Dpix] und Npjx([2W0F]) = s4(C). Nach Induktionsvoraussetzung existiert fiir die
Erweiterung L|F ein Ideal 20 in L bzw. B mit [207] = [Dyp] und Npr([20.]) = sc(B).
Wir setzen

W = 11)r(Wr) - Wy

und haben damit [20°%] = [(WrB)?|- (W3] = [Dr kBl [Drir] = (Drix B)Dyjr]. Aufgrund
der Transitivitdt der Differente folgt

[20°] = [Dpjx].
Weiterhin ist NL|K([QU]) = NF|K(NL\F o LL|F<[mF])) : NF\K(NL\F([QUL])); also
N ([20]) = N (206 )7 - Npje (N p[201]) = s4(C)F - Npie (se(B)) = sa(B)

nach 2.2. Die Idealklasse [20] = A ist also eine Steinitzwurzel fiir L| K.

Fiir eine 2-iiberauflosbare Galoisgruppe G bleibt nun noch die Galois-Invarianz von A
zu zeigen. Mit Induktion nach |G| kénnen wir sogar beweisen, dass das Ideal 20 Galois-
invariant ist. Sei dazu M ein minimaler Normalteiler von G. Dann ist M elementarabelsch,
d.h. M =7, x...x Z,ist das direkte Produkt zyklischer Gruppen der Primzahlordnung
p. Sei Ly der Fixkorper von M in L|K.

Ist |M| ungerade, so ist L|F' eine Galoiserweiterung ungeraden Grades. Wir haben also
nach 4.1 ein Ideal 20y in L, das genau die Primteiler der Differente Dy enthélt. Es ist
sogar 207 = Drp. Da die Differente Dy r Galois-invariant unter Gal(L|K) ist, muss auch
das Ideal 20, invariant unter Gal(L|K) sein. Wire dies nicht der Fall, so wére aufgrund
der Torsionsfreiheit der Idealgruppe auch die Differente nicht Galois-invariant.

Das Ideal 20 bzw. ¢17(20F) ist nach Induktionsvoraussetzung invariant unter Gal(F|K)
und als Ideal in F' auch invariant unter Gal(L|F'). Damit ist auch das zusammengesetzte
Ideal 2 = 11 r(Wp) - Wy, invariant unter G = Gal(L|K) und A = [20] eine Galois-
invariante Steinitzwurzel fiir L| K.

Ist |M| gerade, so ist aufgrund der 2-Uberauflssbarkeit von G die Erweiterung L|F eine
Galoiserweiterung vom Grad 2 und somit nach Voraussetzung von der Form (). Es gilt

also L = F(y/a) mit a € C und jeder Primteiler von (a) sowie jedes dyadische Primideal



Steinitzwurzeln in relativen Zahlkérpern

49

verzweigt in L|K. Laut 6.3 existiert ein Ideal 20, das invariant unter Gal(L|F) und
dessen Idealklasse eine Steinitzwurzel fiir L|F ist. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es
ein unter Gal(F|K) invariantes Ideal 205, das als Ideal von I natiirlich unter Gal(L|F)
fest bleibt und somit insgesamt invariant unter Gal(L|K) ist. Es bleibt also noch zu
zeigen, dass das Ideal 20, auch unter Operationen der Gruppe Gal(L|K) fest bleibt. Sei
o € Gal(L|K). Weil F|K galoissch ist, gilt fiir das Element a € C, dass auch a” € C' und
Npik(a) = Npjg(a?) ist. Damit ist Npjx(J5) € Ux und somit % eine Einheit in F. Die
Hauptideale (a) und (a”) haben also dieselben Primteiler mit denselben Vielfachheiten.
[st etwa " die maximale Potenz von ¢, die in (a) aufgeht, so geht auch g% mit der
Vielfachheit m in (a”) und somit in (a) auf. Fiir ein Primideal q in F ist also insbesondere
vg(a) = vge (a). Ist g ein Teiler von (a), so verzweigen q und q in L mit Verzweigungsindex
2. Sei 3 das Ideal in L iiber g und ‘13 das Ideal iiber q°. Es ist

vp(a) = vg(a) - e(PBla) = ver (@) - e(Bla7) = vg(a).

Da a = \/a  in L gilt, ist auch vp(v/a) = vg(v/a). Da sowohl L|F als auch F|K galoissch
sind, gilt auch vgp(2) = vgk(2). Insgesamt haben wir also vp(2v/a) = vg(2v/a). Nach 6.3
ist die Differente Dy p = (2v/a)([ ]y P+ —%)2. Sie ist bekanntlich Galois-invariant unter
Gal(L|K) und fiir sie gilt daher ebenso vq(Drjr) = vg(Drjr). Damit haben wir

2 vp(Wy) = U%(%) = Ui‘((lg)#\/'g)) =2 vgg(QUL).

Die Primideale B|q und ‘ﬁ|q” gehen also mit derselben Vielfachheit in 20 auf. Die Abbil-
dung o ldsst das Ideal 20, also auch fest. Folglich ist 20, invariant unter G = Gal(L|K).
Damit ist auch das zusammengesetzte Ideal 20 = 11 p(2r) - W, invariant unter G und

A = [20] eine Galois-invariante Steinitzwurzel fiir L|K. O

Die Auflosbarkeit, die wir in den Voraussetzungen fordern, bewirkt, dass wir in jedem
Zwischenschritt Galoiserweiterungen haben. Daher kénnen wir auch Satz 4.1 statt 4.2
verwenden. Das Besondere daran ist, dass wir flir den auflosbaren Fall die Aussage des
Hecke’schen Satzes gleich mithewiesen haben.

Verzichten wir in den Voraussetzungen auf die Auflosbarkeit der Gruppe G, so finden wir
zwar kein Ideal 20 mit obigen Eigenschaften, dafiir aber zumindest eine Idealklasse in
C'Yyp, die eine Steinitzwurzel fiir L| K ist. Hierfiir bendtigen wir allerdings, wie auch schon

in 4.2, Heckes Satz 176 tiber die Existenz einer Quadratwurzel von [D] in C/.

7.3 Satz. Sei L|K eine Galoiserweiterung algebraischer Zahlkérper mit Gruppe G. Jede
quadratische Teilerweiterung E|F von L|K habe die Eigenschaft (). Dann existiert eine
Steinitzwurzel fiir L|K.
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Beweis. Sei S = Syls(G) die 2-Sylowgruppe von G und F' = Lg der dazugehérige
Fixkorper in L|K mit Ring ganzer Zahlen C.

G L
Die Erweiterung F|K hat ungeraden Grad. Nach 4.2 2
existiert also eine Steinitzwurzel Ap € Clp fiir F|K. Sei S B,
E4|F eine quadratische Erweiterung von F' in L|K mit By
Ring (4. Die Erweiterung erfiillt die Eigenschaft (), . F=Ls
mit 6.3 existiert also auch hier eine Steinitzwurzel A, € 1 K
Clg,.

Wie im Beweis zu Hauptsatz 2 setzen wir die Idealklassen Ap und Ap, zusammen und

erhalten mit Ag,|x = tg,|r(AF) - Ap, die beiden Gleichungen

NE1|K(AE1|K) = NF|K<AF)[E1:F] ) NF|K(NE1|F(AE1)) = SA(C)[F:K]NF\K(SC<CI)) = SA(CI)7
ALk = tmr(Ar)® - AL = [DgrDrk] = [Dey k).

Die Idealklasse Ag, |k ist also eine Steinitzwurzel fiir Fy|K.

Wir gehen induktiv weiter in dieser Weise vor. Sei hierfiir Fy|E; eine quadratische Er-
weiterung von FEj, die nach Voraussetzung die Eigenschaft () erfiillt. Es existiert eine
Steinitzwurzel fiir Es|F; und fir Ey|K, also auch fir Ey|K. Induktiv erhalten wir die

Existenz einer Steinitzwurzel fiir L|K. O

Wir wollen nun ein Beispiel studieren, in dem die Voraussetzungen von Hauptsatz 2 nicht
gegeben sind. Eine Erweiterung von ungeradem Grad scheidet also aus. Hier wissen wir

bereits nach 4.1, dass eine Galois-invariante Steinitzwurzel existiert.

In Kapitel 8 werden wir uns dariiberhinaus mit einer ganz speziellen 2-Potenz-
Erweiterung, der (kanonischen) zyklotomischen Z,-Erweiterung eines imagindr quadra-
tischen Zahlkorpers, beschéftigen. Wir werden sehen, dass seine relativen Steinitzklassen
Ordnung < 2 haben und die (relativen) Diskriminanten und Differenten stets Hauptideale

sind.

Als Abschluss dieses siebten Kapitels betrachten wir nun eine Erweiterung vom Grad 4:
Sei K ein imaginir quadratischer Zahlkorper K = Q(\/—_d), wobei d eine Primzahl kon-
gruent 3 (mod 4) ist. Wir wihlen die Primzahl d so, dass die Klassenzahl hx = 4 und
fiir die Idealklassengruppe Clx = Z,, also zyklisch vom Grad 4 ist. Dies ist etwa fiir die
Primzahlen d = 17,73,97 der Fall.

In K|Q verzweigen die Zahlen 2 und d, da die (Absolut)Diskriminante § = 4d ist. Das
Primideal p|d ist ein Hauptideal, wohingegen fiir q|2 mit einem einfachen Normargument
folgt, dass q kein Hauptideal sein kann. Die Idealklasse [q] hat Ordnung 2 in C/lk.

Wir nehmen nun eine Primzahl p, die in K |Q zerféllt (davon gibt es unendlich viele), also
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etwa p = pipo. Durch Nachrechnen sehen wir, dass [p;] die Ordnung 4 in C¢x hat und
damit die Idealklassengruppe erzeugt. Es ist also (a) = gp? ein Hauptideal.

Sei L = K(y/«). Zur Bestimmung der Steinitzklasse und der Diskriminante wenden wir
6.1 an:

Ist p eine Primstelle, die weder (a) noch 2 teilt, so ist die (lokale) Diskriminante
Sp = 4o - U,? eine Einheit.

Fiir p; gilt (p; ist ein Teiler von a, aber nicht von 2) 6,, = 4am,?- U,
(lokale) Primideal pA, erzeugt. Diese Diskriminante ist eine lokale Einheit, also verzweigt
py in L| K nicht.

Das Primideal g teilt (o) und 2 und wir erhalten somit die lokale Diskriminante §; =
4ary - UZ.

In L|K verzweigt also nur das Primideal q. Wir erfiillen damit die Voraussetzungen fiir

wobei 7, das

2.6, aber nicht die von Hauptsatz 2 (7.2). Hierzu miisste auch p; in L|K verzweigen, da

p1 ein Primteiler von («) ist. Nach 6.2 ergibt sich fiir die Steinitzklasse
s4(B) = [p7'] = [p2] von Ordnung 4 in Clk.

Wegen [§] = s4(B)? ist [0] = [p3] = [gq] von Ordnung 2, und da nur q in L|K verzweigt,
erhalten wir
6 = q*! mit k e N.

Da Np k(D) = 0r i ist, muss auch fiir die Differente gelten
D = Q% fiir Q|q in L|K.

WEeil die Diskriminante kein Hauptideal ist, kann auch die Differente kein Hauptideal sein.
Es ist also die Ordnung der Differente > 2 in C'/;, und da die Differente selbst ein Quadrat
in C/y, ist, folgt sofort hy > 4.

Wir untersuchen nun die Ordnung der Differente [D] = [Dy k] in der Idealklassengruppe
von L. Es ist B = 92, da q in L verzweigt. Wir haben also Npx(Q?) = Npx(qB) =
Npkouri(q) = g = (2). Existiert ein Element mit (relativer) Norm 2 bzw. Absolutnorm
4, so ist qB = Q2 ein Hauptideal. Fiir die oben beschriebenen Korper L = K(\/a),
mit (a) = qp?, suchen wir Elemente mit Absolutnorm 4. Dabei berechnen wir die Félle
d = 17,73,97 mit Primideal p; iiber einer in K|Q zerfallenden Primzahl p = p; NZ < 200
mit dem Programmpaket KASH [KANT]|. Es ergibt sich, dass in jedem Fall ein Element
f € B mit (relativer) Norm 2 existiert. Das Ideal ¢B = Q2 ist also ein Hauptideal in
L. Somit gilt, dass die Idealklasse der Differente [D] = [Q%*1] = [Q] Ordnung 2 in Cl
hat. Insbesondere folgt, dass die Einbettung vk : Cfx — C/¢p nicht injektiv ist, da das

Element [gq] von Ordnung 2 in Cly in C/y, trivial wird. In C?}, existiert nach Hecke eine
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Quadratwurzel A der Differente. Die Idealklasse A hat Ordnung 4 in C'?y,.

Wir untersuchen, ob A eine Steinitzwurzel fiir L| K ist. Es ist A? = [D] und N(A)? = [§] =
[q]. In Oy ist [q] = [p1]*> = [p2)?. Die Idealklassen von p; und p, unterscheiden sich um
ein Element der Ordnung 2, ndmlich [q]. Es ergibt sich N(A) = [p1] oder N(A) = [po]. Ist
N(A) = [ps], so ist A eine Steinitzwurzel, da [ps] = s4(B). Ist N(A) = [p;], so betrachten
wir die Idealklasse A = [D~'A. Fiir A gilt

A? = [D]72-A*=A%=[D] und
Nyx(8) = Npg([D) ™ Nej(A) = 8] pa] = [a] ' pa] = [p2] = sa(B).
In diesem Fall ist also A = [D]"'A eine Steinitzwurzel fiir L|K. Insgesamt haben wir

somit folgendes gezeigt.

7.4 Beispiel. Sei K ein imaginir quadratischen Zahlkoérper K = Q(v/—d), wobei d =
17,73,97 ist. Es ist dann hx = 4. Sei q das dyadische Primideal in K und p = p; - po die
Zerlegung einer in K|Q (total) zerfallenden Primzahl p < 200. Dann ist q - p? € Hyx. Wir
setzen

(a) =gq-p; und L = K(Va).

Dann gibt es eine Steinitzwurzel fiir L|K.



Kapitel 8
Iwasawa-Erweiterungen

In diesem Kapitel sei stets ¢, eine primitive 2"*2-te Einheitswurzel und &, eine primitive

m-te Einheitswurzel.

Die Theorie der Z,-Erweiterungen ist etwa 40 Jahre alt und geht auf K. Iwasawa zuriick.
Eine Z,-Erweiterung eines Zahlkérpers K| ist eine Erweiterung K| Ky mit Galoisgruppe
Gal(K | Ko) = Zy, der additiven Gruppe der ganzen p-adischen Zahlen. Dies ist dquiva-

lent zur Existenz eines Korperturms
KocchKQC--~CKOO:UKn,

wobel

Gal(K,|Ko) = Z/p"Z

zyklisch vom Grad p™ ist. Nur Primideale iiber p verzweigen in diesem Koérperturm.

K. Twasawa hat diese Erweiterungen untersucht. Ein wesentliches Resultat [Iw| beschreibt
den p-Anteil der Klassenzahl in einer Z,-Erweiterung. Ist p» die maximale Potenz von
p, die in hg, aufgeht, so gibt es ein ng, dass e, = up™ + An + ¢ ist fiir alle n > ny.
Dabei sind g und A die sogenannten Iwasawa-Invarianten der Z,-Erweiterung und ¢ eine
Konstante. Ferrero und Washington konnten in [FW] zeigen, dass fiir die zyklotomische
Z,-Erweiterung eines abelschen Zahlkorpers die Invariante 1 stets = 0 ist.

Eine Einfiihrung in diese Theorie findet man etwa in [Wa, §13].

Wir beschiftigen uns im Folgenden mit p = 2 und einem imaginir quadratischen Zahl-
kérper Koy = Q(v/—d) mit Diskriminante —d. Wir studieren eine Z,-Erweiterung von K.
Damit haben wir in jedem Schritt eine Erweiterung vom Grad 2, die wir mit den Metho-
den aus Kapitel 6 untersuchen kénnen.

Nach [Wa, Thm. 13.4] gibt es genau ry + 1 nicht-dquivalente Zy-Erweiterungen von Ky, in
unserem Fall also zwei Stiick (“Leopoldt-Vermutung”). Von diesen beiden ist eigentlich nur

eine studiert, die zyklotomische Z,-Erweiterung K. |Ky. Es wire interessant zu wissen,
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ob fiir die (weitgehend unbekannte) zweite Zo-Erweiterung von K dhnliche Gesetzméfig-

keiten gelten, wie die, die wir im Folgenden darstellen werden.

8.1 Definition. Sei B, = Q((, + ¢, ') der maximal reelle Teilkorper des 2"-ten Kreis-

teilungskorpers. Die zyklotomische Zo-Erweiterung von Ky ist gegeben durch
K, =K, B,.

Anmerkung. Bekanntlich ist Z[(,, + ('] der Ring der ganzen Zahlen von B,,. Es existiert
also eine ganze Potenzbasis fiir B,|Q und damit auch fiir die relativen Erweiterungen
Bp|B,, m > n > 0. Die absoluten Diskriminanten der B, sind stets 2-Potenzen, da nur

die Primzahl 2 verzweigt.

Fiir unsere Uberlegungen benétigen wir die beiden folgenden Sitze:

8.2 Satz. [We|
(i) Die Klassenzahl hp, von B, ist ungerade. [We, 11,9

(ii) Jede total positive Einheit u in B,, (d.h. u? positiv fiir alle Q-Einbettungen o von
B,,) ist ein Quadrat (in Up, ). [We, 1L,6]

Anmerkung. Da die Klassenzahl von B,, ungerade ist, wissen wir nach 1.21, dass in jeder
algebraischen Korpererweiterung L|B,, eine Steinitzwurzel existiert.
Desweiteren gilt fiir jede Erweiterung B,,|B,,, m > n > 0 die Eigenschaft ({>) aus dem

vorangegangenen Kapitel.

8.3 Satz. [Ha2, Sitze 6 und 25| Sei L eine imagindr quadratische Erweiterung von B,
n > 0, und sei L abelsch iiber Q. Dann ist jede Einheit von L darstellbar als Produkt
einer Finheit in B,, und einer Finheitswurzel in L. Sind insbesondere in L nur die Ein-

heitswurzeln +1 enthalten, so ist U, = Up, .

8.4 Lemma. Sei ¢, eine m-te FEinheitswurzel, p eine Primzahl. Fiir r > 1 gilt
Q(epr, prr1 + 5;7«1+1> = Q(epr+1)-

Beweis. Offensichtlich gilt ¢, und €,-+1 + 61;1“ € Q(epr+1), also Q(epr, gpr+r + 61;1“) -

Q(gpr+1). Weiterhin ist [Q(e,r+1) @ Q(e))] = p und [Q(epr, gprr + 81;1_,_1) : Q)] > 1,
woraus die Behauptung folgt. a

Sei nun d = 4, also Ky = Q(v/—4) = Q(i) = Q(¢o). Mit obigem Lemma (p = 2) erhalten
wir, dass K; = Q({) und fiir alle n € N der Korper K,, = Q((,), also der 2""*-te
Kreisteilungskorper ist. Dieser besitzt immer eine ganze Potenzbasis.
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Dasselbe gilt fiir d = 8. Hier haben wir Ky = Q(1/—2). Dieser Korper ist aber neben B
und Q(7) der dritte quadratische Teilkérper in K7|Q und es ist K7 = Ko-B; = Q(i)- By =
Q(¢1). Wie im Fall d = 4 ist somit K,, = Q((,).

Wir betrachten K = K,, und L = K, fiir natiirliche Zahlen 0 < n < m. Die Ringe ganzer
Zahlen in K, L bezeichnen wir mit A = A,,, B = A,,, Primideale mit p = p,, und ‘B = p,,.
Man beachte, dass Ky = Q(v/—d) mit Diskriminante —d ist.

8.5 Lemma. Ist d ungerade (also 2 unverzweigt), so ist die Steinitzklasse s4(B) von L|K

trivial. Es existiert sogar eine ganze Potenzbasis fiir L| K.

Beweis. Die Diskriminaten von Ky und B, sind teilerfremd, damit ist die ganze Po-
tenzbasis von B,|Q auch eine Ganzheitsbasis (bzw. ganze Potenzbasis) fiir K,|Kj. Also
besitzen auch die relativen Erweiterungen L|K eine ganze Potenzbasis und die jeweiligen

(relativen) Steinitzklassen sind trivial. 0

Im Folgenden sei —d = 2%¢j---¢F (< 0 und r > 0) gerade mit Primdiskriminanten
¢ = (—1)@=D/2¢; fiir ungerade Primzahlen ¢; (also stets ¢f = 1 (mod 4) ) und 2* = —4
oder £8. Wir setzen ¢* = ¢} - - - ¢;.

8.6 Lemma. Sei 2* = 8. Dann hat die Steinitzklasse sa,(A;) Ordnung 2, und fiir alle
anderen Félle (n,m) # (0,1) gilt sa(B) = 1.

Beweis. Wir setzen Kj = Q(v/qi---¢) = Q(/¢*), den neben B; und K, weiteren
quadratischen Teilkdrper von K;|Q. K|, hat ungerade Diskriminante. Es ist also K; =
Ky - By = K|, - By, damit haben wir ab K; denselben Korperturm wie in der Situation
von 8.5, also triviale Steinitzklassen s4,(A,,) fir 0 < n < m. Wir miissen nur noch den
Fall n = 0 untersuchen. Sei also K = Kj, und zunéchst m = 1, also L = K;. In K| ist 2
unverzweigt (ungerade Diskriminante), in By und K verzweigt. Darum verzweigt 2 in L|Q
mit Verzweigungsindex e(p;]2) = 2. Die Erweiterungen K;|B; bzw. K;|Kj sind deshalb
unverzweigt tiber 2. K;|Kj ist sogar iiberall unverzweigt, da die ungeraden Primzahlen
schon in K| verzweigen, aber nicht in B;.

In K = K, gilt also 24 = p2. Da in A kein Element mit Norm 2 existiert, ist p kein
Hauptideal, hat also Ordnung 2. Sei nun m, ein Element aus K mit Ordnung 1 bei p. Da
p in L|K unverzweigt ist, existiert nach 2.5 ein Element x € K mit 2% = 27,72 (mod 4)
(4A = p*). Es ist also 2? € U, +p* € A, und folglich x € A,, da A ganz abgeschlossen ist.
Da L = K(v/2)(= K(/2m,2)) ist, gilt nach 2.5 und 6.2, dass sa(B) = [p~'7% = [p~!] =
[p] ist und wie p Ordnung 2 hat.

Fir n = 0 und m > 1 bemiihen wir 2.2. Damit erhalten wir

sa(B) = sa(A)E . Ny (54, (B)) = [p]*" -1 =11in Cl.
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Haben wir 2* = —4, —8, so verzweigt die 2 total in K;|Q. Der Koérperturm oberhalb von
K ist also nicht mit dem aus 8.5 identisch, wie es im Fall 2* = 8 gewesen war.

Die Bestimmung der (relativen) Steinitzklassen sa, (A,) teilen wir auf. Zunéchst behan-
deln wir den ersten Schritt der zyklotomischen Erweiterung, also K;|Kj, bevor wir die

tibrigen Erweiterungen K,,|K, betrachten.

8.7 Lemma. Sei L = K;, K = K. Ist 2* = —8, 5o ist so(B) = 1. Ist 2* = —4, dann ist
sa(B) = [p] mit p|2 von Ordnung 2.

Beweis. Ist 2 = =8, so ist K = Ky = Q(v/—2¢] ---¢) und der neben B; und K
quadratische Teilkérper in L ist K = Q(v/—qj - - - ¢F) (der Korper mit 2-Anteil der Dis-
kriminante 2* = —4). Damit sind ab K; die Korpertiirme fiir 2* = —4 bzw. —8 identisch.
Sei nun m, = \/—2¢7 - - - ¢, also 7, ein Element mit Ordnung 1 bei p. Da in allen drei Kor-
pern By, Ky, K{ die 2 (iiber Q) verzweigt, verzweigt sie in L|Q total (sonst gibe es einen
maximal unverzweigten Zwischenkorper), d.h. insbesondere in L|K. Deshalb ist nach 2.5
die Kongruenz X? = 2m,~? (mod 4) nicht losbar in K bzw. A,.

Da 2m,™ % = —(¢f---¢f)™t = —1 (mod 4) ist auch 2m,"2 = 1 (mod 2), und deshalb
X2 =2m,7? (mod p?) 16sbar. Nach 6.2 ist also p~'~! € s4(B), also s4(B) trivial.

Fir 2 = —4 ist K = K[ = Q(\/¢*) wie oben. Es ist ¢* = 1 (mod 4) und damit
14+ V=)= /=¢) =1+ ¢ =2 (mod 4). Fiir p|2 gilt dann v,(1 + ¢*) = 2. Wire p?
ein Teiler von 1+ /—¢*, so wire auch p? = (p?)? ein Teiler von (1+/—¢*)7 = 1—/—¢*.
Folglich miisste 4 = p* ein Teiler von 1 + ¢* sein, was zum Widerspruch fiihrt. Also ist
1 + /—¢* ein Element mit Ordnung 1 bei p und wir setzen m, = 1 + \/—¢*. Da in L| K]
p|2 verzweigt, ist die Kongruenz X? = 2m,~2 (mod 4) wieder unlosbar in K bzw. A,. Nun
gilt

2

B s
(2mp Q)ZLZ

> = (1 4 2VF) = Vo7 (mod ), da 1 —g" =0 (mod 2).

N | —

Es ist /—¢" € U, fiir p[2. Weil U,/U,"") = ki = F = 1 gilt (p|2 hat den Tréigheitsindex
Fiir jedes u = 1 +mpz € Up(l), z € Ay, gilt u* € Up@), denn es ist

u? =1+ 7Tp222 +2mpz =1+ 7Tp222 + 7Tp2v7rpz el+ p2Ap = Up@),

mit v = 2m,"% € U,. Ist also u kein Element von U,?, so ist es auch kein Quadrat in
Ap. Wir nehmen an, dass /—¢* = y* ein Quadrat in A, ist. Dann gilt /=¢* =7, — 1 €
14 pAp, also m, — 1 —1 = m, — 2 € p?A,. Dies liefert den Widerspruch, da 2 € p?A,,
aber m, & p?A,. Damit ist /—¢* kein Quadrat mod 24, und somit auch die Kongruenz
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X? = 27,72 (mod 2) unldsbar. Deshalb ist nach 6.2 die Steinitzklasse sa(B) = [p]. Sie
hat Ordnung 2 in Clf, da das Primideal p|2 kein Hauptideal ist (Normargument). O

Anmerkung. Aus dem Beweis entnehmen wir, dass fiir 2* = —4, —8 die Korpertiirme ab
K identisch sind.

8.8 Lemma. (Vgl. [Fe, Thm. 5|). Sei 2* = —4 oder =8, K = K,,, L = K,;,, 0 < n < m.
Das Primideal p|2 ist das einzige Primideal von K, das in L verzweigt und es verzweigt
total.

Beweis. Bekanntlich verzweigt in B,,|B, nur die 2 und das total. Wir zeigen zuniichst,
dass in K,,|K, kein ¢; verzweigt.

Wir wissen, dass K,, = B,, Ko mit [K,, : Q] = 2™ ist und in K,,|Q die Primzahlen 2 und
¢; (i =1,...,r) verzweigen. Wir nehmen an, dass der Verzweigungsindex e(q;|g;) > 2 ist
fiir ein Primideal q; in K,,, also etwa e(q;|q;) = 2!, 1 > 1. Es muss also eine Teilerweiterung
F,,|Q vom Grad 2™~ geben, die maximal unverzweigt bei g; ist. Insbesondere ist der
Grad [Fy, : Q] < 2™ Dies liefert aber den Widerspruch, denn in B,,|Q ist ¢; unverzweigt,
d.h. B,, C F,,. Dies ist aus Dimensionsgriinden nicht mdglich. Damit haben wir fiir alle g;
den Verzweigungsindex e(q;|¢;) = 2. Die Verzweigung findet statt in Ky bzw. K. Deshalb
ist ¢; unverzweigt in K,,|Ky bzw. K,,| K und somit in jeder Teilerweiterung K,,|K,. Es
bleibt noch zu zeigen, dass die 2 in K,,| K, stets verzweigt.

Wir wissen, dass 2 in B,,|Q mit Index 2" und in K mit Index 4 verzweigt. Wir nehmen an,
dass 2 in K, nicht total verzweigt, also den Verzweigungsindex 2™ hat. Dann existiert eine
maximal unverzweigte Teilerweiterung F), in K,,|Q mit [K,, : F,] = 2™ und [F}, : Q] = 2.
Aber in jeder (der drei) quadratischen Teilerweiterungen von K,,|Q verzweigt die 2. Daher

ist 2 total verzweigt in K,,|Q und somit in jeder Teilerweiterung K,,|K,. O

8.9 Satz. Sei 2* = -4 und K = K,,, L = K,,, A= A,, B= A, (¢ # 1). Dann hat
sa(B) = [p] die Ordnung 2 mit p = p,|2 in K = K, fiir alle 0 < n < m.

Beweis. Nach dem Beweis von 8.7 wissen wir, dass in K;|Ky nur die 2 verzweigt und
nach 8.8, dass auch in allen Erweiterungen L|K nur die dyadischen Primideale verzweigen
(sogar total). Sei zunéchst m = n + 1. Der Fall n = 0 ist nach 8.7 erledigt.

Wir setzen 7, = (1 — ¢,)(1 — ¢, '). Das von m, erzeugte Ideal (m,) ist ein Primideal
und bekanntlich in B, das einzige iiber der Primzahl 2, da die 2 in B, total verzweigt
mit Verzweigungsindex 2" = (2"%2)/2. Nach 8.8 verzweigt auch (m,) in K, also etwa
m,A = p? (damit hat p Ordnung 2 in Clx) und p verzweigt auch in L. Es gilt L =

K1 = K(Coy1 + ¢ ly). Fiir m, haben wir 7, =2 — ¢, — (;*. Es folgt

(Co1 + 1) =24+ ¢ =4 —m, und damit L = K(vV4 —m,).
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Fiir eine Einbettung o gilt 77 = (1 — ¢7)(1 — (¢7)™') = 2 — 2Re(¢?) > 0. Es ist also 7,
total positiv und weiterhin m, (4m,' — 1) =4 —m, = (Coy1 +Coir)- Da (Gupr + ¢ )2 ganz
offensichtlich total positiv ist, ist es auch w = 47, * — 1. Wir zeigen im Folgenden, dass w
eine Einheit in B,, ist.

Es ist v(x,)(4—7,) = 1, also auch v(,,)(w) = v(,rn)(“;—:") = 0. Wir miissen noch zeigen, dass
fiir alle Primideale q # (7,) ebenfalls vq(w) = 0 gilt. Da w = =T = (C"“:f’jmist, bleibt
zu zeigen, dass vq((Cn1 —|—C,;E1)2) = 0 gilt. Wir nehmen an, dass (¢n+1+g+11)? = 2+4(+C !
in q (f2) enthalten ist. Damit liegen auch

246G+ 2=+ 1)) =4—(G+6 ") =4— 2+ 1 +6.0) = 2— (G +601)

sowie (2 = (Guo1+ ¢, 00) - (24 (Gt + 61)) = (2= (Goz + (1)) im Ideal q. Induktiv
folgt, dass auch 2 — (¢y + ¢; ') = 2 in q liegen muss, was den Widerspruch liefert. Damit
ist w eine total positive Einheit in B,. Nach dem Satz von Weber 8.2 ist w = 47, ! — 1

ein Quadrat in Up, . Wir haben also

Bii = Bu(Gus1 + Gor) = Ba(Vwmy) = Bu(V/mn),

und damit insbesondere L = K(,/m,). In K ist m,A = p? und [p] hat Ordnung 2 in
Cly. Nach 6.2 ist die Steinitzklasse s4(B) = [p] oder trivial. Wegen [§] = sa(B)? ist die
Diskriminante in beiden Fillen ein Hauptideal. Laut 8.8 verzweigt nur das (dyadische)
Primideal p in L, daher kommt fiir die Diskriminante nur die Form § = p’ (I € N geeignet)
in Frage. Wiire 6 = p?**! (k € N), so wire [0] = [p]**™! = [p] # 1, also kein Hauptideal.
Folglich ist

§ =p* = (mA)".

Ist s4(B) trivial, so existiert nach 1.14 ein Element u € Ug und ein ¢ € A mit

4, = 6(my,) = duc® = mhuc?.

Nach Hasse 8.3 gilt Ux = Up, - £k, wobei &k die Gruppe der Einheitswurzeln in K
bezeichnet.

Wir nehmen an, dass Ex # {£1} ist. Dann enthélt K (aus Dimensionsgriinden) die vierten
oder p-ten Einheitswurzeln, wobei p eine Fermatsche Primzahl ist. Im ersten Fall ware
Q(7) C K. Da die (einzigen) quadratischen Teilkorper aber By, Ky, und K{ alle ungleich
Q(i) sind, kann dies nicht sein. Ist p = 3, so miisste ein Teilkérper F' = Q(v/—3) von K
existieren; fiir die anderen Fermatschen Primzahlen p ein Teilkérper F' = Q(,/p). Auch
dies ist unmdoglich, da Ky = Q(y/—¢*) ist mit —¢* = 3 (mod 4) und —3,p = 1 (mod 4).
Dass F' # By, K[/ ist klar.

Es gibt in K also nur die trivialen Einheitswurzeln und damit ist Ux = Up,, also u € Up,,.
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Da 7, total positiv ist, ist es auch u und damit u ein Quadrat in Ug,. Weil v, )(4m,) =
20(r,)(2) + 1 und v(n,) (mhuc?) = 20(r,)(c) + r ist, muss r ungerade sein. Ist r gerade, so
folgt umgekehrt s4(B) # 1.
Wir zeigen nun, dass r gerade ist, die Steinitzklasse also wie behauptet Ordnung 2 hat.
In K verzweigt die 2 total; wir setzen e = v,(2) = 2"*1. Das Ideal p verzweigt allerdings
wild und nur p verzweigt in L| K. Nach [Neu, I11.2.6] gilt dann fiir die Differente und |p
in L

D = p° mit 2 <s<1+eqp(2) =1+ 2e.

Da p total verzweigt, ist Ny (P) = p. Wegen Ny k(D) = § erhalten wir s = 2r, also

1
2<2r<1+42e bzw. 1§r§§+e, also r<e.

Den Zugang zur relativen Diskriminante ¢ schaffen wir uns iiber die Absolut-
Diskriminanten ¢; und dx von L bzw. K. Da L und K abelsche Korper sind, lassen
sich ihre absoluten Diskriminanten mit der Diskriminanten-Fiihrer-Formel in 2.8 berech-
nen. Weil in L|K sowieso nur die dyadische Primstelle verzweigt, interessiert uns nur der
2-Anteil §© der absoluten Diskriminante.

Nach Voraussetzung ist dx, = 4 = 22" und induktiv sei

5% = 8, =2,

F = Q(epprnge)

Sei F), der kleinste Kreisteilungs-
kérper, der K,, enthélt, also F), =
Q) mit ¢, = 2""2¢*. Der 2-
Fihrer von K = K,, bzw. L =
K41 ist also 2772 bzw. 2713, 7 Cn = Q(¢)
(Im nebenstehenden Verbands- Fy
diagramm ist C, der 2""%-te B,=Q(¢ + Y

Kreisteilungskorper, dessen ma-

ximal reeller Teilkérper B, ist.

Klein eingezeichnet ist K, der Ch

dritte quadratische Zahlkorper K,
neben Ky und Bj.)

K|, CO B,

Q

Da K C L, gilt auch fiir die Charaktergruppen Xx C Xp. In X gibt es 272 = [L : Q]
Charaktere. Die Halfte davon sind auch Charaktere in Xy, es liegen also in X \ Xk
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genau 2"! Charaktere mit 2-Fiihrer fff) = 2"*3, Folglich gilt nach der Diskriminanten-

Fihrer-Formel

o = 1L 2= 1172 11 #

XEXK, 1, XE€XKn, X€X K, 1\ XK,
_ 52 2) _ n-+3y2n+1
XGXKn+1\XK

Nach Induktionsvoraussetzung ist (5% = 22" () also ist

Sk _ 22"+1(n+1) . 22"+1(n+3) _ 227l+12(n+2) _ 22"+2(n+2)

n+1
und die Formel fiir (5%1 bewiesen. Mit Hilfe der Formel fiir Diskriminanten aus 2.1 konnen

wir nun die Diskriminante von L|K bestimmen. Fiir ihre Norm gilt

N (5 . 5L . 522) o 2271+2(n+2)72n+2(n+1) o 22n+2

Da 2 in K total verzweigt, ist Ngjg(p) = 2. Wegen 24 = p*"" ist also § = p?""~ = 4A.
Wir haben gezeigt, dass r gerade ist und deshalb die Steinitzklasse s4(B) nicht trivial
sein kann. Es ist s4(B) = [p] (und damit die Kongruenz X? = m,m,~2 auch (mod p?)

nicht 16sbar). Fiir m = n + 1 ist unser Satz bewiesen.

Ist 1 <n=m+1(l>1)so folgt zundchst mit 2.2

san(An) = 54, (A )" Nigy o1, (54,01 (Am).-

Dam > n+1ist und sa,(A,+1) Ordnung 2 hat, ist der erste Faktor trivial. Wir wenden
fiir s, ,(An) wiederholt 2.2 an. Nach dem [-ten Mal (m = n + [) erhalten wir

540 (Am) = Nigy 156 (5402 (A) Vi (54, (An)) ).

Offensichtlich ist s4,,(A,,) trivial. Die Klasse s4,, ,(An) = [pPm—1] ist von Ordnung
2 nach dem bisher Bewiesenen. Da p,,_; total verzweigt ist (8.8), gilt sa,(An) =
Nk 11k ([Pm—1]) = [pn] mit Ordnung 2. O

Zusammenfassend haben wir also fiir 2* = —4 und fiir alle 0 < n < m
sa, (Am) = [pn] von Ordnung 2 in Clk,.

Der Korperturm fiir 2* = —8 stimmt ab K; mit dem von 2* = —4 iiberein, damit gilt
diese Aussage fiir alle 0 < n < m auch im Falle 2* = —8. Ist n = 0 und m = 1, so liefert
8.7 eine triviale Steinitzklasse. Es bleibt fiir 2* = —8 noch der Fall n = 0 und m > 1 zu

untersuchen.
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8.10 Lemma. Ist 2* = —8, n =0 und m > 1, so gilt s4,(A) = [po] von Ordnung 2.

Beweis. Es ist

$a0(Am) = Nicyjico (s, (Am)) - 5.0 (A1) = Nigy 1, ([p1]) = [po),
und po hat Ordung 2 in Clk,. a
Wir erhalten also das Hauptresultat dieses Kapitels.

8.11 Hauptsatz 3. Sei Ko = J,, oy Kn die zyklotomische Zo-Erweiterung eines (imagi-
ndr) quadratischen Zahlkorpers K. Die Steinitzklasse jeder Teilerweiterung K,,|K, hat
Ordnung 1 oder 2. Genauer:

Ist die Primzahl 2 in K, unverzweigt, oder K, = Q(v/—1) oder Q(v/—2), so existiert fiir
jede Teilerweiterung K,,|K,, n < m eine ganze Potenzbasis.

Verzweigt die 2 in K;|Q mit Verzweigungsindex 2, so existiert fiir die Teilerweiterungen
K., | K, fiir (n,m) # (0, 1) jeweils eine Ganzheitsbasis und im Falle (n,m) = (0, 1) hat die
Steinitzklasse Ordnung 2, wenn 5% = 23 ist.

Verzweigt die 2 in K,|Q total, so hat die Steinitzklasse der Erweiterungen K,,|K, immer
Ordnung 2, ausser im Fall 5;?3 =23 und n = 0,m = 1. Hier ist die Steinitzklasse trivial.
8.12 Folgerung. Die Differente D und die Diskriminante § der relativen Erweiterungen
K,,| K, sind stets Hauptideale fiir alle 0 < n < m.

Beweis. Es ist [0] = s4(B)? = 1 in Clg, da die Ordnung von s4(B) < 2 ist. Fiir jedes
Primideal p,, iiber 2 in K, ist p2 = (7,,) ein Hauptideal. Da die Diskriminante selbst ein
Hauptideal ist, muss 6 = p?* sein, mit & € N geeignet. Das Primideal p verzweigt total,
also ist N(B) = p fiir Blp in K,,. Deshalb muss auch fiir die Differente D = PB2* gelten.
Auch dies ist ein Hauptideal. O

8.13 Folgerung. Fiir jede relative Erweiterung K,,|K, existiert ein Galois-invariante

Steinitzwurzel A.

Beweis. Ist die Steinitzklasse trivial, so ist alles gezeigt, da die Differente immer ein
Hauptideal ist. Sei also s4(B) = [p] von Ordnung 2 in Clk. Die Differente D und die
Diskriminante 0 sind Hauptideale und B|p verzweigt total. Es hat auch [B] Ordnung 2 in
Cly, da % = (7, B) ein Hauptideal ist. Wir haben also N([B]) = [p] = sa(B) aufgrund
der totalen Verzweigung und [B]> = 1 = [D] in C/;. Damit ist die gesuchte Steinitzwurzel
A = ['B]. Mit P ist auch A Galois-invariant. O

Anmerkung. Das Resultat von Hauptsatz 3 lisst sich problemlos auf reell quadratische

Teilkorper iibertragen. Einzig bei der Ordnung der Steinitzklasse kann es zu Unterschieden
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kommen, denn im Gegensatz zu den imagindren Zahlkorpern lasst sich im reellen Fall das
Normargument (zur Untersuchung, ob ein Ideal Hauptideal ist oder nicht) nicht so einfach
anwenden.

Die Aussage, dass die Steinitzklasse Ordnung 2 in C/lx hat, muss durch Ordnung < 2

ersetzt werden.
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