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Einleitung

Die Beobachtung des schottischen Botanikers R. Brown aus dem Jahre 1827, daß Blüten-
pollen, die in einer Flüssigkeit suspendiert werden, fortwährende ruckartige Bewegungen
vollführen, war der Ausgangspunkt einer Reihe mathematischer und physikalischer Ent-
deckungen. Die Ursache für dieses Phänomen, das heute seinem Entdecker zu Ehren als
Brownsche Bewegungbezeichneten wird, ist die Wärmebewegung der Flüssigkeitsmole-
küle. Einen Teil ihrer ungeordneten Bewegung übertragen sie auf Pollenkörner, die groß
genug sind, um unter dem Mikroskop sichtbar zu sein und klein genug, um auf die Rich-
tungsfluktuationen der Molekülstöße mit abrupten Bewegungsänderungen zu reagieren.
Das war A. Einsteins Leitgedanke in seiner 1905 erschienenen Arbeit [Ein] zur Erklä-
rung der Brownschen Bewegung. Unter der idealisierenden Annahme, es gebe in jedem
Moment so viele elastische Molekülstöße, daß die Richtungsänderungen in beliebig nahe
beieinanderliegenden Zeitintervallen unabhängig sind, konnte er die Diffusionsgleichung

∂λ(x, y, t)

∂t
= D

∂2λ(x, y, t)

∂y2

für die Übergangsdichtenλ(x, y, t) eines (eindimensionalen) Brownschen Teilchens ge-
winnen, das inx startend während der Zeitspannet nachy gelangt. Mit der Lösung

λ(x, y, t) =
1√
4πDt

exp
(

−
(y− x)2

4Dt

)
erhielt er seine berühmte Beziehung

〈(Bt+∆t − Bt)
2〉 = 2D∆t (i)

für die mittlere quadratische Abweichung der TeilchenpositionBt während der Zeitspanne
∆t. Aus ihr kann bereits eine charakteristische Eigenschaft der Brownschen Bewegung ab-
gelesen werden: Die

√
∆t-Abhängigkeit der Distanz, die das Teilchen im Mittel während

der Zeit∆t zurücklegt, hat zur Folge, daß ihm zu keinem Zeitpunkt eine Geschwindigkeit
zugeschrieben werden kann. Diese aus physikalischer Sicht etwas befremdliche Eigen-
schaft liegt zum einen an der postulierten extremen Irregularität der Teilchenumgebung
und zum anderen daran, daß die Masse des Teilchens in den Überlegungen keine Rolle
spielt.

Im Jahre 1908 erzielte P. Langevin ähnliche Ergebnisse wie Einstein. In seiner Arbeit [Lgv]
ging er allerdings von einer Modifikation der Newtonschen Bewegungsgleichungen für den
OrtXt des Brownschen Teilchens zum Zeitpunktt aus: Er nahm an, daß sich das Teilchen
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iv Einleitung

unter dem Einfluß zweier Kräfte bewegt. Da ist zunächst eine geschwindigkeitsabhängige
Reibungskraft−γẊt, die von der Viskosität der umgebenden Flüssigkeit erzeugt wird. Die
zweite KraftNt ist stochastischer Natur. Durch sie sollen die vielen elastischen Stöße der
Flüssigkeitsmoleküle mit dem Teilchen beschrieben werden. Über sie war wenig bekannt.
Immerhin führte ihn die Vorstellung, daß sich in jedem noch so kleinen Zeitintervall eine
sehr große Anzahl von räumlich völlig ungeordneten Stößen ereignen, zu der Annahme,
daß die resultierenden Kräfte auf das Teilchen in zwei beliebig benachbarten Zeitinter-
vallen ‘nichts voneinander wissen’, daß sie also unabhängig sind. Die nach ihm benannte
Differentialgleichung

mẌt = −γẊt +Nt , (ii)

oder, mitYt := Ẋt, β := γ/m undWt := Nt/m

Ẏt + βYt = Wt , (iii)

ist zunächst nur als formale Gleichung aufzufassen. Eine LösungYt müßte den stochasti-
schen Charakter vonW := (Wt)t≥0 widerspiegeln, d.h.,(Yt)t≥0 müßte als stochastischer
Prozeß behandelt werden. Gleichung (iii) ist also eigentlich erst im Rahmen einer wei-
tergefaßten Theorie von Differentialgleichungen zu verstehen, sogenannterstochastischer
Differentialgleichungen, die von K. Itô zwischen 1940 und 1950 entwickelt wurden [Itô].
N. Wiener stellte 1923 die Brownsche Bewegung auf ein solides mathematisches Funda-
ment, indem er eine Realisierung auf den stetigen FunktionenC(R+) konstruierte [Wie].
Demnach istB := (Bt)t≥0 ein Gauß-Prozeß mit stationären unabhängigen Zuwächsen.
Seine Pfade sind fast sicher stetig, allerdings in jedem Zeitintervall von unbeschränkter
Variation und damit nirgends differenzierbar (siehe z.B. [Hid]).W – das sog. weiße Rau-
schen – läßt sich nur als verallgemeinerter stochastischer Prozeß, nämlich als distributio-
nelle Ableitung der Brownschen Bewegung interpretieren [GeVi, Hid]. Da die Pfade von
B von unbeschränkter Variation sind, ist es nicht möglich, das Integral in der formalen
Lösung

Yt = Y0e
−βt +

∫ t
0

e−β(t−s) dBs ,

(dBs = Wsds) von (iii) als Stieltjes-Integral pfadweise zu definieren. K. Itô löste das Pro-
blem in einem größeren Rahmen, indem er Integrale der geforderten Art alsL2-Grenzwerte
geeigneter Riemann-Stieltjes-Summen konstruierte. Dabei waren die Orthogonalität der
Zuwächse und die Beziehung (i) die entscheidenden ‘geometrischen’ Eigenschaften der
Brownschen Bewegung, die diesen Zugang ermöglichten. Auf diese Weise wurde eine
mathematisch rigorose Behandlung stochastischer Differentialgleichungen

d

dt
Yt = a(t, Yt) + b(t, Yt)Wt

oder,

dYt = a(t, Yt)dt+ b(t, Yt)dBt , (iv)
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wie sie normalerweise geschrieben werden, möglich, indem man sie als Integralgleichun-
gen

Yt = Y0 +

∫ t
0

a(s, Ys)ds+

∫ t
0

b(s, Ys)dBs

umformulierte und nun wieder die üblichen Iterationsmethoden zur Verfügung hatte, um
zu einer Lösungstheorie zu gelangen. Von entscheidender Bedeutung für die Berechnung
konkreter Ergebnisse ist der sog. Itô-Kalkül, der sich für die Differentialedt unddBt in
der Itô-Tabelle

dBt dt

dBt dt 0

dt 0 0

ausdrückt. Die Theorie stochastischer Differentialgleichungen entwickelte sich schnell zu
einem schlagkräftigen Instrument zur Konstruktion von Markov-Prozessen. Lösungen von
(iv) lassen sich als Diffusionsprozesse interpretieren, mita als Drift- undb als Diffusions-
koeffizient. Für nicht explizit zeitabhängigea undb ist die Lösung von (iv) ein stationärer
Markov-Prozeß ([Øks]).

Ausgehend u.a. von Überlegungen zum Meßprozeß und neueren Entwicklungen in der
Quantenoptik rückte in den 70er und 80er Jahren die Theorie offener Quantensysteme
zur Beschreibung irreversibler Dynamiken in das Blickfeld der mathematischen Physik
([Dav4]). Solche Dynamiken werden als stochastische Mittelung über reversible Dynami-
ken interpretiert: Man erhält sie, indem man das interessierende System, das Objektsystem,
an ein Umgebungssystem, das Reservoir, koppelt und die Zustandsdynamik des Gesamtsy-
stems durch Mittelung über den Zustand des Reservoirs auf das Objektsystem einschränkt
(in der physikalischen Literatur bezeichnet man dieses Vorgehen als Bildung derRelativ-
spur). Auf diese Weise erhält man sog.Master-Gleichungen für die Zustandsdynamik, die
normalerweise Gedächtniseffekte, also Rückwirkungen des Objektsystems auf das Reser-
voir berücksichtigen und damit meistens zu kompliziert sind, um exakt gelöst zu werden.
Unter geeigneten Voraussetzungen ([Dav1, Dav2, Dav3]) lassen sich die Gedächtniseffek-
te approximativ beseitigen: Der sog. schwache Kopplungslimes reduziert die Kopplungs-
tärke und kompensiert diese Schwächung der Wechselwirkung mit dem Reservoir durch
Wechsel auf eine grobere Zeitskala. Man gewinnt so eine Halbgruppendynamik auf dem
Objektsystem, verliert aber bei diesem Vorgang meistens das Reservoir, da der schwache
Kopplungslimes normalerweise zu keiner Limesdynamik im Reservoir führt. Um Halb-
gruppendynamiken trotzdem direkt durch Mittelung einer reversiblen Dynamik zu erhal-
ten, müssen an das Reservoir spezielle Anforderungen gestellt werden. Zur Vermeidung
der Gedächtniseffekte, müssen die Wirkungen des Objektsystems auf das Reservoir ge-
nügend schnell abklingen, damit sie zu keiner Rückkopplung führen können. Das erreicht
man durch die starke Forderung, daß Ereignisse zu beliebig benachbarten Zeitpunkten
unabhängig sein sollen. Klassisch ist das die zentrale Eigenschaft von weißem Rauschen.
Dynamiken des zusammengesetzten Systems mit diesen Eigenschaften lösen das sog. Dila-
tationsproblem für die Halbgruppendynamik auf dem Objektsystem, also die Aufgabe, zu
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einer vorgegebenen irreversiblen Dynamik durch Vergrößerung des betrachteten Systems
ein reversibles dynamisches System zu finden, aus dem die Ausgangsdynamik durch Mit-
telung über die zusätzlichen Freiheitsgrade entsteht. Ein solches Dilatationsproblem stellt
sich mit unterschiedlichen Anforderungen an die dilatierte Dynamik. Die am leichtesten
zugänglichen Dilatationen sind algebraischer Natur, in dem Sinne, daß die reversible Dy-
namik keine weitere Eigenschaft, wie etwa die Stationarität der irreversiblen Dynamik in
einem bestimmten Zustand, respektiert. Überraschend viel schwerer ist es, zu einem vor-
gegebenen stationären dynamischen System eine stationäre Dilatation zu konstruieren (die
im Übrigen auch nicht immer existieren muß, [ApFr, Küm1]). In dieser Arbeit sollen We-
ge zur Gewinnung solcher Dilatationen aufgezeigt werden, indem sie als quantenstochasti-
sche Prozesse ([Acc, AFL, Küm4, Küm3]) aufgefaßt werden (genauer gesagt, als quanten-
stochastisches Analogon von Markov-Prozessen), zu deren Konstruktion Werkzeuge einer
hier zu entwickelnden Theorie nichtkommutativer stochastischer Differentialgleichungen
eingesetzt werden können. Arbeiten, die als Wegbereiter der Vorliegenden anzusehen sind,
reichen bis in die 80er Jahre zurück. Seit dieser Zeit war es der Leitgedanke vieler Arbei-
ten von B. Kümmerer, einen quantenstochastischen Markov-Prozeß durch Kopplung eines
Objektsystems an ein Wärmebad zu erhalten, das durch ein weißes Rauschen modelliert
wird. Es zeigte sich, daß die entscheidende mathematische Struktur zur Beschreibung einer
solchen Kopplung durch Familien von Automorphismen gegeben ist, die einen multiplika-
tiven Kozyklus zum verwendeten weißen Rauschen bilden ([KüMa, Küm3, Küm4]). Eine
bedeutende Klasse unter diesen Kopplungen sind die inneren Kozyklen, die aus unitären
Kozyklen zum weißen Rauschen entstehen.
Etwa um dieselbe Zeit wurde die Itô-Theorie von R.L. Hudson und K.R. Parthasarathy
auf die Fockdarstellung der CCR-Algebra ausgedehnt [HuPa1, Par]. Als Inkrementprozes-
se für ihre stochastischen Integrale verwendeten sie den Erzeuger- und Vernichterprozeß
A∗t := a∗(χ[0,t]) bzw.At := a(χ[0,t]), sowie den TeilchenzahlprozeßΛt, der durch Zweit-
quantisierung des Projektorsf 7→ f · χ[0,t] auf L2(R) entsteht. Sie gelangten zu folgender
Itô-Tabelle

dΛt dAt dA∗t dt

dΛt dΛt 0 dA∗t 0

dAt dAt 0 dt 0

dA∗t 0 0 0 0

dt 0 0 0 0

für die Multiplikation stochastischer Integrale, mit deren Hilfe sie das algebraische Di-
latationsproblem lösen konnten, indem sie unitäre Kozyklen als Lösungen geeigneter
stochastischer Differentialgleichungen konstruierten ([HuPa2]). Diese Erfolge führten zu
Nachfolgearbeiten, die die erzielten Ergebnisse auf andere Algebren zu übertragen such-
ten. Aus diesen vielen Arbeiten seien hier nur einige wenige herausgegriffen, die Ein-
fluß auf die Entstehungsgeschichte der vorliegenden Arbeit hatten. D.B. Applebaum und
R.L. Hudson führten stochastische Integration auf der Fockdarstellung der CAR-Algebra
ein ([ApHu]). Aus physikalischer Sicht ist die stochastische Integration bzgl. der Fock-
darstellung durchaus kritisierbar: In Anbetracht der Rolle des CCR-weißen Rauschens als
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Wärmebad ist es nicht sehr befriedigend, wenn es in der Fockdarstellung als ein Bosonen-
system bei der Temperatur Null interpretiert werden muß. R.L. Hudson und J.M. Lindsay
trugen u.a. dieser Kritik Rechnung und dehnten die stochastische Integration in [HuLi]
auf eine bestimmte Klasse von Temperaturzuständen der CCR aus. Dieser Ansatz wurde
von J.M. Lindsay und I.F. Wilde in [LiWi] weiterverfolgt und schließlich von C. Bar-
nett, R. Streater und I.F. Wilde in [BSW] auf Darstellungen zu quasifreien Zuständen
der CAR- und CCR-Algebra verallgemeinert. In dieser Arbeit sind die Prozesse Funktio-
nen mit Werten in der Algebra, während das stochastische Integral als Element des GNS-
Hilbertraumes zum verwendeten Zustand entsteht. Diese Idee wurde von J. Prin in seiner
Diplomarbeit [Pri] für die vereinfachte Situation eines eindimensionalen Objektsystems
konsequent weitergeführt, indem er nun die gesamte stochastische Integrationstheorie im
GNS-Hilbertraum zum Zustand des weißen Rauschens entwickelte. Er konnte sich dabei
auf eine klare axiomatische Fassung nichtkommutativen weißen Rauschens stützen, das
z.B. in [KüMa] vorgeschlagen wurde. Demnach ist ein weißes Rauschen durch ein Qua-
drupel(A, ψ, St, (AI)I) gegeben – durch eine von Neumann AlgebraA mit einem treuen
normalen Zustandψ, einen ZeitschiftSt und eine durch ZeitintervalleI ⊆ R indizierte
Familie(AI)I von Unteralgebren vonA, der sog. Filtrierung des weißen Rauschens. Dabei
sind Elementex ∈ AI undy ∈ AJ zu disjunkten ZeitintervallenI undJ unabhängig im Sin-
ne einer direkten Verallgemeinerung des klassischen Ergebnisses, daß das Produkt von un-
abhängigen Zufallsvariablen unter dem Erwartungswert faktorisiert:ψ(xy) = ψ(x)ψ(y).
In diesem Rahmen konnte erstmals ein Verfahren vorgestellt werden, das einem unitären
Kozyklus auf kanonische Weise, in Form eines additiven Kozyklus, die abstrakte Version
einer nichtkommutativen Brownschen Bewegung zuordnet. Es war der Ausgangspunkt der
vorliegenden Arbeit, diesen Zusammenhang auch ohne die Einschränkung an die Objekt-
systeme zu etablieren. Dabei stellten sich Fortschritte erst dann ein, als der verwendete
Begriff des weißen Rauschens eine weitere Verallgemeinerung erfahren hatte. Die ent-
scheidende Idee war, das ObjektsystemA0 in das weiße Rauschen so zu integrieren, daß
es durch eine bedingte ErwartungP0 von A auf A0 zurückgewonnen werden kann. Dabei
mußte natürlich auch der Unabhängigkeitsbegriff angepaßt werden: Die Faktorisierung un-
ter dem Zustandψwurde durch die Faktorisierung unterP0 ersetzt:P0(xy) = P0(x)P0(y).
Um in diesem allgemeinen Rahmen eine stochastische Integration definieren zu können,
war es nötig ein Substitut für den GNS-HilbertraumHψ vonψ zu finden, denn schon bei J.
Prin waren die stochastischen Integrale und vor allem die additiven Kozyklen als Integra-
toren i.allg. nicht mehr Elemente der von Neumann AlgebraA, sondern lagen inHψ. Da
P0 die Rolle vonψ in der bisherigen Definition des weißen Rauschens übernommen hatte,
war es naheliegend nach einer Art GNS-Konstruktion fürP0 zu suchen, was auf die Struk-
tur von Hilbertmoduln mit demA0-wertigen inneren Produkt(x, y) 7→ P0(x

∗y) führte.
Damit war endlich der Rahmen gefunden, in dem der Zusammenhang zwischen unitalen
Kozyklen (der Anpassung des Begriffs unitärer Kozyklen an die Hilbertmodulsituation)
und additiven Kozyklen bewiesen werden konnte:
Mit den additiven Kozyklen wurde eine Theorie stochastischer Integrale entwickelt. Damit
konnte durch Verwendung unserer klar umrissenen Formulierung des weißen Rauschens
die Aufgabe gelöst werden, eine darstellungsfreie Version der stochastischen Integration
einzuführen (wie es z.B. auch in [AFQ] versucht wurde), in dem Sinne, daß nicht für je-
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de neue Umgebung, wie z.B. die CCR-/ CAR-Algebra, die Cuntz-AlgebraO∞ ([KüSp]),
oder der volle Fockraum ([Spe]), von neuem die Konstruktion eines stochastischen Inte-
grals in Angriff genommen werden muß. Unsere Version des weißen Rauschens liefert für
jeden additiven Kozyklus als Integrator sofort eine kanonische Version des stochastischen
Integrals (der nichtkommutativen Situation der verwendeten Algebren Rechnung tragend,
handelt es sich um ein Rechts- und ein Linksintegral, je nach dem, von welcher Seite der
Integrator auf den Integranden angewandt wird), das natürlich weitergehende Eigenschaf-
ten besitzen kann, wenn Algebren mit reichhaltiger Struktur verwendet werden, wie etwa
die CCR-Algebra.
Unter Verwendung der stochastischen Integrale war die Definition von stochastischen Dif-
ferentialgleichungen möglich, für deren Lösungen ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz
bewiesen werden konnte. Nun ließ sich eine Bedingung an den additiven Kozyklus fin-
den und eine stochastische Differentialgleichung angeben, deren Lösung einen unitalen
Kozyklus liefert. Aus diesem wiederum ließ sich über eine Standardkonstruktion der ad-
ditive Kozyklus zurückgewinnen und so eine eineindeutige Beziehung zwischen additiven
und unitalen Kozyklen beweisen. Dieser Zusammenhang stellt sozusagen die geometri-
sche Grundkonstellation dar, die zur Konstruktion unitärer Kozyklen (und damit zur Lö-
sung des stationären Dilatationsproblems) vorhanden sein muß. Tatsächlich ist mit diesen
unitalen Kozyklen eine Lösung des Dilatationsproblems soweit möglich, daß auf die Form
des Lindblad-Generators der dilatierten Halbgruppen zurückgeschlossen werden kann. In
dieser Arbeit stellen wir auch die Werkzeuge bereit, um die weitergehende Aufgabe zu lö-
sen, unitale Kozyklen, also Elemente eines Hilbertmoduls, mit unitären Kozyklen in Ver-
bindung zu bringen. Dafür benötigt man Bedingungen an Hilbertmodulelemente, die sie
zwar nicht unbedingt als zur Algebra des zugrunde liegenden weißen Rauschens gehörig
identifiziert, aber doch immerhin als Operatoren, die zur Algebra affiliiert sind. Mit die-
sen Techniken ließen sich in [HKK] notwendige und hinreichende Bedingungen an den
additiven Kozyklus angeben, die die Unitarität der Lösung sicherstellen.



Zusammenfassung

1. Kapitel. Hier stellen wir die Werkzeuge aus der nichtkommutativen Wahrscheinlich-
keitstheorie bereit, die wir für die vorliegende Arbeit benötigen. Dabei können wir uns
auf die grundlegenden Arbeiten [Küm1], ..., [Küm5] von B. Kümmerer stützen, in denen
er die Fundamente einer nichtkommutativen Wahrscheinlichkeitstheorie gelegt und sie so-
weit vorangetrieben hat, daß es nun bereits um die Ausprägung bestimmter Forschungs-
richtungen gehen kann. Die stochastische Integration, die wir in dieser Arbeit einführen
wollen, stellt eine dieser Richtungen dar.

In diesem Kapitel wird die nichtkommutative Wahrscheinlichkeitstheorie soweit ent-
wickelt, daß erkennbar wird, in welchem Kontext stochastische Integration betrieben wer-
den soll, welche Probleme wir mit ihr lösen wollen und welchen mathematischen Struktu-
ren wir dabei begegnen werden.
Im einzelnen werden wir den zentralen Begriff des nichtkommutativen Wahrscheinlich-
keitsraumes(A, ψ) als von Neumann AlgebraA mit treuem normalen Zustandψ einfüh-
ren und die wichtigsten wahrscheinlichkeitstheoretischen Begriffsbildungen in den nicht-
kommutativen Rahmen übertragen. Besonderes Augenmerk richten wir dabei zunächst auf
die Definition bedingter Erwartungen und dem damit zusammenhängenden Unabhängig-
keitsbegriff: Unabhängigkeit wird als Faktorisierung unter der bedingten ErwartungP0
von A auf eine AnfangsalgebraA0 definiert. Unsere Definition stellt eine leichte Verall-
gemeinerung der in [Küm3] verwendeten Version dar, die eine Faktorisierung unter dem
Zustandψ verlangt (wir könnenψ als bedingte Erwartung der Algebra auf die eindimen-
sionale UnteralgebraC auffassen). Im Falle finiter von Neumann Algebren treffen wir mit
dieser Verallgemeinerung auf das Konzept sog.commuting squaresvon [GHJ].
Nachdem wir festgelegt haben, was wir unter Zufallsvariablen und stochastischen Prozes-
sen, insbesondere Markov-Prozessen, verstehen wollen, haben wir die Grundlagen, um das
eigentliche Ziel dieser Arbeit angeben zu können:Die Konstruktion von Markov-Prozessen
als Kopplung eines ObjektsystemsA0 an ein Wärmebad. Die Schritte, die uns diesem Ziel
näherbringen, bestehen erst einmal in der Identifizierung des Wärmebades alsverallge-
meinertes weißes Rauschen. Grob gesagt handelt es sich dabei um einen nichtkommuta-
tiven Wahrscheinlichkeitsraum(A, ψ), versehen mit einer reversiblen Dynamik(St)t∈R
(einer Automorphismengruppe), der sog.freien Dynamik des Wärmebadesund einer Fa-
milie (AI)I von von Neumann Teilalgebren, die durch ZeitintervalleI so indiziert werden,
daß zu disjunkten Intervallen unabhängige Algebren gehören. Als einer der wichtigsten
Begriffe dieser Arbeit, illustrieren wir weißes Rauschen durch eine Reihe von Beispielen:
An erster Stelle natürlich klassisches, also kommutatives weißes Rauschen, dann Poisson-
sches und CCR weißes Rauschen über einer AnfangsalgebraA0, als diskretes Beispiel den
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Bernoulli-Shift und schließlich ein verallgemeinertes Poissonsches weißes Rauschen, das
wir für ein umfangreicheres Beispiel in Kapitel 6 vorbereiten.
Als nächstes führen wirKopplungenvon Objektsystemen an Wärmebäder ein. Wir präzi-
sieren damit die Vorstellung, daß das Wärmebad mit dem Objektsystem in Wechselwir-
kung tritt. Jede solche Kopplung führt auf kanonische Weise zu einem Markov-Prozeß auf
dem Gesamtsystem (also Objektsystem und weißem Rauschen) und zu einer Halbgruppen-
Dynamik (der sog.reduzierten Dynamik) auf dem ObjektsystemA0, die wir uns als eine
Art Mittelung (in der Physik oft alscoarse grainingbezeichnet) über die Wirkung des
Markov-Prozesses vorstellen können. Für eine große Klasse von Markov-Prozessen haben
wir damit das Konstruktionsproblem darauf reduziert, Kopplungen an weißes Rauschen zu
finden. Eine wichtige Klasse solcher Kopplungen, nämlich dieinneren Kopplungen, lassen
sich durchunitäre Kozyklenbzgl. weißem Rauschen realisieren: Es handelt sich dabei um
eine Familie(ut)t≥0 unitärer Operatoren inA, die neben einer Adaptiertheitseigenschaft
(ut ∈ A[0,t]) vor allem die multiplikative Kozyklengleichungut+s = St(us)ut erfüllt. Das
zentrale Anliegen dieser Arbeit ist es, Wege aufzuzeigen, die uns der Möglichkeit näher-
bringen, unitäre Kozyklen zu konstruieren.
In Abschnitt 1.8 illustrieren wir die eingeführten Konzepte, indem wir eine Kopplung an
klassisches Poissonsches weißes Rauschen untersuchen (ein Beispiel, das auf [Küm5] zu-
rückgeht).VerallgemeinertesPoissonsches weißes Rauschen führen wir bei dieser Gele-
genheit als Kopplung eines verallgemeinerten Bernoulli-Shifts an klassisches Poissonsches
weißes Rauschen ein. Auf diese Weise sind wir durch die Arbeit [Rup] von C. Rupp, in der
viele verallgemeinerte Bernoulli-Shifts konstruiert wurden, mit einer Fülle neuer weißer
Rauschen versehen.
Schließlich greifen wir in Abschnitt 1.9 ein Beispiel von J. Prin ([Pri]) wieder auf, um die
Rolle stochastischer Integrale bei der Konstruktion unitärer Kozyklen zu beleuchten. Ins-
besondere der Zusammenhang zwischen unitären Kozyklen und additiven Kozyklen wird
hier hervorgehoben. Obwohl dieses Beispiel nur das sehr kleine ObjektsystemC besitzt,
gibt es uns doch eine Vorstellung davon, wie wir es für unseren allgemeineren Unabhängig-
keitsbegriff erweitern müssen. Die entscheidende Beobachtung besteht darin, daß nicht zu
erwarten ist, stochastische Integrale in der von Neumann AlgebraA definieren zu können
(das war schon bei J. Prin nicht möglich, der den GNS-Hilbertraum verwendete), sondern
daß wir dafür einHilbert-C*-Modul (bzw. Hilbert-W*-Modul) über der Anfangsalgebra
A0 verwenden müssen.

2. Kapitel. Im ersten Abschnitt referieren wir die wichtigsten Begriffe aus der Theorie
der Hilbert-C*-Moduln über einer C*-AlgebraA. Etwas ausführlicher verweilen wir bei
der Realisierung solcher Moduln in den beschränkten Operatoren auf einem geeigneten
Hilbertraum (Kolmogorov-Darstellung), weil wir solche Realisierungen zum Ausgangs-
punkt unserer Definition von Hilbert-W*-Moduln machen werden. Wir streben dabei kei-
ne abstrakte Definition des Hilbert-W*-Modul-Begriffs an (wie z.B. in [Sch]), sondern
beschränken uns auf den für uns wichtigen Fall, in demA eine von Neumann Algebra ist.
Dabei haben wir von [Sch] und verwandten Überlegungen in [Fra] profitiert und einen ‘gol-
denen Mittelweg’ zwischen diesen beiden Zugängen gefunden. Die Nähe unserer Hilbert-
W*-Moduln zu den beschränkten Operatoren gestattet es uns, Topologien, wie dieσ stop-
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und die w*-Topologie auf diesen Räumen zu verwenden und eine Version des Satzes von
Kaplansky zu formulieren.
Den Rest dieses Kapitels verwenden wir dazu, die entwickelten Konzepte anzuwenden und
das HilbertmodulL2(A, P0) einzuführen, das zu einem Wahrscheinlichkeitsraum(A, ψ)

und einer bedingten ErwartungP0 von A auf eine AnfangsalgebraA0 ⊆ A gehört. Wir
werden dabei feststellen, daß wir diese Konstruktion als eine Verallgemeinerung der GNS-
Konstruktion ansehen können, auf die sie sich reduziert, wenn wir fürP0 den Zustandψ
verwenden (aufgefaßt als bedingte Erwartung aufA0 := C). Wir zeigen, daß sich wichti-
ge Konzepte aus der Theorie der von Neumann Algebren aufL2(A, P0) ausdehnen lassen.
Handelt es sich bei(A, ψ) etwa um den Wahrscheinlichkeitsraum eines weißen Rauschens,
so läßt sich vor allem der Unabhängigkeitsbegriff aufL2(A, P0) übertragen. Insbesonde-
re läßt sich aufL2(A, P0) ein Produkt zwischen unabhängigen Elementen definieren (und
auf diese Weise das bekannte Ergebnis klassischer Wahrscheinlichkeitstheorie verallge-
meinern, daß das Produkt unabhängigerL2-Funktionen wieder eineL2-Funktion ist). Erst
die Möglichkeit dieser Konstruktion erlaubt es, in Kapitel 4 die Definition eines stochasti-
schen Integralbegriffs in Angriff zu nehmen, wozu ja unter anderem das Produkt zwischen
einem Integranden und einem Integrator benötigt wird. Aber auch viele Automorphismen
und andere vollständig positive Abbildungen aufA finden ihre Version als Abbildung auf
L2(A, P0) – genügend Struktur also, um die algebraische Version des weißen Rauschens
zu einer Hilbertmodul-Version fortsetzen zu können.

3. Kapitel. Wir verwenden eine Hilbertmodul-Version des weißen Rauschens und pas-
sen zunächst das Konzept des unitären Kozyklus’ an die Modul-Situation an, indem wir
den Begriff desunitalenKozyklus einführen. Ein solcher Kozyklus erfüllt weiterhin ei-
ne multiplikative Kozyklengleichung (mit der Multiplikation unabhängiger Elemente in
L2(A, P0)) und eine abgeschwächte Unitaritätseigenschaft (denn ‘Unitarität’ steht uns auf
L2(A, P0) a priori nicht zur Verfügung), die einfach darin besteht, daß jedes Element des
Kozyklus den Betrag eins hat. Die unitale Struktur der Kozyklen ist ausreichend, um auf
dem ObjektsystemA0 eine Halbgruppendynamik zu induzieren (genau so, wie es bei dem
Markov-Prozeß zu einemunitären Kozyklus der Fall ist, s.o.). Sie reicht auch aus, um
auf kanonische Weise einen sog. additiven Kozyklus inL2(A, P0) konstruieren zu können.
DieseStandardkonstruktionstellen wir in Abschnitt 3.2 vor und illustrieren sie in 3.3 an
einem Kozyklus zur Brownschen Bewegung und zum Poisson-Prozeß. In Abschnitt 3.4.1
untersuchen wir die Eigenschaften additiver Kozyklen und klären, wie sich der Lindblad-
Generator der reduzierten Dynamik aufA0 aus dem unitalen Kozyklus und dem zugehöri-
gen additiven Kozyklus bestimmt.

4. Kapitel. Wir benutzen die im 3. Kapitel eingeführten additiven Kozyklen(bt)t≥0, um
auf dem HilbertmodulL2(A, P0) zu einem weißen Rauschen(A, ψ, St, (AI)I) eine Ver-
allgemeinerung des klassischen Itô-Integrals zu definieren. Dabei schlagen wir den ‘übli-
chen’ Weg ein und definieren das Integral zunächst für Integrandenx, die durch einfache
Prozesse(xt)t≥0 gegeben sind (also Prozesse, die in jedem Zeitintervall nur endlich viele
Werte annehmen). Der nichtkommutativen Situation Rechnung tragend, unterscheiden wir
zwischen einem Linksintegral

∫t
0
dbsxs und einem Rechtsintegral

∫t
0
xsdbs. Mit ihrer Hil-
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fe gewinnen wir die Substitute für die Itô-Isometriebeziehung der klassischen Theorie –
das entscheidende Hilfsmittel zur Ausdehnung der Integrale auf größere Prozeßklassen. In
Abschnitt 4.2 entwickeln wir dafür zunächst eineL2-Theorie Hilbertmodul-wertiger Funk-
tionen. Diese bilden selbst auf kanonische Weise ein Prä-Hilbertmodul überA0. Allerdings
begegnen wir dem eigentümlichen Problem, daß dieser Raum derL2-integrierbaren Funk-
tionen in keiner der sich natürlicherweise anbietenden Topologien vollständig ist. Die Ver-
vollständigung des Raumes zu einem Hilbert-W*-Modul überA0 wird also auch Elemente
enthalten, die nicht mehr als Modul-wertige Funktionen interpretierbar sind (ein Beispiel
geben wir in Anhang A.4). Der so erhaltene Raum ist noch zu groß: Unsere Integrale lassen
sich nur auf seine adaptierten Funktionen fortsetzen, also aufL2-Funktionenx, für die zu
jedem Zeitpunktt ≥ 0 das Bildxt in L2(A[0,t], P0) liegt. Im Abschnitt 4.3 konstruieren wir
einen Projektor, der sie aus dem Raum allerL2-integrierbaren Funktionen herausprojiziert.
Den so erhaltenen Raum bezeichnen wir als den Raum derL2-integrierbaren Prozesse (ob-
wohl auch in ihm Elemente enthalten sind, die nicht mehr als Prozesse im eigentlichen
Sinne, d.h., als adaptierte Funktionen, interpretierbar sind). Auf diesen Raum dehnen wir
unsere Integrale aus. Wir sind dadurch in der Lage, im Abschnitt 4.4 stochastische Diffe-
rentialgleichungen einzuführen (die ja eigentlich über Integralgleichungen definiert sind)
und für sie einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz zu beweisen.
Damit haben wir die technischen Voraussetzungen geschaffen, um im Rest dieses Kapi-
tels das Hauptergebnis dieser Arbeit zu formulieren und zu beweisen: Wir stellen einen
ein-eindeutigen Zusammenhang zwischen additiven und unitalen Kozyklen her. Der Zu-
ordnung eines additiven Kozyklus zu einem unitalen sind wir bereits in der Standardkon-
struktion im Abschnitt 3.2 begegnet. Für die umgekehrte Richtung erhalten wir für jeden
additiven Kozyklus den zugehörigen unitalen Kozyklus als Lösung einer geeigneten sto-
chastischen Differentialgleichung.

5. Kapitel. In Kapitel 4 haben wir für die Herleitung des zentralen Ergebnisses, also des
Zusammenhangs zwischen unitalen und additiven Kozyklen, bis auf die Unabhängigkeits-
struktur keine weiteren Eigenschaften verwendet, die über die Hilbertmodul-Struktur hin-
ausgehen. Das drückt sich insbesondere dadurch aus, daß wir mit reinen Hilbertmodul-
Methoden nur unitale, i.allg. aber keine unitären Kozyklen erwarten können, weil uns die
Modulstruktur keine Methoden an die Hand gibt, mit denen zwischen unitalen und unitär-
en Elementen zu unterscheiden wäre. Wenn wir also Fragen nach der Unitarität der mul-
tiplikativen Kozyklen stellen wollen, müssen wir weitere Eigenschaften der von Neumann
AlgebraA heranziehen, die unserem HilbertmodulL2(A, P0) zugrunde liegt. In Kapitel 5
führen wir damit die Techniken ein, die es uns später einmal erlauben werden, die Frage
nach der Unitarität des multiplikativen Kozyklus zu beantworten ([HKK]).
Die unitären Kozyklen, die uns interessieren, sollen zu stationären stochastischen Prozes-
sen führen und müssen deshalb im ZentralisatorAψ des Zustandsψ von(A, ψ) liegen. Das
vereinfacht unsere Untersuchungen beträchtlich, da dann die Standardkonstruktion zeigt,
daß die zugehörigen additiven Kozyklen in dem Hilbert-W*-ModulL2(Aψ, P0) zu derfini-
tenvon Neumann AlgebraAψ liegen muß. Für dieses Hilbert-W*-Modul konstruieren wir
auf dem GNS-Hilbertraum vonψ eine Realisierung durch (i.allg. unbeschränkte) Operato-
ren, die zuAψ affiliiert sind. Damit haben wir genügend algebraische Struktur zur Verfü-
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gung, um diejenigen Elementex vonL2(Aψ, P0) zu charakterisieren, deren Adjungiertex∗

ebenfalls wieder inL2(Aψ, P0) liegen (dieadjungierbarenHilbertmodul-Elemente). Au-
ßerdem geben wir Bedingungen an, die sicherstellen, daß das Produktxy zweier Elemente
x undy ausL2(Aψ, P0) wieder inL2(Aψ, P0) liegt, selbst wennx undy nicht unabhängig
sind.

6. Kapitel. Dieses Kapitel ist zwei Anwendungen unserer Theorie gewidmet. In Ab-
schnitt 6.1 führen wir die Standardkonstruktion zur Gewinnung additiver Kozyklen am
Beispiel eines unitären Kozyklus zum verallgemeinerten Poissonschen weißen Rauschen
durch. Wir erhalten für diesen neuen additiven Kozyklus eine explizite Darstellung. In Ab-
schnitt 6.2 geben wir eine Bedingung an den additiven Kozyklus an, die sicherstellt, daß
der zugehörige unitale Kozyklus (vgl. Kapitel 4) aufA0 eine W*-dynamisches System
induziert, das der sog.detailed balance-Bedingung genügt.
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1. Nichtkommutative
Wahrscheinlichkeitstheorie

Die klassische Wahrscheinlichkeitstheorie ist eine ausgereifte Theorie, die leistungsfähige
Werkzeuge zur Untersuchung stochastischer Phänomene besitzt. Eine nichtkommutative
Wahrscheinlichkeitstheorie sollte die klassische (kommutative) Wahrscheinlichkeitstheo-
rie als Spezialfall enthalten. Daher werden wir Verallgemeinerungen ihrer wichtigsten Be-
griffe angeben müssen. Die Strategie, die wir dabei verfolgen besteht darin, von den spezi-
fisch klassischen Aspekten der Wahrscheinlichkeitstheorie, wie etwa dem Maßraum, oder
den Pfaden stochastischer Prozesse usw. zu abstrahieren, indem wir algebraische Substi-
tute dieser Begriffe suchen, die eine nichtkommutative Fortschreibung erlauben. Bei den
Konzepten, die in eine nichtkommutative Version zu übertragen sind, handelt es sich im
Wesentlichen um das des Wahrscheinlichkeitsraumes, der bedingten Erwartung, der Zu-
fallsvariable, des stochastischen Prozesses und des Übergangsoperators. Darauf aufbau-
end können wir die zentralen Hilfsmittel einführen, die wir für die Formulierung eines
nichtkommutativen stochastischen Integralbegriffs benötigen werden: Wir brauchen eine
nichtkommutative Version des weißen Rauschens und als Voraussetzung dafür eine genaue
Untersuchung des Unabhängigkeitsbegriffes. Dabei wird uns ein gelegentlicher Blick auf
die kommutative Situation helfen, den richtigen Weg einzuschlagen.
Anschließend definieren wir Markov-Prozesse und erklären, wie diese durch Kopplung an
weißes Rauschen gewonnen werden können. In einer einfachen kommutativen Situation
zeigen wir dann, wie eine solche Kopplungen als Lösung einer stochastischen Differenti-
algleichung entsteht.
Wenn es unsere Ausführungen nicht zu sehr in die Länge zieht, gehen wir so vor, daß wir
den nichtkommutativen Versionen die kommutativen gegenüberstellen (für ausführlichere
Darlegungen, die wir als Richtschnur dieses Kapitel verwendet haben, verweisen wir dabei
generell auf [Küm1, Küm3, Küm4, Küm5]). Damit nutzen wir dieses Kapitel zum einen,
um in die Ideen der nichtkommutativen Wahrscheinlichkeitstheorie einzuführen und zum
anderen, um die für den Fortgang dieser Arbeit benötigte Sprache bereitzustellen.

1.1 Grundlegende Begriffe und Notation

Im folgenden stellen wir grundlegende Begriffe und Notationen zusammen, die für die ge-
samte Arbeit gelten. Für weitergehende Informationen zum vorgestellten Stoff verweisen
wir auf [BrRo1, BrRo2, KaRi1, KaRi2, Ped, Sak] und [Ta1].

1



2 1 Nichtkommutative Wahrscheinlichkeitstheorie

1.1.1 Allgemeines.N,Z,Z+,R,R+ undC stellen die natürlichen, die ganzen, die positi-
ven ganzen (einschließlich der Null), die reellen, die positiven reellen (ebenfalls mit Null)
und die komplexen Zahlen dar. Gelegentlich benutzen wirT, und meinen damitZ oder
R. Für eine TeilmengeI dieser Mengen bezeichnetIc ihr Komplement. Hilberträume und
ihre Unterräume werden durch die BuchstabenH undK und ihre Elemente üblicherweise
durch griechische Buchstaben bezeichnet. Das SkalarpoduktH × H 3 (ξ, η) 7→ 〈ξ |η〉
verwenden wir rechts-linear. Für diebeschränkten OperatorenB(H) auf H benutzen wir
kleine Buchstaben.p undq sind für Projektoren reserviert. Für den Abschluß eines Un-
terraumesH und den zugehörigen orthogonalen Projektor schreiben wir mitunter[H]. Für
x, y ∈ B(H) ist [x, y] := xy − yx und {x, y} := xy + yx. Ist S eine Teilmenge eines
VektorraumsV, dann ist lh{S} die lineare Hülle, die von ihr inV erzeugt wird.

1.1.2 Algebren. C*- und W*-Algebrenbezeichnen wir mit den BuchstabenA, B und
C. Meistens verwenden wir sie in einer konkreten Realisierung als Unteralgebren der be-
schränkten OperatorenB(H) auf einem HilbertraumH, d.h., im Falle von W*-Algebren,
als von Neumann Algebren. A ′ := {y ∈ B(H) | [x, y] = 0, f.a.x ∈ A} meint dann die
Kommutanteund Z(A) := A ∩ A ′ dasZentrumvon A in B(H). Ist H n-dimensional
(n < ∞), so schreiben wir stattB(H) auchMn und meinen damit den Raum der
n × n-Matrizen. 1lA ist derEinsoperatorin A. Normalerweise wird es klar sein, zu wel-
cher Algebra er gehört, so daß wir den Index meist weglassen können.‖x‖ bezeichnet
die Norm eines Elementesx ∈ B(H). A1 := {x ∈ A | ‖x‖ ≤ 1} ist die Einheitskugel
und A+ := {x ∈ A | x ≥ 0} der positive Kegel vonA. A∗ bezeichnet denPrädual von
A, d.h., den Raum der normalen linearen Funktionale aufA und A+

∗ die positiven Ele-
mente darin.A+

∗,1 sind dienormalen Zustände, also die positiven, normalen Funktiona-
le der Norm Eins. Für sie werden die griechischen Symboleϕ, ψ usw. verwendet. Wir
gehen generell davon aus, daßA∗ norm-separabel ist, so daß alle Approximationen in
A mit Folgen, statt mit Netzen möglich sind (vgl. A.2.2). MitA ∨ B bezeichnen wir
denW*-algebraischen Aufspannzweier W*-AlgebrenA und B, d.h., den w*-Abschluß
(s.u.) des algebraischen Aufspanns vonA und B. Für eine Familie(Ai)i∈I von W*-
Algebren wird ein solcher Aufspann durch

∨
i∈IAi bezeichnet. Istψ ein treuer norma-

ler Zustand aufA, dann istσψ := (σψt )t∈R seinemodulare Automorphismengruppeund
Aψ := {x ∈ A | ψ(xy) = ψ(yx) f.a.y ∈ A} derZentralisator, d.h., dieFixpunktalgebra
von σψ. Für einen unitären Operatoru ∈ B(H) bezeichnet Adu den Automorphismus
u∗ · u aufB(H).

1.1.3 Topologie. Von den Topologien desdualen Paares〈A,A∗〉 aufA benutzen wir die
σ wop- oder w*-Topologie (wir gebrauchen beide Begriffe), also dielokalkonvexe Topo-
logie auf A, die durch die HalbnormenA 3 x 7→ |ϕ(x)|, ϕ ∈ A+

∗ , erzeugt wird. Dar-
überhinaus dieσ stop- und gelegentlich dieσ stop∗-Topologie, deren Halbnormen durch
A 3 x 7→ ϕ(x∗x)

1
2 bzw.A 3 x 7→ [ϕ(x∗x) + ϕ(xx∗)]

1
2 , ϕ ∈ A+

∗ , gegeben sind. Limiten
in diesen Topologien werden durch die Schreibweise (in der Reihenfolge obiger Aufzäh-
lung)σw-, oder w∗-, σs- undσs∗- lim deutlich gemacht. In konkreten Realisierungen der
Algebra auf einem HilbertraumH haben wir noch die wop- und die stop-Topologie zur
Verfügung, die durch die HalbnormenA 3 x 7→ |〈ξ | xη〉| bzw.A 3 x 7→ ‖xξ‖, ξ, η ∈ H,
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erzeugt werden. Für einentreuennormalen Zustandψ aufA, ist durchA 3 x 7→ ψ(x∗x)
1
2

die sog.ψ-Norm aufA definiert, die mit‖ ‖ψ bezeichnet werde. Limiten werden durch w-,
s- bzw.‖ ‖ψ- lim angegeben.

1.1.4 GNS-Darstellung. Der GNS-Hilbertraumeines treuen normalen Zustandesψ auf
A ist der Abschluß vonA in derψ-Norm. Als Bezeichnung wählen wirL2(A, ψ), oft auch
einfachHψ, oder gemäß obiger Vereinbarung[A], wenn klar ist, zu welchem Zustand der
GNS-Hilbertraum gebildet wird. Daψ treu und normal ist, können wir davon ausgehen,
daßA bereits auf seinem GNS-Hilbertraum dargestellt ist:A ⊂ B(Hψ).ψ ist dann durch
den Vektorzustand mit dem zyklischen und separierenden Vektor 1l und die Darstellung
πψ durch die identische Abbildung gegeben. Die Wirkung von OperatorenT ∈ B(Hψ)

schreiben wir multiplikativ, alsoT : ξ 7→ Tξ, ξ ∈ Hψ, während für die Wirkung von
OperatorenT auf A die SchreibweiseT : x 7→ T(x) vorbehalten ist. Auf diese Weise läßt
sich für einen vonA aufHψ stetig fortsetzbaren OperatorT dasselbe Symbol verwenden:
Tx = T(x), oder, wennT ein Automorphismus ist:Txξ = T(x)Tξ, für x ∈ A ⊆ Hψ,
ξ ∈ Hψ.
In manchen Situationen, vor allem in der Entwicklung der Theorie affiliierter Operatoren,
ist es bequem, den zyklischen Vektor 1l durch den BuchstabenΩ deutlich zu machen.
Dadurch hebt die Schreibweise ‘xΩ’ die Rolle vonx alsL2(A, ψ)-Element stärker hervor.
Den zuΩ gehörendenmodularen Operatorbezeichnen wir dann wie üblich durch∆ und
die modulare Konjugationdurch J. Die GNS-Darstellung der modularen Gruppeσψ ist
durch(∆it)t∈R gegeben.

1.2 Wahrscheinlichkeitsräume und ihre Morphismen

1.2.1 Wahrscheinlichkeitsraum. Die klassische Wahrscheinlichkeitstheorie geht bei
der Beschreibung eines stochastischen Vorgangs von einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω, Σ, µ) aus, bestehend aus einem GrundraumΩ, der die möglichen Ausgänge und einer
σ-AlgebraΣ von Teilmengen vonΩ, die die möglichen Ereignisse beschreibt, sowie ei-
nem Maßµ aufΣ, das diese Ereignisse stochastisch bewertet. Als algebraisches Bild eines
solchen Wahrscheinlichkeitsraumes bietet sich das Paar(A, ψ) an, das aus der kommuta-
tiven W*-AlgebraA := L

∞
(Ω, Σ, µ) und dem treuen normalen Zustandψ :=

∫
Ω
·dµ

gebildet wird. Die möglichen Ereignisse werden nun durch die Projektionen vonA (also
den charakteristischen Funktionen zu Elementen ausΣ) beschrieben. Normalerweise läßt
sich aus der algebraischen Version(A, ψ) wieder auf ein Modell des Wahrscheinlichkeits-
raumes(Ω, Σ, µ) zurückschließen (siehe z.B. [Ta1], III, Proposition 1.21, [Sak], Proposi-
tion 1.18.1). Die nichtkommutative Fortschreibung des Begriffs Wahrscheinlichkeitsraum
besteht nun einfach darin, daß wir fürA auch nichtkommutative W*-Algebren zulassen:
Ein (nichtkommutativer) Wahrscheinlichkeitsraumist ein Paar(A, ψ), das aus einer W*-
AlgebraA und einem treuen normalen Zustandψ besteht (siehe auch [Acc, AFL, Küm4]).

1.2.2 Morphismen. Ein MorphismusT von einem Wahrscheinlichkeitsraum(A, ψ) in
einen zweiten Wahrscheinlichkeitsraum(B, ϕ) ist einvollständig positiver, 1l-erhaltender,
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linearer Operator vonA nach B mit der Eigenschaftϕ ◦ T = ψ. Die Morphismen
von (A, ψ) in sich bezeichnen wir durch Mor(A, ψ). Sie umfassen dieAutomorphis-
menAut(A, ψ), d.h., die *-Automorphismen vonA, dieψ invariant lassen. Morphismen
sind automatischnormal, d.h. w*-w*-stetig (Anhang A.1.1) undtreu: T(x∗x) = 0 hat
ψ(T(x∗x)) = ψ(x∗x) = 0 und, daψ treu ist,x = 0 zur Folge.

Jeder MorphismusT läßt sich kanonisch zu einer KontraktionT auf den GNS-Hilbertraum
fortsetzen.T ist auf dem dichten TeilraumA von Hψ durchTx = T(x) definiert. Die
Kadison-Schwarz-Ungleichung für den vollständig positiven OperatorT zeigt die Fortsetz-
barkeit vonT zu einer Kontraktion auf ganzHψ: ‖Tx‖2ψ = ψ(T(x∗)T(x)) ≤ ψ(T(x∗x)) =

‖x‖2ψ. Diese Fortsetzung bezeichnen wir auch alsGNS-Darstellung des MorphismusT .
Gemäß den Bemerkungen in 1.1.4 schreiben wir später stattT wiederT . Die Zuordnung
T 7→ T ist punktweiseσ stop-stop-stetig und injektiv. Es ist allerdings zu beachten, daß die
AdjungierteT

∗
i.allg. nicht mehr die GNS-Darstellung eines MorphismusT ∗ von (A, ψ)

ist (ein Beispiel ist in [Küm1] angegeben). Damit das doch gilt, ist notwendig und hin-
reichend, daßT mit der modularen Automorphismengruppeσψ vertauscht (siehe [Küm2],
oder Anhang A.1.2). In diesem Fall heißtT ∗ ∈ Mor(A, ψ) ψ-Adjungiertevon T . Sie ge-
nügt der Gleichungψ(xT(y)) = ψ(T ∗(x)y) f.a. x, y ∈ A und ist durch sie eindeutig
bestimmt. Für einen beliebigen AutomorphismusT ∈ Aut(A, ψ) läßt sich leicht einsehen,
daß eineψ-Adjungierte existiert und daß diese durchT−1 gegeben ist. Insbesondere ver-
tauschtT also mitσψ.
Ein W*-dynamisches System(A, ψ, Tt) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum(A, ψ), verse-
hen mit einer punktweise w*-stetigen Halbgruppe(Tt)t≥0 ⊂ Mor(A, ψ). Liegt sie
in Aut(A, ψ), so läßt sie sich kanonisch zu einer w*-stetigen Automorphismengruppe
(Tt)t∈R ⊂ Mor(A, ψ) erweitern. Eine einfache Rechnung zeigt, daß diese dann auch
punktweiseσ stop-stetig ist.(A, ψ, Tt) heißtreversibles W*-dynamisches System, wenn es
sich beiTt um Automorphismen handelt, andernfalls sprechen wir von einemirreversiblen
W*-dynamischen System. Ist das irreversible System‖ ‖-stetig, so besitzt die Halbgruppe
(Tt)t≥0 einen beschränkten GeneratorL, den sog.Lindblad-Generator: Tt = etL.
Mitunter begegnen wir auch W*-dynamischen Systemen in diskreter Zeit:t ∈ Z(+). Tt ist
dann durchT := T1 bereits eindeutig bestimmt:Tt = T t. Für diesen Fall schreiben wir
(A, ψ, T). Alle weiteren Begriffe der kontinuierlichen Situation übertragen sich sinnge-
mäß.

1.3 Bedingte Erwartung und Unabhängigkeit

1.3.1 Bedingte Erwartung. Von besonderem Interesse sind für uns MorphismenP von
(A, ψ) in (B, ϕ), für die es einen injektiven *-Homomorphismusj von (B, ϕ) in (A, ψ)

mit der EigenschaftP◦j = idB gibt. Einen solchen MorphismusP nennen wirbedingte Er-
wartungvon(A, ψ) auf(B, ϕ). j ist die zuP gehörende Injektion. Sie ist durchP eindeutig
bestimmt. Normalerweise werden wirj(B) mit einer W*-UnteralgebraA0 vonA (die die-
selbe 1l wieA besitzt) undϕ = ψ ◦ j mit ψ identifizieren.P0 := P ◦ j ∈ Mor(A, ψ)

ist dann diebedingte Erwartung bzgl.ψ von A auf A0. Da der Bezug zum Zustand
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ψ meist offensichtlich sein wird, werden wir ihn normalerweise unterdrücken und ein-
fach von der ‘bedingten ErwartungP0’ sprechen. Sie besitzt die sog.Moduleigenschaft:
P0(xyz) = xP0(y)z für alle x, z ∈ A0 und y ∈ A. Nach einem bekannten Satz von
Takesaki ([Ta2], Theorem 7.1) existiertP0 genau dann, wennA0 unter der modularen
Automorphismengruppeσψ von ψ global invariant gelassen wird. Nach 1.2.2 existiert
also dieψ-Adjungierte vonP0, und man überzeugt sich leicht, daß sie mitP0 überein-
stimmt:P0 istψ-selbstadjungiert.P0 bildet das ZentrumZ(A) in das Zentrum vonA0 ab:
P0(z)x = P0(zx) = P0(xz) = xP0(z) f.a.z ∈ Z(A) undx ∈ Z(A0).
Istψ ein Spurzustand aufA, d.h., istA einefiniteW*-Algebra, so ist die modulare Gruppe
trivial. In diesem Fall gibt es also zu jeder W*-Unteralgebra vonA eine bedingte Erwar-
tung. Diese Situation liegt z.B. in der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie immer vor.

Der Zusammenhang mit dem klassischen Begriff der bedingten Erwartung kann nun fol-
gendermaßen hergestellt werden: Eine W*-UnteralgebraA0 von A := L

∞
(Ω, Σ, µ) ist

von der FormA0 = L
∞

(Ω,Σ0, µ0). Dabei istΣ0 eine σ-Unteralgebra vonΣ und µ0
die Einschränkung vonµ auf Σ0. P0 sei die bedingte Erwartung vonA auf A0 bzgl.
ψµ :=

∫
Ω
·dµ. Wählen wir in der Gleichungψµ(x0P0(y)) = ψµ(x0y), die für alle

x0 ∈ A0 undy ∈ A gilt, für x0 die charakteristische FunktionχA0 einer MengeA0 ∈ Σ0,
so erhalten wir aus ihr die klassische Bestimmungsgleichung einer bedingten Erwartung
(vgl. z.B. [Hid]): ∫

A0

P0(y)dµ =

∫
A0

ydµ , f.a.A0 ∈ Σ0, y ∈ A .

1.3.2 Es wird sich im Verlaufe dieser Arbeit zeigen, daß es sinnvoll ist, den Begriff des
Wahrscheinlichkeitsraumes noch um eine W*-UnteralgebraA0 von A zu ergänzen (mit
1lA = 1lA0). Dabei wird vorausgesetzt, daß es die bedingte ErwartungP0 bzgl.ψ von A

auf A0 gibt. Ein solches Tripel(A, ψ,A0) werden wir im folgenden also ebenfalls als
Wahrscheinlichkeitsraum bezeichnen (da die bedingte Erwartung durch das Tripel bereits
eindeutig festgelegt ist, führen wirP0 in der Notation nicht extra an).

1.3.3 Unabhängigkeit. Der klassische Begriff derUnabhängigkeitkönnen wir auch mit
Hilfe bedingter Erwartungenformulieren. Dieser Möglichkeit, die sich in der klassischen
Wahrscheinlichkeitstheorie nicht gerade aufdrängt, wird uns den Weg weisen, wie wir
den Unabhängigkeitsbegriff für unsere erweiterte Version 1.3.2 eines Wahrscheinlichkeits-
raumes zu definieren haben. Wir erinnern uns an die klassische Formulierung: Zweiσ-
UnteralgebrenΣ1 und Σ2 eines Wahrscheinlichkeitsraumes(Ω, Σ, µ) heißen unabhän-
gig, wenn für jeweils zwei EreignisseAi ∈ Σi, i = 1, 2, die Faktorisierungseigenschaft
µ(A1 ∩ A2) = µ(A1)µ(A2), oder äquivalenterweiseψµ(χA1 · χA2) = ψµ(χA1)ψµ(χA2)

gilt (ψµ :=
∫
Ω
·dµ). Zwei UnteralgebrenL

∞
(Ω,Σi, µ), i = 1, 2, von L

∞
(Ω, Σ, µ)

heißen unabhängig, wenn der Erwartungswert des Produkts je zweier Elementexi ∈
L
∞

(Ω,Σi, µ), faktorisiert:ψµ(x1x2) = ψµ(x1)ψµ(x2). Nun können wir den Zustandψµ
aber auch als bedingte ErwartungPµ : L

∞
(Ω, Σ, µ)) 3 x 7→ ψµ(x) · 1l auf die triviale

UnteralgebraC·1l auffassen. Unabhängigkeit heißt dann ‘Faktorisieren unter der bedingten
ErwartungPµ’. Von diesem Standpunkt gehen wir bei unserer Definition aus.
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1.3.4 Definition. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum(A, ψ,A0). Zwei Unteralge-
bren Ai ⊇ A0, i = 1, 2, für die die bedingten ErwartungenPi bzgl.ψ von A auf Ai

existieren, heißenunabhängig (überA0) oder P0-unabhängig, wenn das Produkt von je-
weils zwei Elementenxi ∈ Ai, i = 1, 2, unter der bedingten ErwartungP0 faktorisiert:

P0(x1x2) = P0(x1)P0(x2) . (1.1)

Ist A0 = C · 1l, so sprechen wir auch von derψ-Unabhängigkeitder AlgebrenA1 undA2.

Meistens sprechen wir vereinfachend von der ‘Unabhängigkeit der W*-UnteralgebrenA1

undA2 von (A, ψ,A0)’ und meinen damit, daß die Voraussetzungen obiger Definition er-
füllt sind.
FürA0 = C ·1l, d.h.P0 = ψ ·1l, erhalten wir die direkte Verallgemeinerung der klassischen
Formulierung auf nichtkommutative Wahrscheinlichkeitsräume(A, ψ). Unsere Definition
ist eine Art Vergröberung dieser direkten Version, denn alle Elemente ausA0 sind gemäß
obiger Definition unabhängig.A0 selbst ist also für diesen Unabhängigkeitsbegriff struk-
turlos.
Die bedingten ErwartungenPi von Ai auf A0 existieren, denn sie sind einfach durch die
Einschränkung vonP0 aufAi gegeben. Außerdem folgt ausA0 ⊆ Ai: Pi ◦P0 = P0. Dieser
Sachverhalt ist am einfachsten über die GNS-Darstellung einzusehen.

Folgendes Lemma spiegelt im Falle eines treuen normalen Spurzustands die Eigenschaften
sog.commuting squareswieder, wie sie in ([GHJ]) auftreten.

1.3.5 Lemma. Gegeben seien ein Wahrscheinlichkeitsraum(A, ψ) und drei Unteralge-
brenA0, B undC vonA, so daß die bedingten Erwartungen bzgl.ψ PB undPC vonA auf
B bzw.C existieren. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

i) PB(C) = PC(B) = A0.

ii) Die bedingte ErwartungP0 bzgl.ψ vonA auf A0 existiert und ist durchPB ◦ PC =

PC ◦ PB = P0 gegeben.

iii) B undC sind unabhängig überA0 (insbesondere giltA0 ⊆ B undA0 ⊆ B).

Beweis. i) ⇒ ii): Die Fortsetzungen vonPB, PC undP0 auf den GNS-Hilbertraum sind
die orthogonalen Projektionen aufL2(B, ψ), L2(C, ψ) bzw. L2(A0, ψ) (die wir wieder
durch dieselben Symbole bezeichnen). Aus i) erhalten wirPBPC = P0PBPC und außerdem
P0 ≤ PB, P0 ≤ PC. Daraus folgt sofortPBPC = P0 = PCPB. Insbesondere vertauschenPB

undPC, so daßPB ◦ PC eine bedingte Erwartung bzgl.ψ ist, nämlich die vonA auf A0.
Die Umkehrung ii)⇒ i) ist klar.
ii) ⇒ iii): Zunächst giltA0 ⊆ B und A0 ⊆ C: Ein Elementx ∈ A liegt genau dann
in A0 bzw. B, wennx = P0(x) bzw. x = PB(x) gilt. Für x ∈ A0 erhalten wir also
PB(x) = PB ◦ P0(x) = PB ◦ PB ◦ PC(x) = P0(x) = x, d.h.,x ∈ B (und genauso:x ∈ C).
Es folgtP0 ◦ PB = P0 ◦ PC = P0 und damit:

P0
(
PB(x)PC(y)

)
= P0 ◦ PB

(
PB(x)PC(y)

)
= P0

(
PB(x)PB ◦ PC(y)

)
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= P0
(
PB(x)P0(y)

)
= P0

(
PB(x)

)
P0
(
PC(y)

)
,

f.a.x, y ∈ A.
iii) ⇒ ii): Es gilt

ψ
(
x PB ◦ PC(y)

)
= ψ

(
PB(x)PC(y)

)
= ψ

(
P0(PB(x)PC(y))

)
= ψ

(
P0 ◦ PB(x)P0 ◦ PC(y)

)
= ψ

(
P0(x)P0(y)

)
= ψ

(
x P0(y)

)
f.a.x, y ∈ A und damitPB ◦ PC = P0 = PC ◦ PB. �

1.3.6 Korollar. Für W*-UnteralgebrenB undC von(A, ψ,A0), die unabhängig überA0

sind, gilt (1.1):

P0
(
x1 yx2

)
= P0

(
x1 P0(y) x2

)
, f.a. x1, x2 ∈ B , y ∈ C . (1.2)

Beweis.Die Behauptung ergibt sich unter Verwendung von Lemma 1.3.5 aus der Modu-
leigenschaft der bedingten ErwartungPB:

P0
(
x1yx2

)
= P0 ◦ PB

(
x1PC(y)x2

)
= P0

(
x1PB ◦ PC(y)x2

)
= P0

(
x1P0(y)x2

)
,

f.a.x1, x2 ∈ B, y ∈ C. �

Gleichung (1.3.6) wird sich als das entscheidende Hilfsmittel zum Aufbau einer stochasti-
schen Integrationstheorie herausstellen.

1.4 Zufallsvariable und Prozeß

1.4.1 Zufallsvariable. Eine klassische ZufallsvariableX ist eine meßbare Abbildung
zwischen zwei Wahrscheinlichkeitsräumen(Ω, Σ, µ) und (Ω0, Σ0, µ0). Dabei istµ0 das
BildmaßX(µ) vonµ unterX. Wir verbinden damit folgende Vorstellung:

(Ω, Σ, µ) fassen wir als ‘Hintergrundsystem’ auf, als Quelle des zufälligen Gesche-
hens. Wir denken dabei z.B. an ein Gas, oder eine Flüssigkeit, also an ein (physika-
lisches) System mit vielen Teilchen.Ω ist dann der PhasenraumR6n, d.h., Elemente
ω ∈ Ω beschreiben die möglichen Zustände des Systems.Σ besteht aus den Borelmengen
B(R6n) und beschreibt die möglichen Ereignisse, während das Maßµ, z.B. das Gibbs-
Gleichgewichtsmaß, die Wahrscheinlichkeit dieser Ereignisse wiedergibt. Dieses (große)
System ist i.allg. nicht in allen seinen Eigenschaften vollständig beobachtbar (n ist ja
normalerweise außerordentlich groß). Teilinformationen über das System werden durch
die ZufallsvariableX ‘extrahiert’ und in dem kleineren (d.h. weniger komplexen) System
durch Ereignisse ausΣ0 zugänglich gemacht. Sie werden durch das Bildmaßµ0 bewertet.
Dieses Bild können wir an einem Beispiel noch etwas konkretisieren. Stellen wir uns unter
X als erstes die Projektion auf den PhasenraumΩ0 := R

6 eines der Teilchen vor. Dieses
(vor den anderen ausgezeichnete) Teilchen können wir uns z.B. als ein Brownsches Parti-
kel denken. Das große System wäre die Flüssigkeit, in der es sich üblicherweise befindet.
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Dann beschreibtX lediglich die Einbettung des kleinen Systems in das große. Andererseits
wird das große System mit dem kleinen aber auch in Wechselwirkung stehen, d.h., dieses
im Verlaufe der Zeit beeinflussen: Das Brownsche Teilchen erfährt durch die Moleküle
der umgebenden Flüssigkeit eine große Anzahl unregelmäßiger Stöße. Seine Phasenraum-
koordinate wird damit zeitabhängig und beschreibt in ihrer zeitlichen Entwicklung die
Wechselwirkung der Umgebung mit dem kleinen System. Dieser Vorstellung werden wir
gerecht, wenn wir von der einen ZufallsvariableX zu einer ganzen Familie(Xt)t∈I von
ZufallsvariablenXt – zu einem Prozeß – übergehen (I könnte ein Intervall inR oderZ
sein).

Beobachtungen, oder Messungen am kleinen System beschreiben wir durchObservable:
beschränkte, meßbare Funktionenf : (Ω0, Σ0, µ0) → (C, B(C)). f ∈ L∞(Ω0, Σ0, µ0)

könnte z.B. die Energie, oder eine Ortskomponente des Teilchens bedeuten.f ist eben-
falls eine Zufallsvariable. Seine Verteilung ist das Bildmaßf(µ0) = f ◦ X(µ). Durch
f ◦ X ∈ L∞(Ω, Σ, µ) wird für jede Observablef ∈ L∞(Ω0, Σ0, µ0) des kleinen Systems
eine Observable des Umgebungssystems(Ω, Σ, µ) definiert. Die Abbildung

j : B := L
∞

(Ω0, Σ0, µ0)→ A := L
∞

(Ω, Σ, µ) ; f 7→ f ◦ X ,

ist ein 1l-erhaltender, injektiver *-Homomorphismus. Für die Zuständeψ undϕ, die von
den Maßenµ undµ0 auf A, bzw.B erzeugt werden, gilt offensichtlichψ ◦ j = ϕ, d.h.:
durchj wird ein Morphismus von(B, ϕ) nach(A, ψ) definiert. Die Tatsache, daß für die
wichtigsten Wahrscheinlichkeitsräume(Ω0, Σ0, µ0) (z.B. für Standard-Borelräume, [Acc])
jeder injektive *-Homomorphismusj vonB in A mit ψ ◦ j = ϕ durch eine Zufallsvariable
in der oben beschriebenen Weise entsteht, rechtfertigt die folgende Definition.

Definition. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum(A, ψ) und eine W*-AlgebraB.
Dann ist eine(nichtkommutative) Zufallsvariable mit Werten inB ein 1l-erhaltender, in-
jektiver *-Homomorphismusj : B→ A, so daß es die bedingte ErwartungP0 bzgl.ψ von
A aufA0 := j(B) gibt.

Es ist klar, daß in der nichtkommutativen Situation die Existenz der bedingten Erwartung
P0 in die Definition mit aufgenommen werden muß.P0 ∈ Mor(A, ψ) ist normal (Anhang
A.1.1). Daher istj(A) eine W*-Algebra undj ebenfalls normal ([BrRo1], Theorem 2.4.23).
Definieren wir den Zustandϕ auf B in kanonischer Weise durchψ ◦ j (das entspricht in
der kommutativen Situation dem Übergang zum Bildmaß der Zufallsvariablen), so istP :=

j−1 ◦P0 die bedingte Erwartung von(A, ψ) auf(B, ϕ) undj die zuP gehörende Injektion:
P ◦ j = idB (vgl. 1.3.1). Dieser Zusammenhang zwischen Zufallsvariable und bedingter
Erwartung läßt sich durch folgendes kommutative Diagramm noch einmal übersichtlich
fassen:

(A, ψ)
idA- (A, ψ)

j
6

?
P

(B, ϕ)
idB

- (B, ϕ)



1.4 Zufallsvariable und Prozeß 9

1.4.2 Prozeß. Ein Prozeß auf einem Wahrscheinlichkeitsraum ist eine Familie von Zu-
fallsvariablen. Ein Prozeß auf(A, ψ,A0) sollte unseren bisherigen Überlegungen zur Fol-
ge also eine Familie(jt)t∈R von Zufallsvariablen mit Werten inA0 sein. Die Annahme, daß
sich die äußeren Bedingungen, unter denen der Prozeß abläuft, mit der Zeit nicht ändern,
führt zu stationären Prozessen. Obwohl wir es praktisch ausschließlich mit Prozessen in
kontinuierlicher Zeitt ∈ R zu tun haben werden, soll in der folgenden Definition auch der
Fall eines Prozesses in diskreter Zeit, d.h.,t ∈ Z, mit eingeschlossen werden.

Definition. Ein stationärer stochastischer Prozeß mit Werten inA0 auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum(A, ψ,A0) ist ein Quadrupel(A, ψ, Tt,A0). Dabei ist(A, ψ, Tt) ein rever-
sibles W*-dynamisches System. Der Prozeß heißtminimal, falls A =

∨
t∈T Tt ◦ j(A0) gilt

(j ist wie üblich die kanonische Einbettung vonA0 in A, die zuP0 gehört). Für den Fall
T = Z diskreter Zeit schreiben wir auch(A, ψ, T,A0).

Da Tt ∈ Aut(A, ψ) mit der modularen Gruppeσψ vertauscht, ist durchjt := Tt ◦ j eine
Familie von Zufallsvariablen mit Werten inA0 erklärt, die folgende Stationaritätseigen-
schaft besitzt: Die Korrelationenψ(jt1+s(x1) · · · jtn+s(xn)), ti, s ∈ T, xi ∈ A, n ∈ N,
hängen nicht von dem gemeinsamen Zeitparameters ab. Es läßt sich zeigen, daß unter
der Minimalitätsvoraussetzung zu jeder solchen Familie von Zufallsvariablen ein Prozeß
(A, ψ, Tt,A0) gehört ([AFL]).
Wie schon erwähnt, identifizieren wirA0 meistens mit seinem Bildj(A0) in A. Daher
werden wir im folgenden die Einbettungj meist weglassen können. Die Separabilitäts-
eigenschaft des kleinen Systems(A0, ψ) überträgt sich auf den Wahrscheinlichkeitsraum
(A, ψ), wenn der Prozeß minimal ist. D.h., solche Prozesse führen nicht aus den Wahr-
scheinlichkeitsräumen mit separablem Prädual hinaus (vgl. 1.1.2). Das läßt sich leicht mit
den Methoden aus Anhang A.2 zeigen.

1.4.3 Filtrierung. In der kommutativen Wahrscheinlichkeitstheorie ist alles, was wäh-
rend eines Zeitintervalls[s, t] über einen Prozeß(Xt)t∈T zu erfahren ist, in derσ-Algebra
Σ[s,t] kodiert, die durch die Zufallsvariablen(Xr)r∈[s,t] erzeugt wird. Für einen nichtkom-
mutativen stationären stochastischen Prozeß(A, ψ, Tt,A0) ersetzen wir dieσ-AlgebraΣI
(I ⊆ T ein Intervall) durch die W*-UnteralgebraAI :=

∨
r∈I Tr ◦ j(A0). Offensichtlich

gilt AI+t = Tt(AI) (I + t := {r+ t | r ∈ I}), und man überzeugt sich auch leicht von
A[r,t] = A[r,s] ∨ A[r,t], f.a. r ≤ s ≤ t. Die AlgebraA{0} stimmt mit A0 überein. DaAI

vonσψ global invariant gelassen wird, dennTt vertauscht mitσψ ([Ped], Lemma 8.14.9),
existiert die bedingte ErwartungPI bzgl.ψ von (A, ψ) auf AI. Aus der Eindeutigkeit der
bedingten ErwartungPI+t von (A, ψ) aufTt(AI), erhalten wirPI+t = Tt ◦ PI ◦ T−t. Diese
Beziehung und die punktweiseσ stop-Stetigkeit vont 7→ Tt sorgen im FalleT = R dafür,
daß die AlgebrenAĪ (Ī ist der Abschluß des IntervallsI in R) und AI übereinstimmen
(siehe das nachfolgende Lemma). Wir machen unsere Überlegungen zum Ausgangspunkt
folgender Definition:

Definition. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum(A, ψ). Ist für jedes IntervallI ⊆ T
eine W*-UnteralgebraAI ⊆ A gegeben, so nennen wir die Familie(AI)I⊆T =: (AI)I eine
Filtrierung von(A, ψ) , wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:
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i) AK = AI ∨ AJ für K = I ∪ J.

ii) AI =
∨

{AJ | J ⊆ I, J ist beschränkt}.

iii) Die bedingten ErwartungenPI bzgl.ψ von(A, ψ) aufAI existieren.

Die Filtrierung (AI)I heißt minimal, wennAT = A gilt. Für T = R heißt sieabge-
schlossen, wennAI und AĪ für jedes IntervallI ⊆ R übereinstimmt. Wir nennen sie
stetig von oben, wennAI =

⋂
{AJ | J ⊃ I ,dist(J, ∂I) > 0} und stetig von unten, wenn

AI =
∨

{AJ | J ⊂ I ,dist(J, ∂I) > 0} für alle Intervalle I erfüllt ist, die ein nichtleeres
Inneres besitzen.(AI)I heißtMarkov-Filtrierung, falls P(−∞,0] ◦ P[0,∞) = P{0} gilt. Eine
Automorphismengruppe(Tt)t∈T ⊂ Aut(A, ψ) und eine Filtrierung(AI)I nennen wirver-
träglich, wennTt

(
AI

)
= AI+t für alle t ∈ T und jedes IntervallI ⊆ T gilt. Wir nennen

sie lokal verträglich, wenn die IntervalleI und I + t in dieser Gleichung das Element0
enthalten müssen.

Bemerkungen. dist(J, ∂I) := inf { |s− t| | s ∈ J, t ∈ ∂I} meint den minimalen Abstand
der Punkte ausJ zu den Randpunkten vonI. Aus i) folgt die MonotonieAI ⊆ AJ für
I ⊆ J. Mit ii) legen wir fest, daß die Algebren zu unbeschränkten Intervallen durch solche
mit beschränkten erreichbar sind, daß sie also nicht ‘unnötig groß’ sind. Das hat auch
zur Folge, daß eine Filtrierung bereits durch die Algebren zu beschränkten Intervallen
bestimmt ist.
Die Abgeschlossenheit einer Filtrierungen folgt sofort aus∂I = ∂Ī, wenn sie stetig von
oben oder unten ist. Allerdings gilt die Umkehrung normalerweise nicht.
Den Begriff ‘Verträglichkeit mit einer Automorphismengruppe’ haben wir etwas strikter
gefaßt als z.B. in [Küm3], wo lediglichTsA[−s,t] = A[0,t+s] für alle t, s ≥ 0 verlangt wird.
Für−t ≤ r ≤ s folgt darausTrA[−s,t] = T−(s−r)A[0,t+s] = A[−s+r,t+r], also die Version der
lokalen Verträglichkeit in unserer Definition.
Handelt es sich nicht um die kanonische Filtrierung einer Automorphismengruppe, so kann
es durchaus erwünscht sein, daß nur diese lokale Version der Verträglichkeit erfüllt ist. Wir
kommen bei der Diskussion der Definition von Markov-Prozessen und Kozyklen (1.6.1
bzw. Seite 20) darauf noch einmal kurz zu sprechen. Im weiteren Verlauf wird aber nur die
globale Version der Verträglichkeit eine Rolle spielen.
Die folgenden Überlegungen machen überwiegend nur fürT = R einen Sinn. Die Stellen,
woT = Z ebenfalls möglich ist, heben wir nicht extra hervor.

Lemma. Die Filtrierung (AI)I eines Wahrscheinlichkeitsraumes(A, ψ) besitzt folgende
Eigenschaften:

i) (AI)I ist stetig von unten und daher auch abgeschlossen, wenn die Filtrierung mit
einer Automorphismengruppe verträglich ist. Darüberhinaus sind dann die Abbil-
dungent 7→ P(−∞,t] undt 7→ P[t,∞) punktweiseσ stop-stetig.

ii) (AI)I ist genau dann stetig von unten bzw. von oben, wenn die Familie der bedingten
Erwartungen(PI)I von unten bzw. von oben punktweiseσ stop-stetig ist, d.h., wenn
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für jede Folge(In)n∈N mit In ⊂ I bzw.In ⊃ I und0 < dist(In, ∂I) → 0 die Folge
(PIn)n∈N in der punktweisenσ stop-Topologie gegenPI konvergiert.

Beweis.Zu i): Die Filtrierung (AI)I sei mit der Automorphismengruppe(Tt)t∈R ⊂
Aut(A, ψ) verträglich.I sei ein Intervall mit nichtleerem Inneren. Dann können wir zwei
Teilintervalle J und K von I wählen, die folgende Eigenschaften besitzen:I = J ∪ K,
J + ε ⊂ I und K − ε ⊂ I für alle genügend kleinenε > 0. Ein x ∈ AJ liegt
dann wegenTε(x) ∈ AJ+ε ∈ {AL | L ⊂ I ,dist(L, ∂I) > 0} undx = w∗- limε↘0 Tε(x) in∨

{AL | L ⊂ I ,dist(L, ∂I) > 0}. Analog folgtAK ⊆
∨

{AL | L ⊂ I ,dist(L, ∂I) > 0}. Da-
mit gilt AI = AJ ∨ AK ⊆

∨
{AL | L ⊂ I ,dist(L, ∂I) > 0} ⊆ AI.

Die Stetigkeit vont 7→ P(−∞,t] erhalten wir aus der punktweisenσ stop-Stetigkeit vonTs
und der GleichungP(−∞,t+s] = Ts ◦ P(−∞,t] ◦ T−s f.a. s ∈ R.

Zu ii): Zunächst die Stetigkeit von unten:(In)n∈N sei eine gegenI monoton wachsen-
de Intervallfolge mit dist(In, ∂I) > 0. Für alleL ⊂ I mit dist(L, ∂I) > 0 gibt es also
ein nL ∈ N mit In ⊇ L für alle n ≥ nL. Ist die Filtrierung(AI)I stetig von unten, so
folgt AI =

∨
N

AIn . Die GNS-DarstellungenPIn konvergieren monoton wachsend gegen
einen ProjektorQ, der durch die GNS-DarstellungPI majorisiert wird. Für jedesx ∈ A

läßt sichPI(x) nach dem Satz von Kaplansky in derσ stop-Topologie durch eine Folge
(xk)k∈N ⊂

⋃
N

AIn approximieren. Also gilt:PIxΩ = PI(x)Ω = limkQxkΩ = QPIxΩ

f.a.x ∈ A, d.h.,PI = Q undPI(x) = ‖ ‖ψ- limn PIn(x) f.a.x ∈ A. Nun folgt die Stetigkeit
von unten für die bedingten Erwartungen aus der Tatsache, daß dieσ stop-Konvergenz auf
beschränkten Mengen zur‖ ‖ψ-Konvergenz äquivalent ist.
Die Umkehrung: (PI)I sei stetig von unten undx ∈ AJ. Für jede monoton ge-
gen J wachsende Folge(In)n∈N von Intervallen mit dist(In, ∂J) > 0 gilt x =

PJ(x) = σs- limn PIn(x), alsox ∈
∨

{AL | L ⊂ J ,dist(L, ∂J) > 0}. Wir erhaltenAJ ⊆∨
{AL | L ⊂ J ,dist(L, ∂J) > 0}. Die umgekehrte Inklusion ist klar.

Nun die Stetigkeit von oben:(PI)I sei in der punktweisenσ stop-Topologie von oben ste-
tig undx ∈

⋂
ε>0A[s−ε,t+ε] ⊇ A[s,t]. Dann giltx = σs- limε↘0 P[s−ε,t+ε](x) = P[s,t](x) ∈

A[s,t], alsoA[s,t] =
⋂
ε>0A[s−ε,t+ε]. Die Umkehrung: Für jede monotone Intervallfolge

(In)n∈N mit I =
⋂
n In konvergieren die GNS-DarstellungenPIn in der stop-Topologie

monoton gegen einen Projektor. Damit konvergiert(PIn(x))n∈N für jedesx ∈ A in der
ψ-Norm, und da diese Folge beschränkt ist, in derσ stop-Topologie gegen ein Grenz-
elementy, das offensichtlich inAI =

⋂
nAIn liegt. Aus y = PI

(
σs- limn PIn(x)

)
=

σs- limn PI ◦ PIn(x) = PI(x) folgt die Behauptung. �

Jeder stationäre stochastische Prozeß(A, ψ, Tt,A0) erzeugt also seine eigene abgeschlos-
sene, mit(Tt)t∈R verträgliche Filtrierung(AI)I :=

(∨
t∈I Tt(A0)

)
I
– diekanonische Filtrie-

rung zum Prozeß. Ist(ÃI)I eine Filtrierung, die mit der Automorphismengruppe(Tt)t∈R
des Prozesses verträglich ist undA0 = Ã{0} erfüllt, so sprechen wir auch von einer Fil-

trierung,die mit dem Prozeß verträglich ist. Die BedingungA0 = Ã{0} läßt sich immer

erfüllen, wenn man zum̃A{0}-wertigen Prozeß(A, Tt, ψ, Ã{0}) übergeht.
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Bemerkung. Haben wir einen Prozeß(A, Tt, ψ,A0) gegeben, dann bezeichnen wir (vor
allem in der Theorie der stochastischen Integration) auch eine Funktionx : R → A (oder
ihre Hilbertmodul-wertigen Fortsetzung, vgl. Kapitel 4) mit der Adaptiertheitseigenschaft
xt ∈ A(−∞,t] als Prozeß. Dahinter steckt das Bild einer Art ‘Koordinatendarstellung’ des
Ausgangsprozesses: Für jedesx ∈ A0 wird durchΦx : t 7→ Tt(x) eine solche adaptierte
Funktion bestimmt. Die Abbildungx 7→ Φx bezeichnen wir als den zu(A, Tt, ψ,A0)

gehörendenFluß aufA0. Handelt es sich beiA0 umMn, so genügt es, wenn der Fluß auf
einer Matrixeinheit bekannt ist (daher die Assoziation mit einer Koordinatendarstellung).
Eine adaptierte Funktion können wir als Verallgemeinerung vonΦx ansehen und so den
NamenProzeßfür sie in einem gewissen Umfang rechtfertigen.

1.4.4 Konstruktion verträglicher Filtrierungen. Wenn es um die Konstruktion verträg-
licher Filtrierungen geht, ist es mitunter hilfreich, von einem kleineren Satz von Unteral-
gebren ausgehen zu können, die eine solche Filtrierung bereits eindeutig festlegen.

Lemma. Eine minimale Filtrierung (AI)I, die mit einer Automorphismengruppe
(Tt)t∈R ⊂ Aut(A, ψ) verträglich ist, wird schon von UnteralgebrenAI zu endlichen In-
tervallenI ⊆ R+

0 , festgelegt, wenn diese folgende Eigenschaften besitzen:

i) A[0,t] = A[0,s] ∨A[s,t] für 0 ≤ s ≤ t.

ii) A =
∨
s≤0≤t Ts

(
A[0,t]

)
.

iii) Ts
(
A[0,t]

)
= A[s,t+s] für t, s ≥ 0.

iv) Die bedingte ErwartungPI auf
AI existiert.

Beweis.Für eine gegebene verträgliche Filtrierung(AI)I erfüllen die Algebren zu Inter-
vallenI ⊆ R+

0 die Eigenschaften i)-iv). Sie legen wegen

A[s,t] = Ts
(
A[0,t−s]

)
f.a. s ≤ t , (∗)

die Filtrierung bereits fest. Haben wir umgekehrt nur die Algebren zu Intervallen inR
+
0

zur Verfügung, versehen mit den oben aufgeführten Eigenschaften, so erheben wir(∗) zur
Definition und müssen zeigen, daß auf diese Weise eine mit(Tt)t≥0 verträgliche Filtrie-
rung erzeugt wird. Die Verträglichkeit ist aus(∗) direkt zu ersehen und die Minimalität
ergibt sich sofort aus ii). Die bedingten Erwartungen aufA[s,t] sind durchTs ◦P[0,t−s] ◦ T−s

gegeben. Wir zeigen zunächst i) von Definition 1.4.3: Fürr ≤ s ′ ≤ s ≤ t gilt

A[r,s] ∨ A[s ′,t] = Tr
(
A[0,s ′−r]

)
∨ Tr

(
A[s ′−r,s−r]

)
∨ Ts ′

(
A[0,t−s ′]

)
= Tr

(
A[0,s ′−r]

)
∨ Ts ′

(
A[0,s−s ′] ∨ A[0,t−s ′]

)
= Tr

(
A[0,s ′−r]

)
∨ Ts ′

(
A[0,t−s ′]

)
= Tr

(
A[0,s ′−r] ∨ Ts ′−r

(
A[0,t−s ′]

))
= Tr

(
A[0,s ′−r] ∨ A[s ′−r,t−r]

)
= A[r,t] .

Wir definierenA[s,∞) :=
∨
t≥0A[s,s+t] undA(−∞,t] :=

∨
s≥0A[t−s,t] und erfüllen damit ii)

von Definition 1.4.3. �

Wenn wir auf ii) verzichten, so erhalten wir immer noch eine verträgliche Filtrierung, die
aber nicht mehr minimal sein muß. Die besonderen Eigenschaften von Prozessen, die mit
Markov-Filtrierungen verträglich sind, behandeln wir in 1.6.1.
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1.4.5 Verallgemeinerte stochastische Prozesse.In der klassischen Wahrscheinlich-
keitstheorie ergibt sich bereits die Notwendigkeit, den Prozeßbegriff zu erweitern. Ein
typisches (und für uns das wichtigste) Beispiel ist der Prozeß des weißen Rauschens
([GeVi, Hid]). Wir kommen im Abschnitt 1.5 ausführlich darauf zu sprechen und geben
hier nur die Definition:

Definition. Ein verallgemeinerter stationärer stochastischer Prozeßist durch ein reversi-
bles W*-dynamisches System(A, ψ, Tt) und eine mit(Tt)t∈T verträgliche Filtrierung(AI)I
bestimmt. Wir schreiben dafür(A, ψ, Tt, (AI)I).

Der entscheidende Unterschied zur bisherigen Definition stationärer stochastischer Pro-
zesse besteht darin, daß die von(A, ψ, Tt,A0), A0 := A{0}, kanonisch erzeugte Filtrierung
i.allg. von (AI)I verschieden sein kann. Der Prozeß des weißen Rauschens, den wir im
nächsten Abschnitt einführen werden, hat für diese Definition Pate gestanden. Für ihn wird
Tt(A0) = A0 gelten, so daß die kanonische Filtrierung trivial sein wird.
Natürlich ist jeder stationäre stochastische Prozeß(A, ψ, Tt,A0) auch ein verallgemeiner-
ter Prozeß. Es ist klar, daß eine ‘diskrete Version’ eines verallgemeinerten stochastischen
Prozesses zu keiner neuen Definition führt: Wir erhalten einfach einen stationären stocha-
stischen Prozeß in diskreter Zeit mit seiner kanonischen Filtrierung(AI)I, wobei nunAI

durch
∨
n∈I T

n(A1) mit A1 := A{0} gegeben ist.

1.5 Weißes Rauschen

Die wichtigsten Beispiel für verallgemeinerte stochastische Prozesse sind weiße Rauschen.
Da es sich dabei um einen unserer zentralen Begriffe handelt, illustrieren wir ihn zunächst
mit einer Reihe von Beispielen, ehe wir die allgemeine Definition vorstellen und Folge-
rungen ziehen. In Abschnitt 1.5.9 untersuchen wir den Typ der von Neumann AlgebraA

des weißen Rauschens.

1.5.1 Klassisches (Gaußsches) weißes Rauschen.(Für eine ausführlichere Darstellung
sei auf [GeVi, Hid] verwiesen.) Der Wahrscheinlichkeitsraum des weißen Rauschens ist
(S ′, Σ, µ). Dabei istS ′ := S ′(R) der Raum der temperierten Distributionen, also der
Dualraum der reellwertigen, schnellfallenden FunktionenS := S (R). Der verallgemei-
nerte Prozeß des weißen Rauschens ist durch die FamilieX der Zufallsvariablen(Xf)f∈S

gegeben, die durchXf(x ′) := 〈f, x ′〉, x ′ ∈ S ′, definiert sind. Die Funktionenf ∈ S
übernehmen also die Rolle der Zeit bei klassischen Prozessen. Dahinter steckt das Bild,
daßXf aus einem Prozeß(Xt)t∈R durch Mittelung mit einer Funktionf entsteht, die um
einen bestimmten Zeitpunkt herum konzentriert ist:Xf =

∫
R
f(t)Xt dt. Diese Vorstellung

ist zwar mathematisch nicht haltbar, dennXt existiert nicht als klassischer Prozeß, aber sie
liefert immerhin die richtige Intuition für die Definition.
µ, die Verteilung vonX, ist durch das charakteristische FunktionalC(f) := e−1

2
‖f‖2 über

den Satz von Bochner-Minlos bestimmt:C(f) =
∫

S ′ ei〈f,x
′〉 dµ(x ′) =

∫
S ′ eiXf dµ. Aus

dieser Gleichung erhalten wir die Isometriebeziehung‖f‖2 = ‖Xf‖2µ :=
∫

S ′ |Xf|
2 dµ,
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die zu einer Einbettungjµ von L2(R) in L2(S ′, Σ, µ) ausgedehnt werden kann. Die
Zufallsvariablen

{
eiXf

∣∣ f ∈ S
}

liegen ‖ ‖2-total in L2(S ′, Σ, µ) und w*-total in C :=

L
∞

(S ′, Σ, µ). Die Zufallsvariablen lh
{

eiXf
∣∣ suppf ⊆ I

}
erzeugen für jedes Intervall

I ⊆ R eineσ-UnteralgebraΣI von Σ. Aus C(f + g) = C(f)C(g) für alle f, g ∈ S
mit disjunkten Trägern, erkennt man die Unabhängigkeit der zugehörigen Zufallsvaria-
blenXf undXg. D.h.,ΣI undΣJ sind unabhängig, sobald die IntervalleI und J disjunkt
sind. Das überträgt sich auf die Filtrierung(CI)I des Wahrscheinlichkeitsraumes(C, ψµ),
ψµ :=

∫
S ′ ·dµ, die durch die AlgebrenCI := L

∞
(S ′, ΣI, µ) gebildet wird. Schließlich

definiert der Rechtsshiftst auf L2(R) überSt(Xf) := Xst(f) , f ∈ S , eine Dynamik auf
(C, ψµ), die mit der Filtrierung(CI)I verträglich ist. Damit sind wir bei dem verallgemei-
nerten, stationären stochastischen Prozeß(C, St, ψµ, (CI)I) angekommen – dem Prozeß
des weißen Rauschens.
Die Wiener-Itô-Zerlegung vonL2(S ′, ΣI, µ) liefert eine unitäre Äquivalenz zwischen die-
sem Hilbertraum und dem symmetrischen FockraumF+(L2

R
(R)). Daraus ergibt sich auch

die unitäre Äquivalenz zwischenL
∞

(S ′, ΣI, µ) und der Fockdarstellung der Weylalge-
braW(L2

R
(R)) über dem reellen HilbertraumL2

R
(R) ([Hid]). Die Stetigkeit der Filtrierung

(CI)I von oben und von unten läßt sich mit den Methoden aus 1.5.3 zeigen.

1.5.2 Poissonsches weißes Rauschen.Wir gehen von einem Poisson-ProzeßX :=

(Xt)t≥0 der Intensitätλ > 0 und Sprunghöhe1 aus.Xt nimmt seine Werte also inN0
an und besitzt unabhängige stationäre Zuwächse mit der Verteilungµ(Xt − Xs = n) :=
λn(t−s)n

n!
e−λ(t−s), 0 ≤ s < t. Es ist bekannt, daßX eine Realisierung auf der Menge

Ω rechtsseitig stetiger Pfadeω : R → Z mit ω0 = 0 besitzt, für die zu jedem Zeit-
punkt der linksseitige Grenzwert existiert, die stückweise konstant sind und Sprünge der
Höhe 1 aufweisen.Xt(ω) = ωt ist daher zu jedem Zeitpunktt ≥ 0 die Anzahl der
Sprünge, die im Zeitintervall[0, t] erfolgten. Wir setzenX kanonisch zu negativen Zei-
ten fort:−X−t(ω) = −ω−t zählt die Sprünge während[−t, 0]. Auf den Zylindermengen
Ωn((s, t]) :=

{
Xt −Xs = n

}
aller Pfade, die genaun ∈ N0 Sprünge während des Zeitin-

tervalls(s, t], s < t ∈ R, besitzen, ist das Maßµ durchµ
(
Ωn((s, t])

)
:= (λ(t−s))n

n!
e−λ(t−s)

festgelegt und läßt sich auf die von diesen Mengen erzeugteσ-AlgebraΣ fortsetzen. Für
jedes IntervallI sei ΣI die von den MengenΩn((s, t]), (s, t] ⊆ I, n ∈ N0, erzeugte
σ-Algebra. Wegen der Unabhängigkeit der Zuwächse von(Xt)t∈R, sind ΣI und ΣJ für
disjunkte IntervalleI und J unabhängig. Durchsr : Ω → Ω; (sr(ω))t := ωt+r − ωr,
t, r ∈ R, wird eine Gruppe maßerhaltender Transformationen des GrundraumsΩ defi-
niert:µ

(
s−1r Ωn((s, t])

)
= µ

(
Ωn((s+ r, t+ r])

)
= µ

(
Ωn((s, t])

)
. Es gilts−1r ΣI = ΣI+r.

IstΠ die AlgebraL
∞

(Ω, Σ, µ), St durchStf := f ◦ st, f ∈ Π, die mit(St)t∈R verträgliche
Filtrierung (ΠI)I durch(L

∞
(Ω,ΣI, µ))I, sowie der Zustandπ durch das Maßµ definiert,

dann ist(Π,π, St, (ΠI)I) dasPoissonsche weiße Rauschen.
Die AlgebraΠ wird durch die Projektorenpn(s, t] := χΩn((s,t]), s ≤ t, erzeugt.X ist ein
L2-Prozeß mit Erwartungswertλ · t und Varianzλ · t. Offensichtlich giltXs+t = Xt+StXs
für alle t, s ∈ R, wobeiSt nun die kanonische Fortsetzung des Shifts von der Algebra
L
∞

(Ω,ΣI, µ) auf den GNS-HilbertraumL2(Ω,ΣI, µ) ist. Einen Prozeß mit dieser Eigen-
schaft bezeichnen wir alsadditiven Kozyklusbzgl.(St)t∈R (vgl. 1.9.1, 3.2.3).
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1.5.3 CCR weißes Rauschen überA0. Wir wählen die WeylalgebraW(L2(R)) über
L2(R) (bekanntlich durch unitäre Operatoren

{
W(f) | f ∈ L2(R)

}
erzeugt, die den sog.

Weyl-RelationenW(f)W(g) = eiIm 〈f |g〉W(f + g) genügen [BrRo2]) und gehen zum
schwachen AbschlußC der GNS-Darstellung bzgl. einem treuen, quasifreien, eichinva-
rianten Zustandϕ über, der durchϕ(W(f)) := e−λ

4
‖f‖2 , λ > 1, f ∈ L2(R), definiert wird.

(C, ϕ) ist ein nichtkommutativer Wahrscheinlichkeitsraum, den wir durch Tensorierung
mit einem weiteren Wahrscheinlichkeitsraum(A0, ψ0) (etwa(Mn, tr(ρ · )), 0 < ρ ≤ 1l,
tr(ρ) = 1) zu dem Wahrscheinlichkeitsraum(A, ψ,A0) :∼= (A0 ⊗ C, ψ0 ⊗ϕ,A0 ⊗ 1l) er-
weitern können. DurchP0(a⊗y) := ϕ(y)a⊗1l ist dietensor-bedingte ErwartungvonA

aufA0⊗1l erklärt. Für jedes IntervallI ⊆ R führen wir durchCI := {W(f) | supp(f) ⊆ I} ′′
(wir unterdrücken die GNS-Darstellung bzgl.ϕ in unserer Schreibweise) eine Familie von
W*-UnteralgebrenAI := A0 ⊗ CI ein, für die die bedingten ErwartungenPI durch

PI
(
a⊗W(f)

)
= e−λ

4
‖f·χIc ‖2a⊗W(f · χI) , f.a.a ∈ A0, f ∈ L2(R) , (1.3)

festgelegt sind. An dieser Gleichung können wir die Unabhängigkeit vonAI undAJ (über
A0) für disjunkte IntervalleI undJ sofort ablesen (vgl. Lemma 1.3.5):

PI ◦ PJ
(
a⊗W(f)

)
= e−λ

4
‖f·χJc ‖2PI

(
a⊗W(f · χJ)

)
= e−λ

4
(‖f·χJc ‖2+‖f·χJ·χIc ‖2)a⊗ 1l

= e−λ
4
‖f‖2a⊗ 1l = P0(a⊗W(f)) .

Die Unteralgebren(AI)I bilden, wovon man sich leicht überzeugt, eine Filtrierung. Durch
Zweitquantisierungdes Rechtsshiftsst auf L2(R) erhalten wir eine DynamikSt

(
a ⊗

W(f)
)

:= a⊗W(st(f)) auf(A, ψ), die offensichtlich mit der Filtrierung(AI)I verträglich
ist. Das System(A⊗ C, ψ0⊗ϕ, St, (A⊗ CI)I) bezeichnen wir alsCCR weißes Rauschen
überA0 . FürA0 = C · 1l sprechen wir vomCCR weißen Rauschen.
In [HKR] wird sog. squeezed white noisebehandelt. Es handelt sich dabei um CCR wei-
ßes Rauschen, das zu nicht-eichinvarianten Zuständen, densqueezed states, gehört. Unser
Beispiel ist ein Spezialfall dieser weißen Rauschen.

Zur Stetigkeit der Filtrierung(AI)I: Gleichung (1.3) für die bedingten ErwartungenP[s,t]

zeigt, daß dies- undt-Abhängigkeit nur über die Integralgrenzen desL2-Skalarproduktes
auftreten. D.h.,

(s, t) 7→ ∥∥P[s,t]

( n∑
i=1

ai ⊗W(fi)
)∥∥2

ψ
=

n∑
i,j=1

exp
(

− λ
4
(‖fi‖2 + ‖fj‖2)

)
·ψ0(a∗iaj)·

exp
(

− i Im 〈fi | fjχ[s,t]〉+ λ
2

Re〈fi | fjχ[s,t]〉
)

ist stetig. Aus‖P[s−ε,t+ε](x) − P[s,t](x)‖2ψ = ‖P[s−ε,t+ε](x)‖2ψ − ‖P[s,t](x)‖2ψ f.a.x ∈
A folgt für die Abbildung(s, t) 7→ P[s,t] die punktweiseσ stop-Stetigkeit von oben auf
der σ stop-dichten MengeA0 ⊗alg C und wegen der gleichmäßigen Beschränktheit von
(P[s,t])s<t auch auf der gesamten AlgebraA. Nach Lemma 1.4.3 ist die Filtrierung(AI)I
stetig von oben und von unten.
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1.5.4 Ein Bernoulli-Shift. Ein einfaches Beispiel für die diskrete Version eines weißen
Rauschens – einesverallgemeinerten Bernoulli-Shifts– läßt sich leicht folgendermaßen
konstruieren: Wir gehen von den Wahrscheinlichkeitsräumen(A0, ψ0), (C̃, ϕ̃) aus und
bilden das unendliche TensorproduktA1 := ⊗ZC̃ bzgl. ϕ := ⊗Zϕ̃. Der Tensorshift
s : ⊗ici 7→ ⊗ici−1 ist ein Automorphismus von(C, ϕ). Wir bilden (A, ψ) := (A0 ⊗
C, ψ0⊗ϕ). Die bedingte ErwartungP0 von(A, ψ) aufA0 ist durchP0(a0⊗c) := ϕ(c)a0,
a0 ∈ A0, c ∈ C, bestimmt (das ist die sogenanntetensorbedingte Erwartung). Mit der
FortsetzungS := id ⊗ s von s auf (A, ψ) definieren wir die Elemente einer Filtrierung
(AI)I, I ⊆ Z, durchAI :=

∨
n∈I S

n(A0 ⊗ C̃), wobei wirA1 := A0 ⊗ C̃ mit einer Teilal-
gebra vonA identifizieren (offensichtlich wird diese Algebra von der modularen Auto-
morphismengruppeσψ global invariant gelassen, so daß die bedingte ErwartungPI aufAI

existiert). Die Unabhängigkeit der AlgebrenAI undAJ für disjunkte IntervalleI undJ ist
nun leicht einzusehen. Durch(A, ψ, S,A1) haben wir einen verallgemeinerten Bernoulli-
Shift überA0 definiert. Für eine ganze Klasse wesentlich komplexerer Beispiele sei auf
[Rup] verwiesen.

1.5.5 Das CCR weiße Rauschen überA0 in Abschnitt 1.5.3 ist ein typisches Beispiel
eines Vertreters derjenigen Klasse verallgemeinerter stochastischer Prozesse, die wir als
(verallgemeinerte) weiße Rauschen bezeichnen werden. Die Verallgemeinerung, die wir
in unserer Definition gegenüber klassischen weißen Rauschen vornehmen wollen, können
wir an diesem Beispiel demonstrieren. Der wesentliche Unterschied (neben der Tatsache,
daß wir natürlich nichtkommutative Wahrscheinlichkeitsräume zulassen) besteht in einer
Abschwächung des Unabhängigkeitsbegriffs. Die klassische Unabhängigkeit zweier Un-
teralgebrenA1 undA2 eines Wahrscheinlichkeitsraumes(A, ψ) drückte sich in der Fakto-
risierung unter dem Zustand aus, alsoψ(x1x2) = ψ(x1)ψ(x2) f.a.x1 ∈ A1, x2 ∈ A2. Das
haben wir in dem Beispiel dahingehend abgeschwächt, daß wir nun nur noch die Faktori-
sierungP0(x1x2) = P0(x1)P0(x2) unter der bedingten ErwartungP0 auf die Anfangsalge-
braA0 fordern, also dieUnabhängigkeit überA0 (vgl. 1.3.4). In dem Beispiel ist das eine
natürliche Verallgemeinerung. Die klassische Version ist der Spezialfall, in demA0 durch
C und die bedingte ErwartungP0 dann durch den Zustandψ gegeben ist.

1.5.6 Definition. Verallgemeinertes weißes Rauschen (überA0) ist ein verallgemeiner-
ter stationärer stochastischer Prozeß(A, ψ, St, (AI)I) mit einer von Neumann Algebra
A0 ⊆ A und einer minimalen Filtrierung(AI)I, die folgende Unabhängigkeitseigenschaf-
ten besitzt:

i) St ◦ P0 = P0.

ii) AI undAJ sind für disjunkte IntervalleI undJ unabhängig überA0.

Dabei ist, wie üblich,P0 die bedingte Erwartung von(A, ψ) auf A0. Im Falle diskreter
ZeitZ sprechen wir von einemverallgemeinerten Bernoulli-Shift(A, ψ, S,A1) (überA0).

Klassisches und Poissonsches weißes Rauschen sind also kommutative, verallgemeinerte
weiße Rauschen überA0 = C · 1l. Unsere verallgemeinerten Bernoulli-Shifts stimmen mit
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denjenigenamalgamierten Bernoulli-Shiftsbei [Rup] überein, die als Markov-Dilatation
(siehe 1.6.1) des diskreten W*-dynamischen Systems(A1, ψ, P0) entstanden sind:P1 ◦
Sn ◦ P1 = P1 ◦ P{n} ◦ Sn = P0 ◦ Sn = P0.
(St)t∈R läßt den Wahrscheinlichkeitsraum(A0, ψ) punktweise invariant, stellt also keine
Wechselwirkung zwischen dem kleinen System(A0, ψ) und dem großen(A, ψ) her. Diese
werden wir erst beschreiben können, nachdem wir in Abschnitt 1.7 die multiplikativen
Kozyklen zum weißen Rauschen eingeführt haben. VonA0 aus gesehen istSt die freie
Dynamik des Umgebungssystems(A, ψ).
Da die Filtrierung(AI)I abgeschlossen ist (nächstes Lemma), dürfen sich die IntervalleI

undJ ⊆ R in ii) in Randpunkten berühren. Wir schreiben dafür kurz|I∩J| = 0 und meinen
damit, daß der Schnitt vonI und J eine Nullmenge ist. So sind also auchA[t,s] undA[s,r]

unabhängig.
Im folgenden werden wir den Zusatzverallgemeinertmeist weglassen und einfach von
demweißen Rauschen, oder demBernoulli-Shiftsprechen. Wir ziehen einige Folgerungen
aus unserer Definition.

1.5.7 Lemma. Die Filtrierung (AI)I des weißen Rauschens(A, ψ, St, (AI)I) besitzt fol-
gende Eigenschaften:

i) (AI)I ist abgeschlossen.

ii) Es gilt A{t} = A0 für alle t ∈ R undA0 ⊆ AI für alle IntervalleI ⊆ R.

iii)
⋂
t∈RA(−∞,t] =

⋂
t∈RA[t,∞) =

⋂
ε>0A[t−ε,t+ε] = A0.

Beweis. i) folgt aus Lemma 1.4.3 i). ii) erhalten wir aus der Abgeschlossenheit der
Filtrierung mit Hilfe von Lemma 1.3.5 ii) folgendermaßen:P{t} = P(−∞,t] ◦ P{t} =

P(−∞,t) ◦ P{t} = P0. A0 ⊆ AI ist bereits in der Definition der Unabhängigkeit zweier
von Neumann Algebren enthalten.
iii): Für x ∈

⋂
t∈RA(−∞,t] sei z := x − P0(x). Dann giltP0(yz) = P0(y)P0(z) = 0

f.a. y ∈
⋃
t∈RA[t,∞). Wegen der Minimalität der Filtrierung läßt sichz∗ in der σ stop-

Topologie durch solche Elementey approximieren. Dieσ stop-Stetigkeit vonP0 führt da-
her aufP0(z∗z) = 0. Wegen der Treuheit vonP0 bedeutet dasz = 0, d.h.,x = P0(x). Wei-
ter gilt aufgrund der punktweisenσ stop-Stetigkeit vons 7→ P(−∞,s] unds 7→ P[s,∞) (Lem-
ma 1.4.3):

⋂
ε>0A[t−ε,t+ε] ⊆

⋂
ε>0A(−∞,t+ε] ∩ ⋂ε>0A[t−ε,∞) = A(−∞,t] ∩ A[t,∞) = A0.

�

1.5.8 Lemma. Für ein weißes Rauschen(A, ψ, St, (AI)I) überA0 gilt für alle x ∈ A:

w∗- lim
|t|→∞St(x) = P0(x) .

Beweis.Fürx ∈ AI undy ∈ AJ gilt offensichtlich

lim
|t|→∞ψ

(
ySt(x)

)
= lim

|t|→∞ψ
(
P0(ySt(x)

)
= ψ

(
P0(y)P0(x)

)
= ψ

(
yP0(x)

)
,

wennI undJ beschränkt sind. Aus der Minimalität der Filtrierung kann man diese Identität
auf allex ∈ A und durch nochmalige Anwendung der Minimalitätseigenschaft auch auf
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alley ∈ A ausdehnen. Da die Funktionale{ψ(y ·) | y ∈ A} in A∗ ‖ ‖-dicht liegen, folgt die
Behauptung mit dem üblichenε/2-Argument aus der Beschränktheit von(St(x))t∈T. �

1.5.9 Der Typ des weißen Rauschens.Eine typische Methode, ein weißes Rauschen
überA0 zu konstruieren besteht darin, von einem weißen Rauschen(C, ψ, St, (CI)I) über
C · 1l auszugehen und es mitA0 zu tensorieren (vgl. z.B. 1.5.3). Von daher läßt sich für
ein weißes Rauschen jeder Typ erwarten – finit, semifinit und Typ III –, je nachdem, was
man als AnfangsalgebraA0 wählt. Wenn wir den ‘eigentlichen’ Typ des weißen Rauschens
untersuchen wollen, also den Anteil des Rauschens, der nicht durch den Typ vonA0 ‘ver-
fälscht’ wird, dann müssen wir die relative Kommutante vonA0 in A betrachten. Bei ihr
handelt es sich um ein weißes Rauschen über dem ZentrumZ(A0) vonA0, also über einer
finiten von Neumann Algebra.

Satz. Ist A0 ein Faktor, so ist die relative KommutanteA ′0 ∩ A eines weißen Rauschens
(A, ψ, St, (AI)I) überA0 entweder finit, oder vom Typ III.

Beweis.R := A ′0 ∩A sei die relative Kommutante vonA0 in A undz ∈ Z(R) die eindeu-
tig bestimmte zentrale Projektion, dieR in eine semifinite AlgebraR z und eine Algebra
R (1l − z) vom Typ III zerlegt. Daσψs undSt die AlgebraA0 global invariant lassen, wird
auchR von diesen Automorphismen global invariant gelassen. Wir können alsoσψs und
St als Elemente von Aut(R, ψ) auffassen. Da fürjedenAutomorphismusα ∈ Aut(R, ψ)

die Projektionα(z) wieder semifinit ist, mußα(z) ≤ z gelten (dennz ist die maxima-
le semifinite zentrale Projektion inR). Indem wirα durchα−1 ersetzen, erhalten wir die
umgekehrte Abschätzung, also schließlichα(z) = z. Insbesondere liegtz also auch in der
Fixpunktalgebra vonSt. Daraus können wir nach Lemma 1.5.8 aufz ∈ Z(A0) = C · 1l
schließen.
Ist z = 0, so gibt es nichts mehr zu zeigen. Wir können daher annehmen,R sei semi-
finit. Also ist die modulare Automorphismengruppeσψ inner, d.h., es gibt eine stop-
stetige unitäre Gruppe(us)s∈R ⊂ R mit der Eigenschaftσψs (x) = u∗sxus f.a. x ∈ R

([Ped], Proposition 8.14.13). DaSt mit σψs vertauscht, folgtSt(u∗s)xSt(us) = u∗sxus
für alle x ∈ R, t ∈ T, s ∈ R. Also liegt St(us)u

∗
s f.a. t ∈ T im ZentrumZ(R)

von R und nach Lemma 1.5.8 auch der w*-GrenzwertP0(us)u
∗
s = u∗sP0(us). Wegen

P0(us)a = P0(usa) = P0(aus) = aP0(us) f.a. a ∈ A0, liegt P0(us) in Z(A0), d.h., es
gilt P0(us) = ψ(us) · 1l. Da dieser Ausdruck für alles in einer genügend kleinen Nullum-
gebung nicht verschwindet (s 7→ us ist stop-stetig), mußus für dieses in Z(R) liegen, also
σψs = id gelten. Die Gruppeneigenschaft vonσψ zeigt dannσψs = id für alle s ∈ R. Also
istψ ein Spurzustand aufR ([Ped], Lemma 8.14.6) undR finit ([Ta1], Theorem V.2.4).�

1.6 Markov-Prozeß

Wir erinnern daran, daß eine Filtrierung(AI)I eines Wahrscheinlichkeitsraumes(A, ψ)

Markov-Filtrierung heißt, wenn für die bedingte ErwartungP(−∞,0] auf die Vergangenheit,
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die bedingte ErwartungP[0,∞) auf die Zukunft und die bedingte ErwartungP{0} auf die
Gegenwart die BeziehungP(−∞,0] ◦ P[0,∞) = P{0} gilt (vgl. Definition 1.4.3).

1.6.1 Definition. Ein stationärer stochastischer Prozeß(A, ψ, Tt,A0) heißt Markov-
Prozeß, wenn seine kanonische Filtrierung eine Markov-Filtrierung ist.

Die Markov-Eigenschaft ist für die kanonische Filtrierung äquivalent zuP[−s,0] ◦ P[0,t] =

P{0} f.a.−s ≤ 0 ≤ t ([Küm1]). Wir interpretieren das als das Fehlen eines ‘Gedächtnisses’
des Prozesses: Das Wissen über das Verhalten des Prozesses während der vergangenens

Sekunden, kodiert inP[−s,0], liefert nicht mehr Information über die nächstent Sekunden
(P[0,t]), als das Wissen zum Zeitpunkt0, das durchP{0} repräsentiert ist.

Ein Prozeß(A, ψ, Tt,A0), der mit einer Markov-Filtrierung(AI)I lokal verträglich ist, –
dessen Automorphismengruppe(Tt)t∈R also gemäß Definition 1.4.3 mit(AI)I lokal ver-
träglich ist – und für denA0 = A{0} gilt, ist ein Markov-Prozeß: Sind nämlich(P̃I)I die
bedingten Erwartungen der kanonischen und(PI)I die bedingten Erwartungen der Markov-
Filtrierung, so gilt für alle IntervalleI, die die0 enthalten, wegenTt(A0) ⊆ AI f.a. t ∈ I,
die InklusionÃI ⊆ AI. Daher folgtP̃[−s,0] ◦ P̃[0,t] = P̃[−s,0] ◦ P[−∞,0] ◦ P[0,∞] ◦ P̃[0,t] =

P̃[−s,0] ◦ P{0} ◦ P̃[0,t] = P̃[−s,0] ◦ P0 ◦ P̃[0,t] = P0 , für alles, t ≥ 0.

1.6.2 Markov-Dilatation. Durch einen Markov-Prozeß(A, ψ, Tt,A0) ist auf kanoni-
sche Weise das irreversible W*-dynamische System(A0, ψ, Rt) mit der Halbgruppe der
ÜbergangsoperatorenRt := P0 ◦ Tt ◦ j definiert. Weil es den Umgang mit der Markov-
Eigenschaft demonstriert, zeigen wir hier noch einmal die Halbgruppeneigenschaft von
(Rt)t≥0 ([Küm1]). Für allea ∈ A0 gilt (eingedenk unserer Vereinbarung, daßj lediglich
die identische Abbildung vonA0 nachA darstellt):

Rs+t(a) = P0 ◦ Ts ◦ Tt ◦ j(a) = P0 ◦ P[0,s] ◦ Ts ◦ Tt ◦ j(a)

= P0 ◦ Ts ◦ P[−s,0] ◦ P[0,t] ◦ Tt ◦ j(a) = P0 ◦ Ts ◦ P0 ◦ Tt ◦ j(a)

= Rs ◦ Rt(a) .

Ein Prozeß mit dieser Eigenschaft wird auch alsDilatation (hier alsMarkov-Dilatation)
des irreversiblen W*-dynamischen Systems(A0, ψ, Rt) bezeichnet (im Sinne von
[Küm1]). Die Dilatationseigenschaft läßt sich übersichtlich durch folgendes, für allet ≥ 0
kommutierende Diagramm darstellen:

(A, ψ)
Tt- (A, ψ)

j
6

?
P0

(A0, ψ)
Rt
- (A0, ψ)

Rt vertauscht mit der modularen Gruppeσψ (dennTt, P0 und j tun es), besitzt also eine
ψ-AdjungierteR∗t (siehe A.1.2). Man sieht leicht, daß diese durchP0 ◦ T−t ◦ j gegeben ist.
(A0, ψ, R

∗
t) ist also das irreversible System, das zur Vergangenheit des Prozesses gehört.
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1.7 Multiplikative Kozyklen als Kopplungen

Multiplikative Kozyklen stellen im Rahmen dieser Arbeit die Verbindung zwischen einem
weißen Rauschen und einem Markov-Prozeß her. Wir zeigen dies zunächst an dem allge-
meinen Kozyklus-Begriff und befassen uns anschließend mit unitären Kozyklen.

1.7.1 Definition. Ein multiplikativer (Links-)Kozyklus bzgl. dem weißem Rauschen
(A, ψ, St, (AI)I) ist eine punktweise w*-stetige Familieα := (αt)t≥0 ⊂ Aut(A, ψ) mit
folgenden Eigenschaften: Für alles, t ≥ 0 gilt

i) αs+t = αt ◦ St ◦ αs ◦ S−t, (Kozykleneigenschaft)

ii) αs
(
A[0,s+t]

)
= A[0,s+t]. (Adaptiertheit)

Aus i) folgt für t = 0: α0 = α0 ◦ α0, alsoα0 = id. Der Kozyklusα ist sogar punktwei-
seσ stop-stetig. Das liegt daran, daß die punktweise w*-Konvergenz auf Aut(A, ψ) zur
punktweisenσ stop-Konvergenz äquivalent ist: Aus der Automorphismeneigenschaft er-
gibt sich nämlich sofort die‖ ‖ψ-Konvergenz, die auf beschränkten Mengen mit derσ stop-
Konvergenz übereinstimmt.
Die Bedingung i) ist äquivalent zur Forderung, daß durch

Tt := αt ◦ St (1.4)

für t ≥ 0 eine Halbgruppe aus Aut(A, ψ) definiert wird (beachte, daß aus i) bereits
α0 = id folgt). Diese kann durchT−t := α−t ◦ S−t, mit α−t := S−t ◦ α−1

t ◦ St, ka-
nonisch zu einer Gruppe fortgesetzt werden und liefert einen stationären stochastischen
Prozeß(A, ψ, Tt,A0) mit Werten inA0.
Bedingung ii) ist äquivalent dazu, daß die Automorphismengruppe(Tt)t∈R mit der Filtrie-
rung(AI)I lokal verträglich ist (vgl. Definition 1.4.3 und die daran anschließenden Bemer-
kungen): Ist ii) erfüllt, so folgt nämlichTsA[−s,t] = αsSsA[−s,t] = αsA[0,s+t] = A[0,s+t].
Umgekehrt erhalten wir ausTsA[−s,t] = A[0,s+t]: αsA[0,s+t] = αsSsA[−s,t] = A[0,s+t]. Tat-
sächlich dürfen wir normalerweise auch keine ‘globale’ Verträglichkeit zwischen(Tt)t∈R
und(AI)I erwarten, wie sie etwa zwischen(AI)I und dem Shift(St)t∈R des weißen Rau-
schens (laut Definition) besteht:St(AI) = AI+t für alle IntervalleI ⊆ R undt ∈ R.

Die Unabhängigkeitseigenschaft des weißen Rauschens und die Adaptiertheit vonα sind
dafür verantwortlich, daß es sich bei dem über (1.4) definierten Prozeß(A, ψ, Tt,A0) so-
gar um einen Markov-Prozeß handelt. WegenTt

(
A0

)
= αt

(
A0

)
⊆ A[0,t] undT−t

(
A0

)
=

S−t ◦ α−1
t

(
A0

)
⊆ S−t

(
A[0,t]

)
= A[−t,0] liegen nämlich die AlgebreñA(−∞,0] und Ã[0,∞)

seiner kanonischen Filtrierung inA(−∞,0] bzw.A[0,∞). Für die zugehörigen bedingten Er-
wartungeñP[0,∞) undP̃(−∞,0] können wir die Markov-Eigenschaft nun leicht folgenderma-
ßen einsehen:

P̃(−∞,0] ◦ P̃[0,∞) = P̃(−∞,0] ◦ P(−∞,0] ◦ P[0,∞) ◦ P̃[0,∞) = P̃(−∞,0] ◦ P0 ◦ P̃[0,∞) = P0 .

Wir wissen bereits (vgl. 1.6.1), daß ein solcher Prozeß eine Markov-Dilatation des irrever-
siblen W*-dynamischen Systems(A0, ψ, Rt), Rt := P0 ◦ Tt ◦ j, darstellt. Sehen wir uns
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noch einmal die Schritte an, die zu dieser Dilatation führten:
(A, ψ, St, (AI)I) ist ein Umgebungssystem von(A0, ψ). DaSt die AlgebraA0 element-
weise invariant läßt, besteht zunächst keine Wechselwirkung zwischen dem Wahrschein-
lichkeitsraum(A0, ψ) und dem weißen Rauschen. Wir nennen deshalb(St)t∈R auchfreie
Dynamikdes Systems(A, ψ). α stellt nun eine Wechselwirkung zwischen den beiden
Systemen her: Der Kozyklusα koppelt(A0, ψ) an(A, ψ, St, (AI)I). Die so erhaltene Di-
latation(A, ψ, Tt,A0) von (A0, ψ, Rt) bezeichnen wir daher alsMarkovsche Kopplungs-
dilatationund den Kozyklusα oft auch alsKopplung(vgl. auch [Küm3]).

Diese Zusammenhänge stellen den allgemeinen Rahmen dieser Arbeit dar. Deshalb for-
mulieren wir sie noch einmal in folgendem Satz:

1.7.2 Satz.Durch einen multiplikativen Kozyklusα bzgl. einem verallgemeinerten wei-
ßen Rauschen(A, ψ, St, (AI)I) über A0 wird durch Tt := αt ◦ St ein Markov-Prozeß
(A, ψ, Tt,A0) mit Werten inA0 bestimmt.

1.7.3 Unitäre Kozyklen.

Definition. Ein unitärer (Links-)Kozyklusbzgl. weißem Rauschen(A, ψ, St, (AI)I) ist ei-
ne w*-stetige Familieu := (ut)t≥0 ⊂ A unitärer Operatoren, die für alles, t ≥ 0 folgen-
den Eigenschaften besitzen:

i) us+t = St(us)ut, (Kozykleneigenschaft)

ii) ut ∈ A[0,t]. (Adaptiertheit)

Wir stellen die wichtigsten Eigenschaften unitärer Kozyklen zusammen: Aus i) erhalten
wir für t = 0: u0 = u20, alsou0 = 1l. Wie für den Fall multiplikativer Kozyklen können
wir die Kozyklengleichung zu negativen Zeiten w*-stetig fortsetzen:u−t := S−t(u

∗
t), t ≥

0. Die zugehörigen Automorphismenαt := Adut erfüllen dann die Kozyklengleichung
1.7.1, i) für allet ∈ R. Da aus der w*-Stetigkeit der unitären Familie auch dieσ stop-
Stetigkeit folgt, istt 7→ αt punktweise w*-stetig. Um das einzusehen, brauchen wir nur
die ‖ ‖ψ-Stetigkeit vonu zu zeigen. Unter Verwendung der Kozykleneigenschaftus+t =

St(us)ut erhalten wir

‖ut+s − ut‖2ψ = 2Reψ
(
u∗tSt(1l − us)ut

)
= 2Reψ

(
S−t(u

∗
t)(1l − us)S−t(ut)

)
.

Die rechte Seite verschwindet offensichtlich fürs → 0. Diese Rechnung zeigt auch, daß
es genügt, ähnlich wie bei unitären Gruppen, die Stetigkeit vonu nur für t = 0 zu prüfen,
um sie für allet ∈ R zu gewährleisten. Aus der Adaptiertheit von(ut)t∈R folgt die von
(αt)t∈R, d.h., die Automorphismenαt erfüllen alle Forderungen von Definition 1.7.1, bis
auf die Invarianz des Zustandesψ. Für diese letzte Eigenschaft ist notwendig und hin-
reichend, daßut im ZentralisatorAψ der modularen Gruppeσψ liegt. In den folgenden
Überlegungen gehen wir davon aus. Damit bestimmt der unitäre Kozyklus also einen mul-
tiplikativen Kozyklusα := (αt)t∈R gemäß Definition 1.7.1.
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1.7.4 Die Halbgruppeneigenschaft vont 7→ P0 ◦αt ◦ j hat ein Gegenstück int 7→ P0(ut):
Die Kozyklengleichung und die Adaptiertheit ergibtSt(us) ∈ A[t,t+s] und

P0(ut+s) = P0(St(us)ut) = P0(us)P0(ut) .

Mit der σ stop-Stetigkeit vont 7→ P0(ut) erhalten wir durchAt := eKt := P0(ut) eine
stark stetige Kontraktionshalbgruppe mit dem GeneratorK. P0(u−t) bildet die adjungierte
Halbgruppe(A∗t)t≥0.
Wir werden uns in dieser Arbeit nur mit‖ ‖-stetigen Halbgruppen(At)t≥0 beschäftigen.
Das bedeutet, daßK zur AlgebraA0, (bzw. Aψ

0 , wennψ ◦ αt = ψ gelten soll) gehört,
während im allgemeinen FallK nur zuA0 (bzw.Aψ

0 ) affiliiert ist. Die folgende Abschät-
zung zeigt, daß aus der‖ ‖-Stetigkeit vont 7→ At auch die vont 7→ Rt folgt, daß also
insbesondere der Generator vonRt beschränkt ist. Für allea ∈ A0 gilt

Rt(a) − a = P0
(
(u∗t − 1l)a (ut − 1l)

)
+ a(At − 1l) + (A∗t − 1l)a

und für positivea ∈ A0

P0
(
(u∗t − 1l)a (ut − 1l)

)
≤ ‖a‖

(
1l −At + 1l −A∗t

)
.

Daraus läßt sich nun leicht auf die‖ ‖-Stetigkeit der Halbgruppe schließen.

Bemerkung. Wir haben den Begriff Kozyklus nur in der Situation kontinuierlicher Zeit
eingeführt, da hier unsere Hauptanwendung liegt. Natürlich gibt es auch eine diskrete Ver-
sion dieser Begriffsbildung. Wir benötigen sie im Rahmen von Kopplungen an Poisson-
Prozesse (s.u.) und in Kapitel 6. Da die nötigen Modifikationen offensichtlich sind, ver-
zichten wir auf eine explizite Ausführung (vgl. hierzu auch [Küm3]).

1.8 Beispiel einer Kopplung

Die übersichtliche und gut interpretierbare Struktur der Pfade eines Poisson-Prozesses
nutzen wir, um ein Beispiel für eine Kopplung zu geben, deren Wirkungsweise den Be-
griff Kopplungsehr schön illustriert. Bei dieser Gelegenheit werden wir auch ein weißes
Rauschen kennenlernen, das durch Kopplung eines Bernoulli-Shifts an den klassischen
Poisson-Prozeß entsteht. Wir folgen in unserer Darstellung den Ideen aus [Küm5]. Es sei
aber angemerkt, daß wir hier eine leichte Verallgemeinerung gegenüber dieser Arbeit vor-
genommen haben: Wir betrachten weiße Rauschen über einer AnfangsalgebraA0, die von
C · 1l verschieden sein darf. Tatsächlich ist diese Verallgemeinerung aber so geringfügig,
daß alle Konstruktionsideen und Beweise aus [Küm5] in kanonischer Weise übertragbar
sind. Insbesondere die dortigen Beweise müssen hier nicht noch einmal vorgeführt werden.
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1.8.1 Die Kopplung. Wir gehen von einem reversiblen W*-dynamischen System
(B, χ, T) aus und konstruieren für das kontinuierliche, aber irreversible System
(B, χ, Rt := et(T−id)) eine Markovsche Kopplungsdilatation(A, ψ, Tt, (AI)I) gemäß
Satz 1.7.2:
(Π,π, S̃t, (ΠI)I) sei das klassische Poissonsche weiße Rauschen der Intensitätλ = 1 (vgl.
1.5.2). Wir wählenA := B ⊗ Π undψ := χ ⊗ π. Q := id ⊗ π ist die tensor-bedingte
Erwartung von(A, ψ) auf B: Q(b ⊗ f) := π(f)b f.a.b ∈ B, f ∈ Π = L

∞
(Ω,Σ, µ). Die

Kopplungα̃ := (α̃t)t≥0 an das klassische Poissonsche weiße Rauschen ist durch

α̃t(x) :=

∞∑
n=0

(1l⊗ pn(0, t]) · (Tn ⊗ id)(x) , x ∈ A , (1.5)

gegeben.(A, ψ, T̃t, (AI)I) ergibt mit T̃t := α̃t ◦ (id ⊗ S̃t) eine Markovsche Kopplungs-
dilatation an das klassische Poissonsche weiße Rauschen.(AI)I ist dabei die kanonische
Filtrierung, die durch(T̃t)t∈R undB erzeugt wird.

Wir betrachten die Kopplung̃α etwas genauer: Gemäß unseren allgemeinen Vorausset-
zungen besitztB einen separablen Prädual. Daher kannA kanonisch mitL

∞
(Ω,Σ, µ;B),

dem Raum aller beschränkten, w*-µ-meßbaren undB-wertigen Funktionen, identifiziert
werden ([Sak], Theorem 1.22.13). Das erlaubt es uns, fürµ-fast alleω ∈ Ω den Ausdruck
α̃t(b⊗ f)(ω), b ∈ B, f ∈ L∞(Ω,Σ, µ), auszuwerten:

α̃t(b⊗ f)(ω) =

∞∑
n=0

Tn(b)pn(0, t](ω) f(ω) =

∞∑
n=0

Tn(b)χ{Xt=n}(ω) f(ω)

= TXt(ω)
(
x⊗ f

)
(ω) ,

also α̃t(x)(ω) = TXt(ω)
(
x(ω)

)
, f.a. x ∈ A und α̃t(b)(ω) = TXt(ω)(b), f.a. b ∈ B.

Daraus können wir folgende Wirkungsweise der Kopplungα ablesen: Der klassische
Poisson-ProzeßX ‘triggert’ den AutomorphismusT . D.h., jeder ‘Klick’ des Prozesses (also
jeder Sprung im Pfadω), löst die Wirkung des AutomorphismusT aus. Die HalbgruppeR
ergibt sich dann durch Mittelung bzgl. der Poisson-Verteilung über diese Wirkungen:

Rt(b) = Q ◦ Tt(b) =

∞∑
n=0

Tn(b)π(pn(0, t]) =

∞∑
n=0

Tn(b) t
n

n!
e−t = et(T−id)(b) .

1.8.2 Verallgemeinertes Poissonsches weißes Rauschen.Wir koppeln, wie oben be-
schrieben, einen verallgemeinerten Bernoulli-Shift(B, χ, S,B1) überA0, an das klassische
Poissonsche weiße Rauschen. Wir erhalten(P, ψ, St, (PI)I) mit P := B⊗ Π, ψ := χ⊗ π
und, unter Verwendung von Gleichung (1.5),

St :=

∞∑
n=0

(1l⊗ pn(0, t]) · (Sn ⊗ S̃t) . (1.6)

Die Filtrierung (PI)I dieses Prozesses bestimmt sich aus den Filtrierungen(B[0,n))n∈Z+

und(PI)I des Bernoulli-Shifts bzw. des Poissonschen weißen Rauschens durch die Alge-
brenP[0,t] =

{
x ∈ P | x =

∑∞
n=0 xn, xn ∈ B[0,n) ⊗ pn(0, t]Π[0,t]

}
, t ≥ 0, B[0,0) := A0
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und dem Shift(St)t∈R, gemäß Lemma 1.4.4. Bei diesem Prozeß handelt es sich um ein
verallgemeinertes weißes Rauschen überA0, das wir alsverallgemeinertes Poissonsches
weißes Rauschenbezeichnen. Mit der bedingten ErwartungQ0 von (B, χ) auf A0 ist die
bedingte ErwartungP0 vonP aufA0 durchQ0 ◦Q gegeben.

Ist das W*-dynamische System(B, χ, T) des vorigen Abschnitts selbst eine (diskrete)
Markovsche Kopplungsdilatation, d.h., giltTn = αn ◦ Sn mit einer Kopplung(αn)n∈Z an
einen verallgemeinerten Bernoulli-Shift(B, χ, S,B1), so läßt sich die Markovsche Kopp-
lungsdilatation(A, ψ, Tt, (AI)I) auch als Kopplung an das verallgemeinerte Poissonsche
weiße Rauschen auffassen: Aufgrund der Orthogonalität der Projektorenpn(0, t] für ver-
schiedenen ∈ N0, läßt sichTt = α̃t ◦ S̃t auch alsTt = αt ◦ St schreiben. Dabei ist

αt :=

∞∑
n=0

(1l⊗ pn(0, t]) · (αn ⊗ id)

ein multiplikativer Kozyklus bzgl. dem verallgemeinerten Poissonschen weißen Rauschen.
Ist αn sogar inner,αn = Adun, dann ist auchαt = Adut inner, mit dem unitären Ko-
zyklusut =

∑∞
n=0 un ⊗ pn(0, t]. In Abschnitt 6.1 werden wir solchen Kozyklen wieder

begegnen.

1.9 Ein wegweisendes Beispiel

Nachdem wir gesehen haben, daß multiplikative Kozyklen bzgl. weißem Rauschen zu
Markov-Prozessen führen, stellt sich natürlich die Frage, wie wir solche Kozyklen ge-
winnen können. Die Idee zur Vorgehensweise läßt sich wieder über die klassische Wahr-
scheinlichkeitstheorie motivieren. Wie wir sehen werden, lassen sich unitäre Kozyklen in
der klassischen Theorie als Lösungen bestimmter stochastischer Differentialgleichungen
gewinnen (Abschnitt 1.9.2). Da eine stochastische Differentialgleichung eigentlich über ei-
ne stochastische Integralgleichung definiert ist, müssen wir die Theorie der stochastischen
Integration in die nichtkommutative Wahrscheinlichkeitstheorie übertragen, um auch hier
stochastische Differentialgleichungen definieren zu können.

Wir werden in diesem Abschnitt für einen sehr einfachen unitären Kozyklus die stochasti-
sche Differentialgleichung angeben, und uns überlegen, welche mathematischen Struktu-
ren für eine nichtkommutative Verallgemeinerung herangezogen werden müssen. Diesen
Abschnitt können wir also als Wegweiser durch die folgenden Kapitel benutzen.

1.9.1 Das klassische Itô-Integral.Der Zugang zu stochastischen Differentialgleichun-
gen verläuft über stochastische Integralgleichungen, erfordert also zunächst die Konstruk-
tion eines stochastischen Integrals. Im Gegensatz zu gewöhnlichen (Stieltjes-)Integralen
wird für das Inkrement ein stochastischer Prozeß zugelassen. Beim sog.Itô-Integral,
für das wir uns hier interessieren, handelt es sich dabei um den sog. Brownschen Be-
wegungsprozeß (oder einfach um dieBrownsche Bewegung), der durch eine Familie
B := (Bt)t≥0 Gaußscher Zufallsvariablen aus dem GNS-HilbertraumL2(S ′, Σ, µ) des
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klassischen weißen Rauschens(L
∞

(S ′, Σ, µ), ψµ, St, (L
∞

(S ′, ΣI, µ))I) (vgl. 1.5.1) ge-
bildet wird, die folgende Eigenschaften besitzt:Bt ∈ L2(S ′, Σ[0,t], µ), d.h., der Prozeß
ist adaptiert, 〈1l |Bt〉µ :=

∫
S ′ Bt dµ = 0, d.h., er ist zentriertund schließlich genügt

er der sog.additiven Kozyklengleichungbzgl. dem weißen Rauschen:Bt+s = Bt + StBs
f.a. s, t ≥ 0. Eine Realisierung der Brownsche Bewegung ist mit der Einbettungjµ von
L2(R) in L2(S ′, Σ, µ) aus Abschnitt 1.5.1 durchBt := jµ(χ[0,t]) gegeben. Durch sie
erhalten wir eine gute Vorstellung vom Mechanismus der Kozykleneigenschaft. Sie be-
deutet letztlich einfach das Aneinandersetzen von aufeinanderfolgenden Zeitintervallen:
jµ(χ[0,t+s]) = jµ(χ[0,t]) + jµ(χ[t,t+s]) = jµ(χ[0,t]) + Stjµ(χ[0,s]). Wir sehen, daß die Inkre-
menteBt+s − Bt für disjunkte Zeitintervalle[t, t + s] und [t ′, t ′ + s ′] unabhängig und,
wegen der Zentriertheit, auch orthogonal sind. Damit ist eine der wichtigsten Folgerun-
gen aus der Kozyklengleichung leicht nachzurechnen:‖Bt+s‖2µ = ‖Bt‖2µ + ‖Bs‖2µ. Diese
Funktionalgleichung hat wegen derL2-Stetigkeit vont 7→ Bt (die wir später in einem
allgemeineren Rahmen zeigen werden), die Lösung‖Bt‖2µ = λt (mit einem geeigneten
λ > 0, das für die klassische Brownsche Bewegung aber1 ist).
Nun können wir das Itô-Integral für einfache, adaptierte ProzesseX = (Xt)t≥0 ⊂
L2(S ′, Σ, µ) als Integranden definieren. Es handelt sich dabei um Funktionen der Form
t 7→ Xt :=

∑
i χ[ti−1,ti)(t)Xi ∈ L2(S ′, Σ[0,t], µ) (d.h.Xi ∈ L2(S ′, Σ[0,ti], µ)), die zu

Zerlegungen vonR+ in disjunkte Intervalle[ti, ti+1) ⊂ R+ gehören. Das Itô-Integral für
diesen Integranden definieren wir nun folgendermaßen:∫ t

0

Xs dBs :=
∑
i

Xi
(
Bti+1 − Bti

)
.

Aus der Unabhängigkeit des Integranden und des Inkrements folgt erstens, daß das Integral
wieder inL2(S ′, Σ, µ) liegt und zweitens, daß die Isometriebeziehung∥∥∥∥∫ t

0

Xs dBs

∥∥∥∥2
µ

=

∫ t
0

‖Xs‖2µ ds ,

gilt. Diese erlaubt eine Fortsetzung des Integrals auf größere Prozeßklassen für die Inte-
granden(Xt)t≥0.

Betrachten wir nocheinmal die Schritte, die zu diesem Integral geführt haben, so stellen wir
fest, daß nur die ‘Adaptiertheit’, die ‘Zentriertheit’ (die nicht unbedingt gebraucht wird)
und die Kozykleneigenschaft nötig sind, um diese Konstruktion durchzuführen. Einen Pro-
zeß mit diesen drei Eigenschaften bezeichnen wir alszentrierten additiven Kozyklus zum
weißen Rauschen. Das Standardbeispiel dafür ist die Brownsche BewegungB. Aber auch
der Poisson-ProzeßX, der uns in 1.5.2 begegnet ist, stellt einen (allerdings nichtzentrierten)
additiven Kozyklus dar. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden wir uns hauptsächlich
für nichtkommutative Versionen additiver Kozyklen interessieren (Kapitel 3).

1.9.2 Ein einfacher unitärer Kozyklus. Aus der Brownsche Bewegung bilden wir den
unitären Kozyklusut := eiλBt , λ > 0, der folgender stochastischen Integralgleichung
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genügt (vgl. z.B. [Øks])):

ut = 1l + λ
∫ t
0

us dBs − λ2

2

∫ t
0

us ds , (1.7)

für die wir auch die symbolische Schreibweise einerstochastischen Differentialgleichung

dut = λut dBt − λ2

2
ut dt , u0 = 1l , (1.8)

verwenden werden. Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz, der auch fürstochastischeDiffe-
rentialgleichungen gilt, erlaubt es uns, folgende einfache Beobachtung festzuhalten: Dem
additiven Kozyklus(Bt)t≥0 kann über die Lösung der stochastischen Differentialgleichung
(1.8) eindeutig ein unitärer Kozyklus(ut)t≥0 zugeordnet werden. Von entscheidender Be-
deutung ist es, daß auch eine Umkehrung dieses Zusammenhangs gilt: Zu einem unitären
Kozyklus (ut)t≥0 bzgl. einem weißen Rauschen gibt es genau einen additiven Kozyklus
(Bt)t≥0, so daß(ut)t≥0 die Lösung der mit ihm gebildeten stochastischen Differentialglei-
chung (1.8) ist. Die Idee zur Konstruktion vonBt beruht auf folgender Beobachtung an
ut = eiλBt : In derL2-Topologie gilt für0 < δ� 1

uδ − e−λ
2

2
δ · 1l ≈ iλBδ .

Wenn wir die Unabhängigkeitseigenschaften vonBt berücksichtigen, sollte

Sn(t) :=

2n−1∑
i=0

[
Siδn(uδn) − e−λ

2

2
δn · 1l

]
, δn := t · 2−n , (1.9)

gegeniλBt konvergieren (beachte aber auch die Ausführungen in 3.3.3). Das ist bei diesem
Beispiel einfach nachzurechnen. Wir werden das als Illustration der allgemeinen Konstruk-
tion 3.2 in 3.3.2 tun.

Dieses Programm, daß wir hier an einem einfachen Beispiel vorgestellt haben, wurde das
erste mal von J. Prin für die GNS-Darstellung eines verallgemeinerten weißen Rauschens
überA0 = C · 1l durchgeführt ([Pri]).

1.9.3 Ausblick. Beim klassischen weißen Rauschen ist die Unabhängigkeitsstruktur in
der Faktorisierungψ(f · g) = ψ(f) · ψ(g) unabhängiger Elementef, g ∈ L∞(S ′, Σ, µ)

kodiert. Sie ist im wesentlichen für die Konvergenz der Folge (1.9) verantwortlich. Beim
verallgemeinerten weißen Rauschen(A, ψ, St, (AI)I) übernimmtP0 die Rolle vonψ,
denn unabhängige Elemente faktorisieren unterP0, aber i.allg. nicht mehr unterψ (wie
etwa im Beispiel 1.5.3). Der GrenzwertBt dieser Folge lag nicht mehr in der Algebra
L
∞

(S ′, Σ, µ), sondern im GNS-HilbertraumL2(S ′, Σ, µ) vonψ. Die nichtkommutative
Verallgemeinerung erfordert also eine ‘GNS-Darstellung’ vonP0, d.h.,A ist mit demA0-
wertigen inneren ProduktA × A 3 (x, y) 7→ P0(x

∗y) zu versehen und in der induzierten
Norm ‖P0(x∗x)‖

1
2 abzuschließen. Das mathematische Objekt, das auf diese Weise ent-

steht, ist ein Hilbert-C*-Modul. Wir werden das nächste Kapitel dazu verwenden, Hilbert-
C*-Moduln einzuführen und – da das innere Produkt seine Werte in der W*-Algebra
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A0 annimmt – deren Erweiterung zu Hilbert-W*-Moduln vorzunehmen. Das Hilbert-W*-
Modul zuP0 bezeichnen wir, in Anlehnung an die SchreibweiseL2(A, ψ) für den GNS-
Hilbertraum vonψ, mit L2(A, P0).
Da additive Kozyklen nun inL2(A, P0) liegen werden, wird sich auch die Konstruktion
stochastischer Integrale in diesem Raum abspielen müssen. Aussichtsreich kann das nur
sein, wenn es uns gelingt, inL2(A, P0) ein Produkt zwischen unabhängigen Elementen
zu definieren, um das Produkt zwischen Integrand und Inkrement der klassischen Theorie
nachzubilden. Wir werden in Abschnitt 2.4 sehen, daß die Unabhängigkeitsstruktur des
verallgemeinerten weißen Rauschens dafür ausreichend ist.





2. Hilbertmoduln

2.1 Hilbert-C*-Moduln

In diesem Abschnitt wird der Begriff des Hilbert-C*-Moduls (im folgenden auch kurz
als Hilbertmodul bezeichnet) definiert und seine wichtigsten Eigenschaften angeführt. Wir
können uns dabei auf die wesentlichen Fakten beschränken, da es zu diesem Gebiet inzwi-
schen gute Zusammenfassungen gibt (vgl. [Lan, Sch]). Auf die kanonische Realisierung
eines Hilbertmoduls in den beschränkten Operatoren über einem geeigneten Hilbertraum
soll dagegen etwas ausführlicher eingegangen werden, denn sie bildet den Ausgangspunkt
für unsere Definition von Hilbert-W*-Moduln. Verwandte Überlegungen zu diesem Thema
findet man in [Pas, Fra, Sch, Ske].

2.1.1 Definition. Ein Prä-Hilbert-C*-Modul E über einer C*-AlgebraA ist ein A-
Rechtsmodul, versehen mit einemA-wertigen inneren Produkt

〈· | ·〉E : E× E→ A ; (x, y) 7→ 〈x |y〉E ,

mit folgenden Eigenschaften:

i) 〈x |αy+ βz〉E = α〈x |y〉E + β〈x | z〉E , ii) 〈x |ya〉E = 〈x |y〉E a ,
iii) 〈x |y〉E = 〈y | x〉∗E , iv) 〈x |y〉E ≥ 0 ,

〈x |y〉E = 0⇔ x = 0 ,

x, y, z ∈ E, a ∈ A, α,β ∈ C. Ist E in der von〈· | ·〉E erzeugten Norm‖x‖E := ‖ |x|E‖,
|x|E := 〈x | x〉1/2E , vollständig, so istE einHilbert-C*-Modul überA.

Um die Notation übersichtlich zu halten, wird im Weiteren der Index ‘E’ beim inneren
Produkt〈· | ·〉E, bei der Norm‖·‖E und dem ‘Betrag’|·|E aufE meist weggelassen. Welches
innere Produkt und welche Norm gemeint ist, läßt sich von den Elementen ablesen, auf die
sie angewandt werden. Mitunter werden wir uns auf ein HilbertmodulE überA mit inne-
rem Produkt〈· | ·〉 durch die Schreibweise(E, 〈· | ·〉) beziehen, wenn sich die C*-Algebra
A aus dem Zusammenhang ergibt.

2.1.2 Die einfachsten Beispiele für Hilbertmoduln sind natürlich Hilberträume (A = C)
und C*-Algebren (E = A, 〈x |y〉 = x∗y). Ein Standardbeispiel läßt sich folgender-
maßen konstruieren: Für eine (unitale) C*-AlgebraL ⊆ B(K) und eine Projektion
p ∈ L sei A := pLp. Dann istLp := (1l − p)Lp, versehen mit dem inneren Produkt

29
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〈x |y〉p := x∗y ∈ A ein Hilbertmodul überA. Eine sinnvolle Forderung anp, die verhin-
dert, daßLp trivial wird, ist die Zyklizität bzgl.L. Ein Hilbertmodul der beschriebenen
Art, mit einer zyklischen Projektion, bezeichnen wir alsHilbertmodul in Standardform.
Wir werden sehen, daß zumindest für die uns interessierenden Fälle, allen Hilbertmoduln
diese Form gegeben werden kann (vgl. Satz 2.1.7).
Viele Konzepte der Hilbertraumtheorie lassen sich für Hilbertmoduln verallgemeinern. So
gilt insbesondere dieCauchy-Schwarzsche Ungleichungin folgender Form:

|〈x |y〉|2 ≤ ‖x‖2|y|2, x, y ∈ E , (2.1)

woraus wie üblich die Dreiecksungleichung für die Norm und die Beziehung‖x‖ =

sup{‖〈x |y〉‖ | ‖y‖ = 1} folgt. Die Ungleichung|xa|2 ≤ ‖x‖2|a|2 zeigt die Stetigkeit
der Rechtsmodulwirkung.

2.1.3 Ist F ein weiteres Hilbertmodul überA, dann bezeichnetB(E,F) (bzw. B(E)

für E = F) die Banachalgebra der beschränktenModulabbildungen, d.h., der stetigen,
(C-)linearen AbbildungenT , die zusätzlichA-linear sind:Txa = (Tx)a f.a.x ∈ E,a ∈ A.
Für eine beschränkte lineare AbbildungT : E→ F ist dieA-Linearität äquivalent zur Un-
gleichung

〈Tx | Tx〉 ≤ K 〈x | x〉 (2.2)

f.a.x ∈ E und ein geeignetesK > 0 (vgl. [Pas]). Offensichtlich istK = ‖T ‖2.
L(E,F), oderL(E) für E = F, sei die Menge deradjungierbaren Abbildungen, d.h., der
linearen AbbildungenT : E → F, für die es eine lineare AbbildungT ∗ : F → E mit
der Eigenschaft〈x | Ty〉F = 〈T ∗x |y〉E f.a. x ∈ F, y ∈ E gibt. T ∗ ist durchT eindeutig
bestimmt, so daß(T ∗)∗ = T folgt. Solche Abbildungen sind automatisch beschränkt und
A-linear:L(E,F) ⊆ B(E,F). L(E) ⊆ B(E) ist eine C*-Algebra. Man beachte aber, daß
diese Inklusion i.allg. echt ist, d.h., daß nicht jede beschränkteA-lineare Abbildung adjun-
gierbar sein muß (vgl. (2.10)).
Ein Hilbertmodul überA wird als voll bezeichnet, wenn das zweiseitige *-IdealIE :=

lh {〈x |y〉 | x, y ∈ E}
–‖ ‖ ⊆ A mit A übereinstimmt. Durch Einschränkung der Rechts-

modulwirkung aufIE kann das immer erreicht werden, so daß wir im folgenden, ohne
besonders darauf hinzuweisen, nur volle Hilbertmoduln betrachten wollen.

2.1.4 Die sogenannten‘kompakten’ Operatoren

K(E) := lh {Θx,y | x, y ∈ E}
–‖ ‖ ⊆ L(E) ,

mit Θx,y(z) := x〈y | z〉, x, y, z ∈ E, bilden ein zweiseitiges *-Ideal inL(E): Θ∗x,y = Θy,x,
TΘx,yS = ΘT(x),S∗(y), x, y ∈ E, T, S ∈ L(E).
Durch Anpassung des Beweises von Proposition 2.2.18 in [BrRo1]) kann man zeigen, daß
es eine approximative Eins(eα)α∈I von folgender Form fürK(E) gibt:

eα :=

nα∑
i=1

Θηαi ,η
α
i
, ηαi ∈ E , α ∈ I . (2.3)
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2.1.5 Der DualraumE ′ von E ist durchL(E,A) gegeben. Wie üblich definiert̂x : E 3
y 7→ 〈x |y〉 eine isometrische Einbettung vonE in E ′, jedoch stimmt ihr BildÊ norma-
lerweise nicht mitE ′ überein. HilbertmodulnE, für die Ê = E ′ gilt, werdenselbstdual
genannt. Zumindest für den Fall einer W*-AlgebraA, wird in [Pas] gezeigt, daß sich das
innere Produkt〈· | ·〉 eines Hilbertmoduls überA so zu einem inneren Produkt aufE ′ fort-
setzen läßt, daßE ′ selbstdual wird. Für den Fall, daßA ⊆ B(H) eine von Neumann
Algebra ist, werden wir im Abschnitt 2.2 einen anderen Weg beschreiten, der unseren
Anwendungen angepaßt ist: Wir gelangen durch eine Abschlußprozedur zu einem selbst-
dualen Hilbertmodul.

2.1.6 Definition. Zwei Hilbertmoduln(E, 〈· | ·〉E) und (F, 〈· | ·〉F) über C*-AlgebrenA

bzw.B heißenisomorph, falls es einen *-Isomorphismusπ vonA auf B und eine lineare
Abbildungα vonE aufF mit folgenden Eigenschaften gibt:

i) α(xa) = α(x)π(a) , ii) 〈α(x) |α(y)〉F = π(〈x |y〉E) ,

x, y ∈ E, a ∈ A. SindA ⊆ B(H) und B ⊆ B(K) auf HilberträumenH bzw.K dar-
gestellt und istπ durch eine unitäre AbbildungU von H auf K gegeben, so heißen die
HilbertmodulnE undF unitäräquivalent.

Von den folgenden Eigenschaften kann man sich leicht überzeugen:α ist eine Isometrie
undα−1 ein Isomorphismus von(F, 〈· | ·〉F) auf (E, 〈· | ·〉E). E ist genau dann voll, wennF
es ist. Darüberhinaus gilt Adα (L(E)) = L(F) mit Adα (T) := αTα−1 für T ∈ L(E).

2.1.7 Jedes HilbertmodulE über der C*-AlgebraA (die für unsere Zwecke als unital
angenommen werden kann) läßt sich als ‘linke untere Ecke’ einer C*-Algebra, der sog.
Linking-AlgebraLE auffassen. Damit meinen wir, daß es eine Projektionp ∈ LE gibt, so
daßE zu (1l − p)LEp isomorph ist. Wir gewinnenLE auf einem geeigneten Hilbertraum
mit Hilfe der Kolmogorov-Zerlegung des inneren Produkts (vgl. [EvLe]). Dabei gehen wir
davon aus, daßA bereits auf einem HilbertraumH dargestellt ist.

Satz. Jedes HilbertmodulE über einer unitalen C*-AlgebraA ⊆ B(H) ist isomorph
zu einem Hilbertmodul in Standardform und unitäräquivalent zu einem Hilbertmodul in
B(H,H ′), mit einem geeigneten HilbertraumH ′.

Beweis.Das innere Produkt〈· | ·〉 definiert einen positiv definiten KernE × E → A;
(x, y) 7→ 〈x |y〉. Seine minimale Kolmogorov-Zerlegung sei durchβ : E → B(H,H ′),
H ′ = lh {β(x)ξ | x ∈ E , ξ ∈ H}

−‖ ‖, mit einem geeigneten HilbertraumH ′ gegeben:
〈x |y〉 = β(x)∗β(y). β(E) definiert ein Hilbertmodul: Die Linearität vonβ rechnet man
nach. Genauso einfach ist|β(xa)−β(x)a|2 = 0 für x ∈ E unda ∈ A einzusehen, so daßE
undβ(E) ⊆ B(H,H ′) unitäräquivalent sind. Wir bettenB(H) undB(H,H ′) kanonisch
in B(H ⊕H ′) ein:

π(a) :=

[
a 0

0 0

]
, γ(z) :=

[
0 0

z 0

]
, (2.4)
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a ∈ A, z ∈ B(H,H ′). Fürα := γ ◦ β undπ gilt offensichtlich i) und ii) von Defini-
tion 2.1.6, d.h.,E ist isomorph zum Hilbertmodulα(E) überπ(A). LE sei die vonα(E)

erzeugte C*-Algebra inB(H ⊕H ′). Die Minimalität der Kolmogorov-Zerlegung hat die
Zyklizität der Projektionp := π(1l) zur Folge, so daßα(E) also in Standardform vorliegt.
α(E) = (1l − p)LEp ist aus der Konstruktion vonLE sofort ersichtlich. �

Die Darstellung vonE in B(H,H ′) über die Kolmogorov-Zerlegung des inneren Produkts
werden wir auchKolmogorov-DarstellungvonE nennen.

2.2 Hilbert-W*-Moduln

Die Realisierung eines (Prä-)HilbertmodulsE über einer C*-AlgebraA ⊆ B(H) durch
seine Kolmogorov-Darstellung inB(H,H ′) ⊆ B(H⊕H ′), gestattet es uns, die Techniken
der Operatorentheorie zur weiteren Untersuchung von Hilbertmoduln zu nutzen. Insbeson-
dere haben wir nun die MöglichkeitE in einer der Operatortopologien vonB(H ⊕ H ′)

abzuschließen. Wir bezeichnen den Abschluß einfach mitE, dennE besitzt als konvexe
Menge denselben Abschluß in derσwop- (oder w*-),σ stop- und derσ stop∗-Topologie.
Die Identifikation vonE mit seinem Bild inB(H ⊕ H ′) bedeutet, daß das innere Pro-
dukt zweier Elementex undy ausE einfach durch〈x |y〉 = x∗y ∈ A gegeben ist (wir
identifizierenA und seine Einbettungπ(A), vgl. (2.4)), was sich für die weiteren Unter-
suchungen als sehr bequem herausstellen wird. Nachdem wir eine allgemeine Definition
des BegriffsHilbert-W*-Modul gegeben haben, werden wir sehen, daß wir Hilbert-W*-
Moduln, ohne etwas zu verlieren, in ihrer Kolmogorov-Darstellung untersuchen können
(vorausgesetzt natürlich, daß wir nur Moduln über von Neumann Algebren betrachten,
was wir, wie schon erwähnt, ja generell tun wollen). Natürlich wird es sich erweisen, daß
E ein Hilbert-W*-Modul ist.
Aber zunächst identifizieren wir die Relativtopologien, die von den Operatortopologien
aufE induziert werden (und deren Namen wir beibehalten).

2.2.1 Die w*-Topologie auf E läßt sich natürlich durch Halbnormen der Form
d(ξi),(ηi)(x) := |

∑
i∈N〈ηi | xξi〉| mit quadratsummierbaren Vektorfolgen(ξi)i∈N ⊂ H und

(ηi)i∈N ⊂ H ′ beschreiben. Das hat aber den Nachteil, daß dabei Elemente aus dem mitun-
ter schwer zugänglichen HilbertraumH ′ der Kolmogorov-Zerlegung von〈· | ·〉 verwendet
werden. Wünschenswert wäre dagegen eine Beschreibung durch Objekte, die bei Kenntnis
von E direkt gegeben sind. Diesem Problem begegnen wir auch bei der stop*- und der
σ stop∗-, nicht aber bei der stop- und derσ stop-Topologie. Zumindest auf beschränkten
Teilmengen vonE ist es jedoch möglich, mit ‘primären’ Objekten auszukommen:

Lemma. Die stop- bzw. dieσ stop-Topologie aufE wird von den Halbnormen

dξ(x) := ‖ |x|ξ‖ , ξ ∈ H , (2.5)

bzw.
dω(x) := ω(〈x | x〉)1/2 , ω ∈ A+

∗ , (2.6)
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und die stop*- sowie die w*-Topologie aufE1 durch

dξ,η,y(x) := ‖ |x|ξ‖+ ‖〈x |y〉η‖ , ξ , η ∈ H , y ∈ E , (2.7)

bzw.
dω,y(x) := |ω(〈y | x〉)| , ω ∈ A+

∗ , y ∈ E , (2.8)

erzeugt.

Beweis.Die Halbnormen für die stop- bzw.σ stop-Topologie sind offensichtlich. Der Be-
weis für die verbleibenden Topologien beruht einfach darauf, daßEH in H ′ dicht liegt.

�

2.2.2 E versehen mit dem inneren ProduktE× E 3 (x, y) 7→ 〈x |y〉 := x∗y ∈ A ′′ ist ein
Hilbert-C*-Modul überA ′′. Offensichtlich ist das innere Produktσ stop-σwop-stetig, so
daß es das innere Produkt vonE stetig aufE fortsetzt. Es ist Routine nachzurechnen, daß
das auch für die Rechtsmodulwirkung aufE gilt. τ bezeichne eine derσwop-, . . . ,σ stop∗-
Topologien. Nach dem Satz von Šmulian istE ⊆ B(H,H ′) genau dannτ-abgeschlossen,
wenn die EinheitskugelE1 diese Eigenschaft besitzt. Da die Topologienτmit den primären
Begriffen ‘Prädual’ und ‘inneres Produkt’ auskommen, wenn wirτ auf E1 einschränken,
können wir dieτ-Abgeschlossenheit vonE1 zur Definition eines Hilbert-W*-Moduls be-
nutzen.

Definition. Ein HilbertmodulE über einer W*-Algebra heißtHilbert-W*-Modul, falls die
EinheitskugelE1 τ-abgeschlossen ist.

Es läßt sich leicht einsehen, daß ein Hilbert-W*-Modul auch ein Hilbert-C*-Modul ist
und daß das innere Produktσ stop-σwop-stetig ist. Die Eigenschaften eines Hilbert-
W*-Moduls über einer von Neumann Algebra lassen sich am einfachsten in seiner
Kolmogorov-Darstellung untersuchen. Dazu müssen wir uns aber zuvor davon überzeu-
gen, daß diese Darstellung wieder zu einem Hilbert-W*-Modul führt. Das machen wir
gleich in einem etwas allgemeineren Rahmen und zeigen, daß der Isomorphie-Begriff für
Hilbert-C*-Moduln mit der Hilbert-W*-Modulstruktur verträglich ist.

Lemma. Sind zwei Hilbert-C*-Moduln(E, 〈· | ·〉E) und(F, 〈· | ·〉F) über den W*-Algebren
A bzw.B isomorph und ist eines der beiden ein Hilbert-W*-Modul, so handelt es sich auch
bei dem anderen um ein Hilbert-W*-Modul.

Beweis.Wir verwenden die Notation von Definition 2.1.6.(F, 〈· | ·〉F) sei ein Hilbert-
W*-Modul und E = α(F), B = π(A) mit 〈α(x) |α(y)〉F = π(〈x |y〉E). Der Be-
weis besteht nun eigentlich nur im Ausnutzen der Tatsache, daßπ als Isomorphismus
von A auf B normal ist:(xi)i∈I ⊂ E1 sei ein w*-Cauchy-Netz. Wegenϕ

(
〈y | xi〉E

)
=

ϕ ◦π−1
(
〈α(y) |α(xi)〉F

)
f.a.ϕ ∈ A∗ undy ∈ E ist (α(xi))i∈I ⊂ F1 ein w*-Cauchy-Netz

in Fi und besitzt nach Voraussetzung ein Grenzelementz ∈ F1. Nun zeigt

ϕ
(
〈y | xi − α

−1(z)〉E
)

= ϕ ◦ π−1
(
〈α(y) |α(xi) − z〉F

) i- 0
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die w*-Konvergenz vonxi gegenα−1(z) ∈ E1 und damit die w*-Vollständigkeit vonE1.
�

Ab jetzt werden wir also stillschweigend davon ausgehen, daß Hilbert-W*-Moduln, die
bei uns nur über von Neumann Algebren betrachtet werden, in Kolmogorov-Darstellung
gegeben sind.

Der Begriff ‘Hilbert-W*-Modul’ scheint sich in der Literatur noch nicht verfestigt zu ha-
ben. Manche Autoren verstehen darunter einfach ein Hilbert-C*-Modul über einer W*-
Algebra, ohne auf dem w*-Abschluß des Moduls zu bestehen (vgl. etwa [Fra]). In [Sch]
wird im Wesentlichen der Sakaische Standpunkt eingenommen, nach dem ein Hilbert-W*-
Modul der Dualraum eines Banachraumes zu sein hat. Mit unserer Definition decken wir
den für uns relevanten Bereich beider Zugänge ab.

2.2.3 Satz.Ein Hilbert-W*-ModulE über der von Neumann AlgebraA besitzt den Prä-
dualE∗ = lh {ϕ(〈y | ·〉) | y ∈ E, ϕ ∈ A∗}

–‖ ‖ und ist als Hilbertmodul selbstdual.

Beweis.E ⊆ B(H,H ′) ⊂ B(H ⊕H ′) sei ein Hilbert-W*-Modul über der von Neumann
AlgebraA ⊆ B(H). Als w*-abgeschlossener Teilraum vonB(H ⊕ H ′) ist E der Dual
des BanachraumesT(H ⊕H ′)/E◦. Dabei sindT(H ⊕H ′) die Spurklasseoperatoren auf
H ⊕ H ′ und E◦ die Polare vonE in T(H ⊕ H ′). Die Funktionalex 7→ 〈ξ ′ | xξ〉, ξ ∈
H, ξ ′ ∈ H ′ liegen offenbar total inE∗ und in diesen wiederum, wegen der Minimalität
der Kolmogorov-Zerlegung, die Funktionalex 7→ 〈yη | xξ〉 = 〈η | 〈y | x〉ξ〉, η, ξ ∈ H,
y ∈ E, mit denen sich jedesx 7→ ϕ(〈y | x〉), ϕ ∈ A∗, approximieren läßt. Also gilt
E∗ = lh {ϕ(〈y | ·〉) | y ∈ E, ϕ ∈ A∗}

–‖ ‖.
Die Selbstdualität vonE zeigen wir mit Hilfe der approximativen Eins(eα)α∈I von K(E)

aus Abschnitt 2.1.4. Fürψ ∈ E ′ gilt

ψ(eαx) =

nα∑
i=1

ψ(ξαi ) 〈ξαi | x〉 =
〈 nα∑
i=1

ξαi ψ(ξαi )
∗
∣∣∣ x〉 =: 〈zα | x〉 .

Dieser Ausdruck konvergiert in der Norm gegenψ(x), d.h., für alleϕ ∈ A+
∗ auch

ϕ(ψ(eαx)) gegenϕ(ψ(x)). Ist (zα)α∈I beschränkt, so konvergiert dieses Netz nach Lem-
ma 2.2.1 in der w*-Topologie gegen einz ∈ E. Also gilt ϕ(ψ(x)) = ϕ(〈z | x〉) für alle
ϕ ∈ A+

∗ und allex ∈ E, d.h.,ψ = 〈z | ·〉 ∈ E ′. Die Beschränktheit des Netzes(zα)α∈I läßt
sich folgendermaßen einsehen:

‖zα‖ = ‖〈zα | ·〉‖ = ‖ψ ◦ eα‖ ≤ ‖ψ‖ ‖eα‖ ≤ 1 .

Damit istÊ = E ′ gezeigt. �

2.2.4 Bemerkungen. Mit Hilfe des Fortsetzungssatzes von Hahn-Banach kann man sich
davon überzeugen, daß dieσwop-, dieσ stop und dieσ stop-Topologie aufE Topologien
des dualen Paares〈E,E∗〉 sind.
Wir bezeichnen ein Hilbert-W*-ModulE überA als voll, wenn lh{〈x |y〉 | x, y ∈ E} in
A τ-dicht liegt. Offensichtlich ergibt derτ-Abschluß eines vollen Hilbert-C*-Moduls ein
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volles Hilbert-W*-Modul.
Besitzt ein Hilbert-W*-ModulE einen separablen Prädual, so ist es w*-separabel, ent-
hält also eineσ stop-dichte Folge(xn)n∈N (vgl. Anhang A.2). IstE voll, so bildet
(〈xn | xm〉)n,m∈N eine w*-totale Menge inA, d.h., A ist w*- und damit auchσ stop-
separabel (oder abzählbar erzeugt, nach [Ped]). FallsA σ-finit ist (wenn z.B. ein treuer
normaler Zustand aufA existiert), ist auchA∗ separabel (vgl. A.2.3). Natürlich läßt sich
umgekehrt aus der Separabilität vonA∗ normalerweise nicht auf die Separabilität vonE∗
schließen (man nehme nur einen nichtseparablen Hilbertraum, d.h., ein Hilbert-W*-Modul
überA = C). Bei dem Hilbert-W*-Modul, für das wir uns hauptsächlich interessieren wer-
den, ist das aber möglich, vgl. Korollar 2.3.2.

Bei aufmerksamem Studium des Beweises von Satz 2.2.3 erkennt man, daß für die Selbst-
dualität vonE schon die Vollständigkeit vonE1 in der Topologie w0, die durch die
Halbnormen{‖〈z | ·〉‖ | z ∈ E1} erzeugt wird, ausreicht. Ist andererseitsE selbstdual und
(zα)α∈I ⊂ E1 ein w0-konvergentes Netz, so definiertψ(x) := ‖ ‖- limα〈zα | x〉 ein Element
ψ ∈ E ′1. Also gibt es einz ∈ E1 mit der Eigenschaftψ = 〈z | ·〉, d.h., (zα)α∈I ist w0-
konvergent gegenz undE1 somit w0-vollständig. Das ist die Äquivalenz von ii) und iii) im
folgenden Satz:

2.2.5 Satz.Für ein HilbertmodulE über einer von Neumann AlgebraA ist folgendes
äquivalent:

i) E ist ein Hilbert-W*-Modul,

ii) E ist selbstdual,

iii) E1 ist w0-vollständig.

Beweis. i)⇒ ii) ist Satz 2.2.3. Es bleibt ii)⇒ i) zu zeigen. Dazu sei(zα)α∈I ⊂ E1 ein w*-
Cauchy-Netz, d.h., für allex ∈ E existiereψ(x) := w∗- limα〈zα | x〉 (vgl. Lemma 2.2.1).
Offensichtlich liegtψ in E ′1, so daß es einz ∈ E1 mit der Eigenschaftψ(x) = 〈z | x〉 für
allex ∈ E gibt. Das bedeutet aber geradez = w∗- limα zα. Also istE1 w*-vollständig und
(nach dem Satz von Šmulian)E w*-abgeschlossen. �

2.2.6 Korollar. Für ein Hilbert-W*-ModulE gilt B(E) = L(E).

Beweis.Für T ∈ B(E) undy ∈ E definiertE 3 x 7→ 〈y | Tx〉 ein Element ausE ′, d.h., es
gibt genau ein Elementzy ∈ E mit der Eigenschaft〈zy | x〉 = 〈y | Tx〉 f.a. x ∈ E. Nach
[Lan] ist T ∗ : y 7→ zy die Adjungierte vonT . Damit istB(E) ⊆ L(E) ⊆ B(E) gezeigt. �

2.2.7 Korollar. E ⊆ B(H,H ′) sei ein Hilbert-W*-Modul über der von Neumann Algebra
A ⊆ B(H). Dann folgt für einy ∈ B(H,H ′) ausy∗x ∈ A f.a.x ∈ E bereitsy ∈ E.

Beweis.E 3 x 7→ y∗x definiert ein Element ausE ′, d.h., es gilty∗xξ = 〈z | x〉ξ = z∗xξ

f.a. x ∈ E, ξ ∈ H und einem Elementz ∈ E. DaH ′ von EH erzeugt wird, gilty∗ = z∗,
alsoy ∈ E. �



36 2 Hilbertmoduln

2.2.8 Wir untersuchen nun die Struktur vonK(E), B(E) bzw. L(E) unter Berücksichti-
gung der Identifikation vonE mit seinem Bild inB(H ⊕H ′).
Zunächst istΘx,y ∈ K(E) durch den Operatorxy∗ ∈ B(H ′) gegeben, denn seine Wirkung
auf ein Elementz ∈ E ist gegeben durch:Θx,yz = x〈y | z〉 = xy∗z (man erhält dieses
Ergebnis auch, wenn manα ◦ Θx,y ◦ α−1 auswertet, vgl. Definition 2.1.6). Operatoren
T ∈ K(E) spielen also eine Doppelrolle – zum einen in ihrer Wirkung aufE und zum
anderen auf Vektoren ausH ′ – die genau genommen zu unterscheiden wäre:

T̃
( n∑
i=1

xiξi

)
:=

n∑
i=1

(Txi)ξi , xi ∈ E , ξi ∈ H . (2.9)

Wir werden gleich sehen, daß die ZuordnungT 7→ T̃ einen *-Isomorphismus ist. Da aber
K(E) eine Unteralgebra vonL(E) ist, behandeln wir dieses Problem gleich fürL(E) selbst.
Dabei ist zunächst zu klären, ob (2.9) für alle ElementeT ausL(E) zu wohldefinierten
OperatoreñT führt. Wir skizzieren im folgenden die Konstruktion, die das sicherstellt und
gleichzeitig die *-Isomorphismeneigenschaft vonγ : L(E) 3 T 7→ T̃ ∈ B(H ′) zeigt.
Zunächst gilt mit Ungleichung (2.2) für allea1, ..., an ∈ A die folgende Abschätzung:

n∑
i,j=1

a∗i 〈Txi | Txj〉aj =
∣∣∣ n∑
i=1

Txiai

∣∣∣2 ≤ ‖T ‖2∣∣∣ n∑
i=1

xiai

∣∣∣2 = ‖T ‖2
n∑

i,j=1

a∗i 〈xi | xj〉aj ,

woraus nach [Ta1], Lemma IV.3.2, die Ungleichung0 ≤ ‖T ‖2[〈xi | xj〉]i,j − [〈Txi | Txj〉]i,j
in A⊗Mn folgt. Mit ihrer Hilfe gewinnen wir die Wohldefiniertheit und die Beschränktheit
von T̃ : ∥∥∥ n∑

i=1

(Txi)ξi

∥∥∥2 = 〈⊕ni ξi | [〈Txi | Txj〉]i,j ⊕ni ξi〉 ≤ ‖T ‖2
∥∥∥ n∑
i=1

xiξi

∥∥∥2 ,
d.h.,‖ T̃ ‖ ≤ ‖T ‖. Andererseits gilt aber auch:

‖T ‖ = sup
x∈E1ξ∈H1

‖(Tx)ξ‖ = sup
x∈E1ξ∈H1

‖ T̃xξ‖ ≤ sup
ξ ′∈H ′1

‖ T̃ξ ′‖ = ‖ T̃ ‖ .

Somit ist ‖T ‖ = ‖ T̃ ‖. Aus (2.9) können wir nun unmittelbar die *-Isomorphismen-
eigenschaft vonγ ablesen. Wir können und werden alsoK(E) und L(E) als C*-
Unteralgebren vonB(H ′) auffassen.
In unseren Überlegungen wurde nur die Beschränktheit derA-linearen AbbildungT be-
nutzt (vgl. (2.2)). Wir haben also sogarB(E) ⊆ B(H ′) gezeigt: Jeder OperatorT ∈ B(H ′)

mit der EigenschaftTx ∈ E für alle x ∈ E liegt in B(E). Adjungierbar ist er genau dann,
wenn diese Eigenschaft auch vonT ∗ erfüllt wird (vgl. Korollar 2.2.6 und Korollar 2.2.7):

B(E) = {T ∈ B(H ′) | Tx ∈ E f.a. x ∈ E} ,

L(E) = {T ∈ B(H ′) | Tx ∈ E, T ∗x ∈ E f.a. x ∈ E} .
(2.10)
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2.2.9 Satz.E sei ein Hilbert-C*-Modul über einer C*-AlgebraA ⊆ B(H), E das zuge-
hörige Hilbert-W*-Modul überA ′′ undτ eine Topologie des dualen Paares

〈
E,E∗

〉
. Dann

besitzt jedesT ∈ B(E) eine eindeutigeτ-τ-stetige Fortsetzung zu einem Element ausL(E)

mit derselben Norm.

Beweis.Seienx, y ∈ E. Wir approximierenx gemäß Satz 2.2.11:x = s- limα xα,
supα ‖xα‖ <∞. Dann folgt aus

(T ∗y)∗x = w∗- limα (T ∗y)∗xα = w∗- limα 〈y | Txα〉 ∈ A ′′

und Korollar 2.2.7, daßT ∗y in E, alsoT ∗ in B(E) = L(E) liegt. Die FortsetzungT von
T ist nun durchT ∗∗ = T gegeben (beachte dazu (2.10)). Die restlichen Eigenschaften
folgen daraus, daßT auf E die Multiplikation mit einem Element ausB(H ′) ist (vgl.
Abschnitt 2.2.8). �

Der Beweis zeigt, daß einT ∈ B(E) ⊆ B(H ′) auf einem Hilbert-C*-ModulE i.allg.
deshalb keine Adjungierte besitzt, weil fürx ∈ E das Bild T ∗x in E liegt, aber nicht
unbedingt inE.

2.2.10 Unter der Linking-AlgebraLE eines Hilbert-W*-ModulsE verstehen wir die vonE
erzeugte von Neumann-Algebra inB(H⊕H ′). Als nicht ausgeartete C*-Algebra inB(H⊕
H ′) ist sie der Abschluß in einer der dualen Topologien vonB(H ⊕H ′). Offensichtlich
entstehtLE durch Abschluß seiner Bestandteile:A für die linke obere,E für die linke
untere,E∗ := {x∗ | x ∈ E} für die rechte obere undK(E) für die rechte untere Ecke. Nur
K(E) ist noch abzuschließen. Die approximative Eins (2.3) im zweiseitigen *-IdealK(E)

von L(E) ist monoton wachsend mitσ stop-Grenzwert 1l. Also istK(E) ′′ = L(E), denn
aus (2.10) ist sofort zu sehen, daßLE w*-abgeschlossen, also eine von Neumann Algebra
in B(H ′) ist. Die Linking-Algebra hat somit die Form

LE =

[
A E∗

E L(E)

]
. (2.11)

2.2.11 Satz. (Kaplansky)Es seiE das von einem Prä-HilbertmodulE0 erzeugte Hilbert-
W*-Modul. Dann ist die EinheitskugelE0,1 vonE0 σ stop-dicht in der EinheitskugelE1 von
E.

Beweis.Folgt aus dem Satz von Kaplansky fürLE (vgl. (2.11)) und der Kontraktivität der
Einbettung vonE in B(H ⊕H ′). �

2.3 Hilbertmoduln zu bedingten Erwartungen:
L2(A, P0)

In diesem Abschnitt stellen wir die für uns zentrale Konstruktion von Hilbert-W*-Moduln
mittels von Neumann Algebren und bedingten Erwartungen vor. Dazu gehen wir von ei-
nem Wahrscheinlichkeitsraum(A, ψ) und einer W*-UnteralgebraA0 aus, für die die be-
dingte ErwartungP0 ∈ Mor(A, ψ) bzgl.ψ existiert (vgl. 1.3.1). Wir geben Bedingungen
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an, die es erlauben, vollständig positive Operatoren aufA zu adjungierbaren Abbildungen
auf dem Hilbert-W*-Modul fortzusetzen.

2.3.1 (A, ψ) sei ein nichtkommutativer Wahrscheinlichkeitsraum,A0 eine von Neumann
Unteralgebra vonA, die von(σψt )t∈R invariant gelassen wird undP0 die zugehörige be-
dingte Erwartung vonA auf A0. Wir nehmen wie üblich an, daßA bereits auf seinem
GNS-HilbertraumH := L2(A, ψ) dargestellt ist:A ⊆ B(H). Dann wird durch

A×A 3 (a, b) 7→ 〈a |b〉0 := P0(a
∗b) ∈ A0

ein inneres Produkt aufA definiert.(A, 〈· | ·〉0) ist ein Prä-Hilbertmodul überA0, das nach
den Überlegungen in Abschnitt 2.2 zu einem Hilbert-W*-Modul erweitert werden kann.
Den A0-wertigen BetragP0(x∗x)1/2 auf diesem Modul bezeichnen wir mit|x|0 und die
daraus entstehende Norm‖ |x|0‖ mit ‖x‖0.

Definition. Das zu(A, ψ), A0 undP0 gehörende Hilbert-W*-Modul wird mitL2(A, P0)
bezeichnet.

Das SymbolL2(A, P0) soll dabei an den GNS-HilbertraumL2(A, ψ) von (A, ψ) erinnern,
der in dem SpezialfallA0 = C · 1l aus obiger Konstruktion hervorgeht.

2.3.2 Lemma. Ist A∗ separabel, so hat auchL2(A, P0) einen separablen Prädual.

Beweis.(xn)n∈N sei eineσ stop-dichte Folge inA und(ϕn)n∈N eine dichte Folge inA∗.
Mit der Ungleichungϕ(〈x |y〉0)2 ≤ ϕ(〈x | x〉0)ϕ(〈y |y〉0), die für alleϕ ∈ A+

∗ und alle
x, y ∈ L2(A, P0) gilt, läßt sich nun leicht zeigen, daß{ϕn(〈xm | · 〉0) | n,m ∈ N} total in
L2(A, P0)∗ liegt. �

Wir gehen davon aus, daß unsere Wahrscheinlichkeitsräume generell einen separablen Prä-
dual haben. Daher können wir alle Approximationen bzgl. Topologien des dualen Paares
〈L2(A, P0), L2(A, P0)∗〉mit Folgen durchführen.

2.3.3 Für den nächsten Satz benötigen wir den Begriff derψ-Adjungierteneines Morphis-
mus’T (vgl. 1.2.2).

Satz. Ein MorphismusT von (A, ψ), der mit der modularen Automorphismengruppe
(σψt )t∈R vonψ vertauscht undA0 punktweise fix läßt, kann eindeutig zu einem adjungier-
baren OperatorT aufL2(A, P0) fortgesetzt werden. Dabei stimmt die Fortsetzung vonT ∗

mit der Adjungierten der Fortsetzung vonT überein. Darüberhinaus istT 7→ T punktweise
w*-w*- und punktweiseσ stop-σ stop-stetig.

Beweis.Da A0 in der Fixpunktalgebra ([Küm2, Rob]) vonT liegt, gilt T(xy) = T(x)y

f.a.x ∈ A, y ∈ A0, also

ψ(P0(T(x))y) = ψ(P0(T(x)y)) = ψ(T(x)y) = ψ(T(xy)) = ψ(xy) = ψ(P0(x)y) .
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DaP0 ψ-selbstadjungiert ist, erhalten wirP0T = P0 = T ∗P0. Insbesondere liegtA0 auch in
der Fixpunktalgebra vonT ∗. Die Kadison-Schwarz-Ungleichung zeigt nun für allex ∈ A

|T(x)|20 = P0(T(x
∗)T(x)) ≤ P0(T(x∗x)) = P0(x

∗x) = |x|20 ,

so daßT nach (2.2) zu einem beschränkten,A0-linearen Operator auf das vonA undP0 er-
zeugte Hilbert-C*-Modul fortgesetzt werden kann. Dieser kann nach Satz 2.2.9 eindeutig
zu einem ElementT ∈ L(L2(A, P0)) erweitert werden.T ∗ erfüllt dieselben Voraussetzun-
gen wieT (die Vertauschbarkeit vonT ∗ mit der modularen Gruppe folgt einfach daraus,
daß dieψ-Adjungierte vonσψt durchσψ−t gegeben ist) und besitzt daher ebenfalls eine
FortsetzungT ∗. Nun gilt zunächst fürx, y ∈ A: 〈T ∗(x) |y〉0 = 〈x | T(y)〉0, denn für alle
z ∈ A0 haben wir

ψ(〈T ∗(x) |y〉0z) = ψ(T ∗(x∗)yz) = ψ(x∗T(yz)) = ψ(x∗T(y)z) = ψ(〈x | T(y)〉0z) .

Für x = s- limn xn, xn ∈ A, y ∈ A, folgt wegen derσ stop-σ stop-Stetigkeit vonT (vgl.
Satz 2.2.9)

〈T ∗ x |y〉0 = w∗- limn 〈T ∗(xn) |y〉0 = w∗- limn 〈xn | T(y)〉0
= 〈x | Ty〉0 = 〈T ∗x |y〉0 .

DaA in L2(A, P0) stop-dicht liegt, mußT ∗ = T
∗

gelten.

Nun zur Stetigkeit der Fortsetzung.(Tα)α∈I ∈ Mor(A, ψ) konvergiere in der punktweisen
w*-Topologie gegenT ∈ Mor(A, ψ). JedesTα undT seien fortsetzbar. Da(Tαx)α∈I für
x ∈ L2(A, P0) beschränkt ist, können wir von der Tatsache Gebrauch machen, daß die
w*-Topologie aufL2(A, P0)1 bereits durch die Halbnormendω,y(x) = |ω(〈y | x〉0)|, mit
ω ∈ A+

∗ undy ∈ A erzeugt wird. Nun folgt die punktweise w*-Konvergenz der Fortset-
zungenTα gegenT ausdω,y

(
(Tα − T)x

)
=
∣∣ω(〈(T ∗α − T ∗)(y) | x〉0

)∣∣, der w*-Stetigkeit
von A 3 y 7→ 〈y | x〉0 für alle x ∈ L2(A, P0) und der punktweisen w*-Stetigkeit der Ad-
jungiertenbildung auf Mor(A, ψ). Die letzte Eigenschaft gilt, weil die w*-Topologie auf
A1 schon durch die Halbnormen{ |ψ(y · )| | y ∈ A} erzeugt wird.
Jetzt sei(Tα)α∈I punktweiseσ stop-konvergent gegenT . Dann istFα := Tα − T punkt-
weiseσ stop-konvergent gegen0. Für allex, y ∈ A gilt: ψ(y(T ∗α ◦ Tα − T ◦ T)(x)) =

ψ((Tα − T)(y)Tα(x)) +ψ(T(y)(Tα − T)(x)), d.h.,T ∗α ◦ Tα ist punktweise w*-konvergent
gegenT ∗ ◦ T . DaT w*-w*-stetig ist, konvergiertF ∗α ◦ Fα in der punktweisen w*-Topologie
auf A gegen0. Für x ∈ L2(A, P0) undω ∈ A+

∗ folgt, wegenω(〈· | x〉0) ∈ A∗, für alle
y ∈ A:

ω
(
〈y | F

∗
α Fαx〉0

)
= ω

(
〈F∗α ◦ Fα(y) | x〉0

) α- 0 ,

d.h., w∗- limα F
∗
α Fαx = 0. Daraus ergibt sich sofort die punktweiseσ stop-Konvergenz von

Tα gegenT . �
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Bemerkung. Dieses Lemma rechtfertigt es, daß wir die Fortsetzung eines Morphismus’
T ∈ Mor(A, ψ) normalerweise nicht durch eine andere Schreibweise hervorheben, son-
dern wieder denselben BuchstabenT verwenden werden. Da unsere Überlegungen auch für
den FallP0 = ψ · 1l, d.h., für die GNS-Darstellung gilt, paßt das mit unserer Vereinbarung
zusammen, daß wir hier für fortsetzbare MorphismenT auch keine neuen Symbole für die
Fortsetzung verwenden, sondern nur durch die multiplikative SchreibweiseTξ, ξ ∈ Hψ,
gegenüberT(x), x ∈ A, auf den jeweiligen Gültigkeitsbereich Bezug nehmen.

2.3.4 In diesem Abschnitt stellen wir eine konkrete Realisierung vonL2(A, P0) vor, in-
dem wir den Kolmogorov-HilbertraumH ′ (vgl. Satz 2.1.7) als GNS-HilbertraumHψ =

L2(A, ψ) vonψ identifizieren. Diese Realisierung hat den weiteren Vorteil, daß die Paral-
lelen zur GNS-Konstruktion deutlicher hervortreten.
P0 bezeichne, gemäß unserer Übereinkunft auch die GNS-Darstellung vonP0 (d.h., die
Fortsetzung vonP0 auf Hψ). H0 := P0Hψ ist der Projektionsraum vonP0. Dann ergibt
AP0

σ stop⊂ B(Hψ), versehen mit dem inneren Produkt(x, y) 7→ x∗y ∈ A0P0 ein Hilbert-
W*-Modul überA0P0 ∼= A0. Man überlegt sich leicht, daßAP0

σ stop
aus der von Neumann

Algebra{A, P0}
′′ durch Rechtsmultiplikation mitP0 hervorgeht:AP0

σ stop
= {A, P0}

′′
P0.

Satz. L2(A, P0) ist isomorph zu dem Hilbert-W*-Modul{A, P0}
′′
P0 ⊂ B(Hψ) überA0P0,

das mit dem inneren Produkt(x, y) 7→ x∗y ∈ A0P0 versehen ist.

i) Die Linking-Algebra ist durch(
A0P0 P0 {A, P0}

′′

{A, P0}
′′
P0 {A, P0}

′′

)
⊂ B(H0 ⊕Hψ)

gegeben.

ii) Durch
j : L2(A, P0)→ L2(A, ψ) ; x 7→ α(x)

ist eine kontraktive Einbettung vonL2(A, P0) in L2(A, ψ) mit dichtem Bild definiert.
Dabei istα der Isomorphismus zwischenL2(A, P0) und{A, P0}

′′
P0.

Beweis. i): Wir müssen einen Isomorphismus gemäß Definition 2.1.6 vonL2(A, P0)

auf {A, P0}
′′
P0 konstruieren. Dazu seix ∈ L2(A, P0) durch eine Folge(xn)n∈N ⊂

A in der stop-Topologie (vonL2(A, P0)) approximiert (Satz 2.2.11). Dann konvergiert
(xnP0)n∈N ⊂ AP0 in der stop-Topologie vonB(Hψ) gegen ein Elementα(x) = α(x)P0 ∈
{A, P0}

′′
P0:

‖(xn − xm)P0ξ‖ = ‖ |xn − xm |0ξ‖ = dξ(xn − xm)
m,n→∞- 0

Man überlegt sich leicht, daßα(x) nicht von der approximierenden Folge abhängt, so daß
α zu einer wohldefinierten Abbildung vonL2(A, P0) in {A, P0}

′′
P0 wird. Ist umgekehrt

y ∈ {A, P0}
′′
P0 gegeben, so läßt es sich, wiederum nach dem Satz von Kaplansky 2.2.11,
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durch eine Folge(xnP0)n∈N ⊂ AP0 approximieren. Obige Rechnung zeigt dann auch die
Existenz vonx := s- limn xn ∈ L2(A, P0), d.h.,y = α(x). Damit istα surjektiv.
Die Abbildungπ : A0 → A0P0; a 7→ aP0 ist ein *-Isomorphismus.P0 ∈ A ′0 zeigt
α(xa) = α(x)π(a) für alle a ∈ A0 also i) von 2.1.6. Für ii) seix = s- limn xn und
y = s- limn yn mit xn, yn ∈ A. Dann folgt aus derσ stop-σwop-Stetigkeit des inneren
Produktes (2.2.2) und derσwop-σwop-Stetigkeit vonπ (als *-Isomorphismus zwischen
zwei von Neumann Algebren, [BrRo1], Theorem 2.4.23):

α(x)∗α(x) = w∗- limn P0x
∗
nyn = w∗- limn π(〈xn |yn〉0) = π(〈x |y〉0) .

Damit istα ein Isomorphismus zwischenL2(A, P0) und{A, P0}
′′
P0.

ii): Für x ∈ L2(A, P0) folgt die Kontraktivität vonj aus‖α(x)‖ψ = ψ(π(〈x | x〉0))
1
2 ≤

‖〈x | x〉0‖
1
2 = ‖x‖0. Die Injektivität vonj und der Rest ist Routine. �

L2(A, P0) ist isomorph zu einem Hilbertmodul in Standardform (vgl. 2.1.2). Aufgrund
dieses Satzes werden wir nicht mehr zwischenL2(A, P0) und {A, P0}

′′
P0 unterscheiden.

Die Einbettungj in L2(A, ψ) ist dadurch einfach die identische Abbildung. Für das in-
nere Produkt verwenden wir weiterhin die Schreibweise〈x |y〉0, da sie in Formeln zur
Übersichtlichkeit beiträgt. In manchen Beweisen ist es allerdings vorteilhaft, wenn wir uns
daran erinnern, daß〈x |y〉0 einfach durchx∗y gegeben ist.

2.4 Die Linksmultiplikation in L2(A, P0)

Die reichhaltige Struktur des Wahrscheinlichkeitsraumes(A, ψ,A0) spiegelt sich in eini-
gen Eigenschaften vonL2(A, P0) wieder. So läßt sich die Linksmultiplikation mit Alge-
brenelementen auf das Hilbertmodul übertragen. Für unabhängige Elemente läßt sich sogar
ein Produkt inL2(A, P0) definieren. Damit haben wir auch in nichtkommutativen Wahr-
scheinlichkeitsräumen die Entsprechung zu der bekannten Tatsache aus der klassischen
Wahrscheinlichkeitstheorie, daß ein Produkt unabhängigerL2-Funktionen wieder imL2

liegt. Gerade dieses Produkt wird uns in die Lage versetzen ein stochastisches Integral zu
entwickeln.

2.4.1 Satz.B und C seien zwei W*-Unteralgebren des Wahrscheinlichkeitsraumes
(A, ψ,A0) undPB bzw.PC die zugehörigen bedingten Erwartungen. Dann gelten für das
Hilbert-W*-ModulL2(A, P0) folgende Eigenschaften:

i) PBL
2(A, P0) = L2(B, P0).

ii) Es gibt eineLinksmultiplikationmit Elementen ausA aufL2(A, P0)

A× L2(A, P0) 3 (a, y) 7→ ay ∈ L2(A, P0) ,
die die gewöhnliche Multiplikation aufA fortsetzt und in beiden Komponenten
gleichzeitig‖ ‖-stetig undσ stop-σ stop-stetig ist, wenn die erste Komponente be-
schränkt bleibt. Sie definiert einen Operator ausB(L2(A, P0)), dessen Adjungierte
die Linksmultiplikation mita∗ ist.
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iii) Sind B undC P0-unabhängig, so läßt sich ein Produkt

L2(B, P0)× L2(C, P0) 3 (x, y) 7→ xy ∈ L2(B ∨ C, P0) (2.12)

erklären, das die Linksmultiplikation mit Elementen ausB fortsetzt und dieselben
Stetigkeitseigenschaften wie diese besitzt. Für das innere Produkt gilt:

〈x1y1 | x2y2 〉0 = 〈y1 | 〈x1 | x2〉0 y2 〉0 , (2.13)

f.a.x1, x2 ∈ L2(B, P0), y1, y2 ∈ L2(C, P0). Darüberhinaus gilt folgende Fortschrei-
bung der Moduleigenschaft der bedingten ErwartungenPB bzw.PC:

PB xy = x P0y und PC xy = (P0x)y (2.14)

für alle x ∈ L2(B, P0), y ∈ L2(C, P0).

Beweis.Im Lichte von Satz 2.3.4 sind die Punkte i) und ii) klar. Gleichung (2.13) ist für
xi ∈ B, yi ∈ C, i = 1, 2, einfach (1.2). Sie bleibt richtig, wenn wiryi ∈ L2(C, P0)
wählen. Dazu müssen dieyi nur durch beschränkte Folgen ausC approximiert und die
Stetigkeitseigenschaften der Linksmultiplikation mit Elementen aus der Algebra sowie die
Stetigkeit des inneren Produkts benutzt werden. Nun definieren wir fürx = σs- limn xn ∈
L2(B, P0), xn ∈ B, und füry ∈ L2(C, P0) das Element

xy := σs- limn xny . (2.15)

Dafür müssen wir uns von der behaupteten Konvergenz überzeugen: Für eine weitere Ap-
proximationx = σs- limn x̃n und alleω ∈ A+

0 ∗ gilt

dω
(
(xn − x̃m)y

)
= ω

(
〈y | 〈xn − x̃m | xn − x̃m〉0y〉0

) m,n→∞- 0 ,
denn die AbbildungL2(A, P0) 3 x 7→ ω

(
〈y | |x|20 y〉0

)
ist σ stop-stetig. Damit haben wir

auch gleich die Unabhängigkeit des Produktsxy von der approximierenden Folge und
die Gleichung (2.13) erhalten. Es bleibt die Stetigkeit des Produkts zu zeigen. Dazu sei
x = σs- limα xα, xα ∈ L2(B, P0), ‖xα‖0 ≤ M undy = σs- limβ yβ, yβ ∈ L2(C, P0).
Dann gilt

xαyβ − xy = (xα − x)(yβ − y) + (xα − x)y+ x(yβ − y) .

ω(〈y | · y〉0) liegt nach ii) f.a.ω ∈ A+
0 ∗ ebenfalls inA+

0 ∗. Damit läßt sich der erste
Summand abschätzen:

dω
(
(xα − x)(yβ − y)

)2
= ω

(
〈yβ − y | |xα − x|20 (yα − y)〉0

)
≤ ‖xα − x‖20 dω

(
yβ − y

)2 ≤ 4M2 dω
(
yβ − y

)2 α,β- 0 .

Genauso verfahren wir mit dem dritten Summanden. Der zweite liefert den Ausdruck
ω
(
〈y | |xα − x|20 y〉0

)
, der aufgrund der Stetigkeit vonω(〈y | · y〉0) ebenfalls gegen Null

konvergiert. Schließlich ergeben sich die Beziehungen (2.14) aus der Definition (2.15) des
Produktesxy und derσ stop-Stetigkeit der bedingten ErwartungenPB bzw.PC (vgl. A.1.1).

�
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2.4.2 Bemerkung. Schon in der kommutativen Wahrscheinlichkeitstheorie folgt aus der
paarweisen Unabhängigkeit dreier AlgebrenA, B undC i.allg. nicht mehr die Unabhän-
gigkeit von z.B.A ∨ B und C. Daher läßt sich in der allgemeinen Situation von Satz
2.4.1 die Multiplikation nicht ohne weiteres auf mehrere unabhängige Faktoren ausdeh-
nen. Da wir aber unsere unabhängigen Unteralgebren normalerweise von der Filtrierung
eines weißen Rauschens beziehen, haben wir die reichhaltigere Struktur einer solchen Fil-
trierung zur Verfügung: Sind die IntervalleI, J undK paarweise disjunkt (bis auf even-
tuelle gemeinsame Randpunkte), so sind nach Definition 1.5.6 die zugehörigen Algebren
AI, AJ und AL unabhängig überA0. Falls I ≤ J ≤ L gilt, wenn die Intervalle also in
zeitlich aufsteigender Reihenfolge vorliegen, läßt sich fürI ∪ J ein IntervallK ⊇ I ∪ J
finden, das zuL immer noch disjunkt ist. Entsprechendes gilt fürI und J ∪ L. Insbe-
sondere sind dann auch die AlgebrenAI ∨ AJ ⊆ AK und AL bzw. AI und AJ ∨ AL

unabhängig überA0. Für Elementex ausL2(AI ∨ AJ, P0) und zL ausL2(AL, P0) läßt
sich also das Produkt (2.12) bilden:xzL ∈ L2(AI ∨ AJ ∨ AL, P0). x kann aber selbst
ein Produkt sein:x = xIyJ, xI ∈ L2(AI, P0), yJ ∈ L2(AJ, P0). Mit den bisher ent-
wickelten Methoden läßt sich nun leicht(xIyJ)zL = xI(yJzL) zeigen. Nach (2.13) gilt
P0(xIyJ)zL = (P0xIyJ)(P0zL) = (P0xI)(P0yJ)(P0zL).

2.5 Eine Anwendung der Theorie: A0⊗⊗⊗Hϕ

Wahrscheinlichkeitsräume(A, ψ,A0) in Tensorproduktform(A0 ⊗ C, ψ0⊗̄ϕ,A0) gehö-
ren zu den wichtigsten Beispielen solcher Räume. Es lohnt sich daher, wenn wir einiges
der bisher entwickelten Theorie nutzen, um das zugehörige Hilbert-W*-ModulA0⊗̄Hϕ

etwas genauer zu untersuchen. Wir erhalten einen Spezialfall des TensorproduktsE⊗̄K

eines Hilbert-W*-ModulsE mit einem HilbertraumK, das uns bei der Fortsetzung stocha-
stischer Integrale auf größere Prozeßklassen begegnen wird (vgl. 4.2.5). Es scheint daher
ratsam, zunächstA0⊗̄Hϕ vorzustellen, seine Struktur aber gleich in dem allgemeineren
Rahmen vonE⊗̄K zu untersuchen.

2.5.1 Die Kolmogorov-Darstellung. Die bedingte ErwartungP0 von A0 ⊗ C auf A0 ist
vom Tensortyp:P0(a ⊗ y) = aϕ(y), a ∈ A0, y ∈ C (wir identifizieren hierA0 mit
A0⊗1l). Sehen wir uns das innere Produkt〈a1⊗c1 |a2⊗c2〉0 = a∗1a2ϕ(c∗1c2) elementarer
Tensorenai⊗ ci, ai ∈ A0, ci ∈ C, i = 1, 2, an, so ist klar, daß jeder Abschluß vonA0⊗C

zumindest das algebraische TensorproduktA0 ⊗alg Hϕ enthalten muß. Durch das innere
Produkt〈a1 ⊗ ξ1 |a2 ⊗ ξ2〉0 = a∗1a2 〈ξ1 | ξ2〉 und die Modulwirkung(a1 ⊗ ξ)a2 :=

a1a2 ⊗ ξ, für ai ∈ A0, ξ, ξi ∈ Hϕ, i = 1, 2, wird es zu einem Prä-Hilbertmodul. Seinen
W*-Abschluß bezeichnen wir mitA0⊗Hϕ und den C*-Abschluß mitA0 ⊗ Hϕ. Man
sieht sofort, daßa ⊗ ξ als Operator inB(H0,H0 ⊗Hϕ) (H0 := Hψ0) aufgefaßt werden
kann:a ⊗ ξ : H0 3 η0 7→ aη0 ⊗ ξ. Lineare Fortsetzung und schwacher Abschluß führt
zu einer minimalen Kolmogorov-Zerlegung des inneren Produkts〈 | 〉0 von A0⊗Hϕ, mit
dem Kolmogorov-HilbertraumH0 ⊗Hϕ. Wie in 2.3.4 erhalten wir eine Darstellung des
Hilbert-W*-Moduls auf dem GNS-Hilbertraum von(A0 ⊗ C, ψ0⊗̄ϕ).
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Genauso gehen wir fürE⊗̄K vor. E sei ein Hilbert-W*-Modul über der von Neumann
Algebra A0 ⊆ B(H0), versehen mit einem inneren Produkt〈 | 〉0. Wir könnenE ⊂
B(H0,H), EH0 = H annehmen und fassen Elementex ⊗ ξ, x ∈ E, ξ ∈ K, als Ope-
ratoren inB(H0,H ⊗K) auf:

x⊗ ξ : H0 3 η0 7→ xη0 ⊗ ξ ∈ H ⊗K .

Das innere Produkt aufE⊗̄K wird für x1, x2 ∈ E, ξ1, ξ2 ∈ K durch〈x1 ⊗ ξ1 | x2 ⊗ ξ2〉 :=

〈x1 | x2〉0 〈ξ1 | ξ2〉, die Modulwirkung durch(x ⊗ ξ)a0 := xa0 ⊗ ξ, für x ∈ E, ξ ∈ K,
a0 ∈ A0, erklärt.

2.5.2 Direkte Summendarstellung. Ähnlich wie beim Tensorprodukt von Hilbert-
räumen, gibt es auch fürE⊗̄K eine Darstellung in Form einer direkten Summe. Da-
zu wählen wir ein vollständiges Orthonormalsystem(εi)i∈N von K. Offensichtlich liegt
lh {E⊗ εi | i ∈ N} σ stop-dicht inE⊗̄K. Wir orientieren uns nun an bekannten Hilber-
traumtechniken, um für jedesx ∈ E⊗̄K eine Darstellungx =

∑
N
xi ⊗ εi mit σ stop-

konvergenter Summe zu gewinnen. Dafür verwenden wir den Projektorθi := 1l ⊗ [εi] ∈
B(H⊗K). Man macht sich schnell klar, daßθi in L(E⊗̄K) liegt: DieA0-Linearität ist of-
fensichtlich, ebensoθi E⊗algK ⊆ E⊗algK. Durchσ stop-Abschluß bleibt diese Inklusion
erhalten (vgl. (2.10)).θi ist selbstadjungiert. Nun definieren wirxi durchxi ⊗ εi := θix.
Wir zeigenx = σs- limN

∑N
i=1 xi ⊗ εi. Aus∣∣∣x−

N∑
i=1

xi ⊗ εi
∣∣∣2 = |x|2 −

N∑
i=1

|xi |
2
0 ≥ 0 (2.16)

folgt
∑N
i=1 |xi |

2
0 ≤ |x|2, also die Beschränktheit der Summe und daher die

σ stop-Konvergenzσs- limN

∑N
i=1 |xi |

2
0 =:

∑∞
i=1 |xi |

2
0 ≤ |x|2 (Besselsche Ungleichung).

Diese Ungleichung muß wegen der Vollständigkeit von(εi)i∈N eine Gleichung (dieParze-
valsche Gleichung) werden. Die ProjektorenΘN :=

∑N
i=1 θi konvergieren nämlich mono-

ton gegen 1l⊗ 1l, so daß

〈ξ0 |

N∑
i=1

|xi |
2
0 η0〉 =

N∑
i=1

〈ξ0 | 〈x | θix〉η0〉 = 〈xξ0 |ΘNxη0〉

N→∞- 〈xξ0 | xη0〉 = 〈ξ0 | |x|2η0〉 ,

f.a.ξ0, η0 ∈ H0, das gewünschte Ergebnis zeigt. Da die linke Seite in (2.16) nun eine w*-
Nullfolge ist, erhalten wirx = σs- limN

∑N
i=1 xi ⊗ εi =:

∑∞
i=1 xi ⊗ εi. Die Eindeutigkeit

dieser Darstellung ist klar. Wir fassen unsere Analyse zusammen:

Satz. Das Hilbert-W*-ModulE⊗̄K ist isomorph zu⊕
N
E :=

{
(xi)N ⊂ E

∣∣∑∞
i=1|xi |

2
0 existiert imσ stop-Sinne

}
,

versehen mit dem inneren Produkt〈(xi)N | (yi)N〉 :=
∑∞
i=1〈xi |yi〉0 und der Modulwirkung

(xi)N a := (xia)N, a ∈ A0. Jedesx ∈ E⊗̄K besitzt eine eindeutige Zerlegungx =∑∞
i=1 xi ⊗ εi, mit xi := 1l⊗ [εi] x ∈ E.
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Korollar. Das Hilbert-W*-ModulA0⊗Hϕ zu(A0 ⊗ C, ψ0 ⊗ϕ,A0) ist isomorph zu⊕
N
A0 :=

{
(ai)N ⊂ A0

∣∣∑∞
i=1a

∗
iai existiert imσ stop-Sinne

}
,

versehen mit dem inneren Produkt〈(ai)N | (bi)N〉0 :=
∑∞
i=1 a

∗
ibi und der Modulwirkung

(ai)N b := (aib)N, b ∈ A0. Jedesx ∈ A⊗̄Hϕ besitzt eine eindeutige Zerlegungx =∑∞
i=1 ai ⊗ εi, mitai := 〈1l⊗ εi | x〉0 ∈ A0.

Bemerkung. Der Abschluß vonA0 ⊗alg Hϕ in der Norm ist das Hilbert-C*-Modul
A0 ⊗ Hϕ =

{
(ai)N ⊂ A0

∣∣ ∑∞
i=1 a

∗
iai existiert in der Norm

}
([Lan]). An dieser Stel-

le läßt sich nun einfach einsehen, daß durch den w*-Abschluß vonA0 ⊗Hϕ zu A0⊗Hϕ

normalerweise eine echte Erweiterung stattfindet. So liegt etwa eine Folge(pi)N paarwei-
se orthogonaler Projektorenpi ∈ A0 in A0⊗Hϕ, nicht jedoch inA0 ⊗ Hϕ. Natürlich
stimmen beide Räume überein, wennA0 endlichdimensional ist.

2.5.3 Zuletzt wollen wir noch den FallM2 ⊗ Hϕ vorstellen, weil hier das Modul eine
besonders einprägsame Darstellung erlaubt. Elemente aus diesem Hilbertmodul können
wie folgt realisiert werden:

M2 ⊗Hϕ =
{(

ξ11 ξ12
ξ21 ξ22

) ∣∣ ξ ij ∈ Hϕ

}
mit der Modulwirkung(

ξ11 ξ12
ξ21 ξ22

)(
a11 a12
a21 a22

)
:=

(
a11ξ11 + a21ξ12 a12ξ11 + a22ξ12
a11ξ21 + a21ξ22 a12ξ21 + a22ξ22

)
, aij ∈ C ,

dem inneren Produkt〈(
η11 η12
η21 η22

) ∣∣∣∣ (ξ11 ξ12
ξ21 ξ22

)〉
0

:=

(
〈η11 | ξ11〉+ 〈η21 | ξ21〉 〈η11 | ξ12〉+ 〈η21 | ξ22〉
〈η12 | ξ11〉+ 〈η22 | ξ21〉 〈η12 | ξ12〉+ 〈η22 | ξ22〉

)
und für unabhängige Elemente des Moduls(

η11 η12
η21 η22

)(
ξ11 ξ12
ξ21 ξ22

)
:=

(
η11ξ11 + η12ξ21 η11ξ12 + η12ξ22
η21ξ11 + η22ξ21 η21ξ12 + η22ξ22

)
.

Dabei gehörenηij undξij zu den GNS-Hilberträumenϕ-unabhängiger Unteralgebren von
C, und mitηijξkl ist das Produkt im GNS-HilbertraumHϕ gemeint (das in unserer Kon-
struktion 2.4.1 enthalten ist, wenn wir als bedingte Erwartung den Zustandϕ verwenden).

2.6 Drei Ebenen des weißen Rauschens

Mit den Ergebnissen der letzten Abschnitte haben wir nun drei Ebenen zur Verfügung, auf
denen wir das weiße Rauschen betrachten können. Da ist zuerst die algebraische Ebene

(A, ψ, St, (AI)I) , (2.17)
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auf der wir das Rauschen eingeführt haben. Die zweite Ebenen ist die des zu(A, ψ,A0)

gehörenden Hilbert-W*-ModulsL2(A, P0):

(L2(A, P0),1l, St, (L
2(AI, P0))I) . (2.18)

Nach Satz 2.3.3 lassen sichSt undPI mit allen wünschenswerten Stetigkeitseigenschaften
aufL2(A, P0) ausdehnen und nach Satz 2.4.1 ist das zuAI gehörenden Hilbert-W*-Modul
das UntermodulL2(AI, P0). Die Unabhängigkeit der AlgebrenAI und AJ für disjunkte
IntervalleI undJ drückt sich in (2.13) aus.
Als dritte Ebene haben wir noch die GNS-Darstellung

(L2(A, ψ),1l, St, (L
2(AI, ψ))I) . (2.19)

Hier gilt dasselbe, was zur zweiten Ebene zu sagen war, denn der GNS-Hilbertraum ist
ja das Hilbert-W*-Modul zu(A, ψ,C · 1l). Allerdings gibt es einen entscheidenden Un-
terschied: Wir haben unterψ für unabhängige Elemente keine Faktorisierungseigenschaft
mehr zu erwarten. Das ist der Grund, warum das stochastische Integral nicht imHψ ent-
wickelt wird. Zwar läßt sich eine Integrationstheorie vonL2(A, P0) in L2(A, ψ) abbilden,
aber das bedeutet, daß nur Prozesse zur Integration zugelassen werden können, die ur-
sprünglich ausL2(A, P0) stammten.



3. Additive Kozyklen

3.1 Unitale Kozyklen

Wir gehen von der Hilbertmodul-Version(L2(A, P0),1l, St, (L2(AI, P0))I) eines weißen
Rauschens(A, ψ, St, (AI)I) aus.

3.1.1 Definition. Wir bezeichnen eine w*-stetige Familieu := (ut)t≥0 ⊂ L2(A, P0) als
unitalen Kozyklus(zum weißen Rauschen(L2(A, P0),1l, St, (L2(AI, P0))I)), wenn sie für
alle t, s ≥ 0 die folgenden Eigenschaften besitzt:

i) |ut |0 = 1l,

ii) ut ∈ L2(A[0,t], P0), (Adaptiertheit)

iii) ut+s = (Stus)ut. (Kozykleneigenschaft)

Ein unitärer Kozyklus (1.7.3) ist offensichtlich auch ein unitaler Kozyklus. Wie für unitäre
Kozyklen folgt aus den geforderten Eigenschaftenu0 = 1l: Aus ii) erhalten wiru0 ∈ A0

und aus iii)u0 = u20, oderu0(u0 − 1l) = 0. Schließlich bedeutet i)u∗0u0 = 1l, also
u0 − 1l = u∗0u0(u0 − 1l) = 0.
Auch dieσ stop-Stetigkeit läßt sich, analog zum unitären Fall, folgern. Dazu benötigen wir
ein kleines Lemma, das eine technische Eigenschaft auf den Punkt bringt, die eigentlich
klar ist, die wir aber in unseren Beweisen wiederholt benutzen werden.

Lemma. Eine w*- bzw.σ stop-konvergente Folge ausA0P0 ⊆ B(H0) ist auch inB(Hψ)

w*- bzw.σ stop-konvergent.

Beweis.Die AbbildungA0 3 a 7→ aP0 ∈ B(Hψ) ist ein *-Isomorphismus vonA0 auf
A0P0 und daher w*-w*- bzw.σ stop-σ stop-stetig. �

Nun zur Stetigkeit vonu. Es genügt die stop-Stetigkeit zu zeigen, da ein unitaler Kozyklus
ja ‖ ‖0-beschränkt ist. Es gilt (vgl. (2.13)):

|ut+s − ut |
2
0 = 〈(Stus)ut − ut | (Stus)ut − ut〉0

= 1l − 〈ut | 〈us | 1l〉0ut〉0 − 〈ut | 〈1l |us〉0ut〉0 + 1l

= 〈ut | 〈1l − us | 1l〉0ut〉0 + 〈ut | 〈1l | 1l − us〉0ut〉0 ,

47
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also wegen der vorausgesetzten w*-Stetigkeit vonu und obigem Lemma fürξ ∈ H0

dξ(ut+s − ut)
2 = 〈utξ | 〈1l − us | 1l〉0utξ〉+ 〈utξ | 〈1l | 1l − us〉0utξ〉

s→ 0- 0 .
Diese Rechnung zeigt auch wieder, daß die Stetigkeit nur int = 0 geprüft werden muß.
Die Faktorisierung unabhängiger Elemente unterP0, die eben bewiesene Stetigkeit vonu
und iii) ergeben nun die erste wichtige Folgerung: Durch

At := 〈1l |ut〉0 = P0ut = eKt (3.1)

wird eine stark-stetige KontraktionshalbgruppeA := (At)t≥0 ⊂ A0 mit einem zuA0

affiliierten GeneratorK definiert. Für einξ aus dem DefinitionsbereichD(K) vonK und
eina ′ ∈ A ′0 gilt nämlicha ′Kξ = limt↘ 0 1t (At − 1l)a ′ξ, worausa ′ξ ∈ D(K) unda ′Kξ =

Ka ′ξ folgt. Das bedeuteta ′K ⊆ Ka ′ für allea ′ ∈ A ′0, also gerade die Affiliiertheit vonK
zuA0.
A ist genau dann‖ ‖-stetig, wennu ‖ ‖0-stetig ist. Das liegt an folgender Abschätzung:

‖At − 1l‖2 = ‖ |〈1l |ut − 1l〉0 |2‖ ≤ ‖ |ut − 1l|20‖ = ‖ut − 1l‖20
= ‖1l − 〈ut | 1l〉0 − 〈1l |ut〉0 + 1l‖
≤ ‖At − 1l‖+ ‖A∗t − 1l‖ .

Die zweite wichtige Folgerung ist, daß durchRt(x) := 〈ut | xut〉0, x ∈ A0, eine punktwei-
se w*-stetige KontraktionshalbgruppeR := (Rt)t≥0 auf A0 definiert wird. Die Stetigkeit
folgt sofort aus derσ stop-Stetigkeit vonu und den Stetigkeitseigenschaften von〈· | ·〉0.
Die Halbgruppeneigenschaft ist, wie nicht anders zu erwarten, eine Folge von (2.13): Für
allex ∈ A0 haben wir

Rt+s(x) = 〈(Stus)ut | x(Stus)ut〉0 = 〈ut | 〈us | xus〉0ut〉0 = Rt ◦ Rs(x) .

Istu ‖ ‖0-stetig, so istR ‖ ‖-stetig. Das ergibt sich völlig analog zum Fall unitärer Kozyklen
in 1.7.4. Wir stellen unsere Überlegungen in folgendem Satz zusammen:

3.1.2 Satz.Ein unitaler Kozyklusu ⊂ L2(A, P0) definiert überAt := P0ut eine stark-
stetige Kontraktionshalbgruppe ausA0, die genau dann‖ ‖-stetig ist, wennu ‖ ‖0-stetig ist.
DurchRt := 〈ut | · ut〉0 wird eine vollständig positive, punktweise w*-stetige1l-erhaltende
Kontraktionshalbgruppe aufA0 erklärt, die für‖ ‖0-stetigesu ‖ ‖-stetig ist.

Nachdem wir in 3.2 die Konstruktion additiver Kozyklen aus unitalen behandelt haben,
werden wir die in 3.4.3 gewonnenen Ergebnisse nutzen, um den Generator vonR anzuge-
ben.

3.1.3 Proposition. Für r, s, t ≥ 0 unda ∈ A0 gilt:

i)
〈
Srus

∣∣aut〉0 = Rs
(
aAt−r−s

)
Ar , 0 ≤ s ≤ t− r,

ii)
〈
Srus

∣∣aut〉0 = Rt−r
(
A∗s−t+ra

)
Ar , 0 ≤ t− r ≤ s.
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Beweis.
t− r ≥ 0:〈

Srus
∣∣aut〉0 =

〈
Srus

∣∣ (Sraut−r)ur〉0 (2.13)
=
〈
1l
∣∣ 〈us |aut−r〉0 ur〉0

= 〈us |aut−r〉0Ar . (∗)

0 ≤ s ≤ t− r:〈
Srus

∣∣aut〉0 (∗)
=
〈
us
∣∣a(Ssut−r−s)us

〉
0
Ar

(2.13)
=
〈
us
∣∣a〈1l |ut−r−s〉0 us〉0Ar

= Rs
(
aAt−r−s

)
Ar .

0 ≤ t− r ≤ s:〈
Srus

∣∣aut〉0 (∗)
=
〈
(St−rus−(t−r))ut−r

∣∣aut−r〉0Ar (2.13)
=
〈
ut−r

∣∣A∗s−t+raut−r〉0Ar
= Rt−r

(
A∗s−t+ra

)
Ar . �

3.2 Die Standardkonstruktion

Versehen mit den Ergebnissen des vorigen Abschnittes können wir uns nun daran machen,
das in 1.9.2 an einem einfachen Beispiel vorgestellte Programm zur Konstruktion additiver
Kozyklen durchzuführen. Wir gehen von einem‖ ‖0-stetigen unitalen KozyklusumitAt :=

P0ut = eKt aus.

3.2.1 Proposition. Für einen unitalen Kozyklusu ⊂ L2(A, P0) existiert

bt := ‖ ‖0- lim
Z∈Z(t)

nZ−1∑
i=0

Stiuti+1−ti −Ati+1−ti ∈ L2(A[0,t], P0) . (3.2)

Dabei istZ := {ti ≥ 0 | 0 = t0 < t1 < ... < tnZ
= t} eine Zerlegung des Intervalls[0, t]

mit der FeinheitδZ := max{|ti+1−ti| |i = 0, ..., nZ−1}. Z(t) ist ein Netz von Zerlegungen
des Intervalls[0, t], dessen Feinheit gegen Null konvergiert. Seine Halbordnung ist durch
Inklusion gegeben:Z �W, falls W ⊆ Z, für Z,W ∈ Z(t).
Der Grenzwertbt ist unabhängig von dem verwendeten Netz.

Beweis.Wir setzen

cZ(t) :=

nZ−1∑
i=0

Stiuti+1−ti −Ati+1−ti . (3.3)

Wir zeigen, daß(cZ(t))Z∈Z(t) in L2(A, P0) ein ‖ ‖0-Cauchy-Netz ist. FürZ,W ∈ Z(t)

bezeichneZW die gemeinsame Verfeinerung vonZ undW. Wegen

‖cZ(t) − cW(t)‖0 ≤ ‖cZ(t) − cZW(t)‖0 + ‖cW(t) − cZW(t)‖0 (3.4)
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genügt es,‖cZ(t) − cZW(t)‖20 zu untersuchen, und für diesen Ausdruck wiederum ist
〈cZ(t) | cZW(t)〉0 maßgebend. Für die PartitionZW seienti + si,j, j = 1, ..., ni − 1 die
zusätzlichen Teilungspunkte im Intervall[ti, ti+1]. Wir setzenvs := us −As für s ∈ [0, t],
si,0 := 0 undsi,ni := ti+1 − ti.

〈cZ(t) | cZW(t)〉0 =

nZ−1∑
i=0

nZ−1∑
k=0

nk−1∑
j=0

〈
Stivti+1−ti

∣∣Stk+sk,jvsk,j+1−sk,j
〉
0

=

nZ−1∑
i=0

ni−1∑
j=0

〈
uti+1−ti −Ati+1−ti

∣∣Ssi,jusi,j+1−si,j −Asi,j+1−si,j
〉
0

=

nZ−1∑
i=0

ni−1∑
j=0

〈
uti+1−ti

∣∣Ssi,jusi,j+1−si,j 〉0 −A∗ti+1−tiAsi,j+1−si,j

=

nZ−1∑
i=0

ni−1∑
j=0

A∗si,jRsi,j+1−si,j

(
A∗ti+1−ti−si,j+1

)
−A∗ti+1−tiAsi,j+1−si,j ,

dennsi,j+1 − si,j ≤ ti+1 − ti − si,j erlaubt die Anwendung von Proposition 3.1.3, i),

=

nZ−1∑
i=0

ni−1∑
j=0

A∗si,j

(
Rsi,j+1−si,j − id

)(
A∗ti+1−ti−si,j+1 − 1l

)
+

nZ−1∑
i=0

ni−1∑
j=0

A∗(ti+1−ti)−(si,j+1−si,j)

(
1l −A∗si,j+1−si,jAsi,j+1−si,j

)
Diese beiden Summanden werden getrennt untersucht. Zunächst folgt aus der Normstetig-
keit der Halbgruppen(Rt)t≥0 und(At)t≥0 die Existenz einer ZahlM > 0mit

‖Rt − id‖ ≤M · t , ‖At − 1l‖ ≤M · t , ‖A∗tAt − 1l‖ ≤M · t .

Damit läßt sich der erste Summand folgendermaßen abschätzen:

∥∥∥ nZ−1∑
i=0

ni−1∑
j=0

A∗si,j

(
Rsi,j+1−si,j − id

)(
A∗ti+1−ti−si,j+1 − 1l

)∥∥∥
≤M2 ·

nZ−1∑
i=0

ni−1∑
j=0

(si,j+1 − si,j)(ti+1 − ti − si,j+1)

≤M2 ·
nZ−1∑
i=0

ni−1∑
j=0

(si,j+1 − si,j)(ti+1 − ti)

= M2 ·
nZ−1∑
i=0

(ti+1 − ti)
2 ≤M2 · δZ

nZ−1∑
i=0

ti+1 − ti
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= M2 · δZ · t ≤M2 ·max{δZ, δW} · t .

Der zweite konvergiert gegen−t · (K+ K∗) =: t ·Λ:∥∥∥ nZ−1∑
i=0

ni−1∑
j=0

A∗(ti+1−ti)−(si,j+1−si,j)

(
1l −A∗si,j+1−si,jAsi,j+1−si,j

)
− t ·Λ

∥∥∥
≤

nZ−1∑
i=0

ni−1∑
j=0

∥∥A∗(ti+1−ti)−(si,j+1−si,j)
− 1l

∥∥·∥∥1l −A∗si,j+1−si,jAsi,j+1−si,j
∥∥

+

nZ−1∑
i=0

ni−1∑
j=0

∥∥∥ 1l −A∗si,j+1−si,jAsi,j+1−si,j
si,j+1 − si,j

−Λ
∥∥∥·(si,j+1 − si,j)

≤
nZ−1∑
i=0

ni−1∑
j=0

M2 ·
(
(ti+1 − ti) − (si,j+1 − si,j)

)
· (si,j+1 − si,j)

+

nZ−1∑
i=0

ni−1∑
j=0

ε·(si,j+1 − si,j)

≤
nZ−1∑
i=0

ni−1∑
j=0

M2(ti+1 − ti)(si,j+1 − si,j) + ε · t

=

nZ−1∑
i=0

M2(ti+1 − ti)
2 + ε·

≤ (M2 · δZ + ε) · t ≤ (M2 ·max{δZ, δW} + ε) · t .

Dabei wurde
∥∥ 1l−A∗δAδ

δ
−Λ

∥∥ ≤ ε für alle0 < δ ≤ δε, mit geeignetemδε > 0, benutzt und
angenommen, daß max{δZ, δW} < δε erfüllt ist. Für alle ZerlegungenZ,W ∈ Z(t) mit
max{δZ, δW} < min{δε, ε} erhalten wir somit∥∥〈cZ(t) | cZW(t)〉0 −Λ · t

∥∥ ≤ ε · (2M2 + 1) · t , (3.5)

also

‖cZ(t) − cZW(t)‖20 ≤ ‖〈cZ(t) | cZ(t)〉0 −Λ · t‖+ ‖〈cZ(t) | cZW(t)〉0 −Λ · t‖
+ ‖〈cZW(t) | cZ(t)〉0 −Λ · t‖+ ‖〈cZW(t) | cZW(t)〉0 −Λ · t‖
≤ 4ε · (2M2 + 1) · t .

Dieselbe Abschätzung ergibt sich natürlich auch für‖cW(t) − cZW(t)‖20, so daß

‖cZ(t) − cW(t)‖20 ≤ 16ε · (2M2 + 1) · t
für alle ZerlegungenZ,W ∈ Z(t) mit Z,W � Zε ∈ Z(t) gilt, sobaldZε eine Zerlegung
mit einer Feinheit kleiner als min{δε, ε} ist. Damit ist(cZ(t))Z∈Z(t) ein Cauchy-Netz mit
einem Grenzelementbt := ‖ ‖0- limZ∈Z(t) cZ(t) ∈ L2(A, P0).
Die Unabhängigkeit vonbt von dem verwendeten NetzZ(t) kann leicht mit Hilfe der
Abschätzung (3.4) eingesehen werden. �
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3.2.2 Die Kozykleneigenschaft.Aus zwei NetzenZ(s) und Z(t) von Zerlegungen
des Intervalls[0, s] bzw. [0, t] wie in Proposition 3.2.1 definieren wir auf folgen-
de Weise ein NetzZ(s + t) von Zerlegungen für das Intervall[0, s + t]: Für
Zs := {si ≥ 0 | 0 = s0 < s1 < ... < sns = s} ∈ Z(s) sei t + Zs die Zerlegung
{t+ si | 0 = s0 < s1 < ... < sns = s} des Intervalls[t, t + s]. Für jede Paar(Zt.Zs) von
ZerlegungenZt ∈ Z(t) und Zs ∈ Z(s) definieren wir durchZ := Zt ∪ (t + Zs) =

{ti ≥ 0 | 0 = t0 < t1 < ... < tnt = t} ∪ {t+ si | 0 = s0 < s1 < ... < sns = s} eine Ele-
ment des NetzesZ(t + s). Die Feinheit dieses Netzes strebt offensichtlich gegen Null.
Wir erhalten:

cZ(t+ s) =

nt−1∑
i=0

Sti(vti+1−ti) +

ns−1∑
i=0

St+si(vsi+1−si) = cZt(t) + StcZs(s) .

Aus der in 3.2.1 bewiesenen Netzkonvergenz von(cZ(t + s))Z∈Z(t+s), (cZt(t))Zt∈Z(t)

und (cZs(s))Zs∈Z(s) gegenbt+s, bt bzw. bs erhalten wir die Kozyklengleichung für
b := (bt)t≥0 ⊂ L2(A, P0):

bt+s = bt + Stbs , t, s ≥ 0 . (3.6)

Nach Gleichung (3.5) ist

lim
Z∈Z(t)

|cZ(t)|20 = |bt |
2
0 = t ·Λ = −t(K+ K∗) . (3.7)

Daher ergibt sich die‖ ‖0-Stetigkeit vont 7→ bt aus

|bt − bs |
2
0 = |S|t−s|b|t−s| |

2
0 = |b|t−s| |

2
0 = |t− s| ·Λ .

Hier wurde die Kozykleneigenschaft (3.6) und die Unitarität vonSt aufL2(A, P0) benutzt.
bt ist zentriert, dennvs ist es:

〈1l |bt〉0 = ‖ ‖- lim
Z∈Z(t)

nZ−1∑
i=0

〈1l | vti+1−ti〉0 = 0 .

Fürb gilt der ‘Satz des Pythagoras’ in folgender Form:

|bt+s |
2
0 = (t+ s) ·Λ = t ·Λ+ s ·Λ = |bt |

2
0 + |bs |

2
0 .

Wir fassen diese Eigenschaften zur Definition eines additiven Kozyklus zusammen.

3.2.3 Definition. Eine Familieβ := (βt)t≥0 ⊂ L2(A, P0) heißtadditiver Kozyklus(zum
weißen Rauschen(L2(A, P0),1l, St, (L2(AI, P0))I)), wenn sie folgende Eigenschaften be-
sitzt:

i) βt ∈ L2(A[0,t], P0), (Adaptiertheit)

ii) βt+s = βt + Stβs, (Kozykleneigenschaft)

iii) t 7→ βt ist σ stop-stetig.

Hierbei ists, t ≥ 0. Gilt zusätzlich〈1l |βt〉0 = 0, so nennen wir den Kozykluszentriert.
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Wir werden uns im nächsten Abschnitt davon überzeugen, daß diese Eigenschaften die
‘wesentlichen’ sind, d.h., daß durch sie die Ergebnisse aus 3.2.2 reproduziert werden kön-
nen.

3.2.4 Durch die Konstruktion (3.2) haben wir also aus einem‖ ‖0-stetigen unitalen Ko-
zyklus u mit zugehöriger KontraktionshalbgruppeAt = P0ut = eKt einen zentrierten
additiven Kozyklusb mit |bt |

2
0 = −(K+ K∗)t gewonnen. Eine kleine Abwandlung dieser

Konstruktion ergibt einen nichtzentrierten additiven Kozyklusβ:

βt := ‖ ‖0- lim
Z∈Z(t)

nZ−1∑
i=0

Sti
(
uti+1−ti − 1l

)
, (3.8)

denn die beiden Ansätze (3.2) und (3.8) unterscheiden sich nur durch den Term∑nZ−1
i=0 Ati+1−ti −1l, von dem leicht einzusehen ist, daß er in der Norm gegenK · t konver-

giert. Der Zusammenhang zwischen dem zentrierten Kozyklusb und dem nicht zentrierten
β besteht demnach inβt = bt + Kt.

Die Konstruktion (3.2) bzw. (3.8) werden wir von jetzt an alsStandardkonstruktionbe-
zeichnen.

3.3 Beispiele zur Standardkonstruktion

In diesem Abschnitt wollen wir die Standardkonstruktion mit einfachen unitären Kozyklen
zum klassischen und dem Poissonschen weißen Rauschen illustrieren.

3.3.1 Wir überlegen uns zunächst, auf welche Ausdrücke wir stoßen, wenn wir versu-
chen, den additiven Kozyklusb zu identifizieren, der zur Standardkonstruktion bzgl. eines
unitären Kozyklusu gehört. Da die Konvergenz der Standardkonstruktion gesichert ist,
benutzen wir für (3.2) eine ‘2n-Zerlegung’ des Intervalls[0, t], wie in (1.9):

Sn(t) =

2n−1∑
i=0

[Siδnuδn −Aδn ] ,

mit δn := t · 2−n,At := P0ut = eKt. Abzuschätzen ist der folgende Ausdruck:

∣∣∣ 2n−1∑
i=0

[Siδnuδn −Aδn] − bt

∣∣∣2
0

=
∣∣∣ 2n−1∑
i=0

Siδn(uδn −Aδn − bδn)
∣∣∣2
0

=

2n−1∑
i=0

1l −A∗δnAδn + δn|b1 |
2
0 − 2Re〈uδn |bδn〉0 . (3.9)

Die Summe der ersten drei Ausdrücke konvergiert gegen−(K+ K∗)t+ |b1 |
2
0 t. Der letzte

Summand〈uδn |bδn〉0 und |b1 |
2
0 müssen konkret ausgerechnet werden.
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3.3.2 Die Brownsche Bewegung.Wir starten mit dem unitären Kozyklusut := eiλBt ∈
L∞(S ′, Σ, µ), mit dem Brownschen Bewegungsprozeß(Bt)t≥0 ⊂ L2(S ′, Σ, µ) aus dem
einführenden Abschnitt 1.9.2.P0 ist durch den ErwartungswertE(·) bzgl. dem Bochner-
Minlos-Maßµ gegeben (A0 = C · 1l). Als Ergebnis der Standardkonstruktion bzgl.u
vermuten wirbt := iλBt. Dann ist|b1 |

2
0 = λ2E(B21) = λ2 undAt = e−λ2t/2, d.h.K = −λ2

2
.

Den letzten Summanden in (3.9) erhalten wir folgendermaßen:

〈ut |bt〉0 = iλE(e−iBtBt) = −
d

ds
E(e−isλBt)

∣∣∣
s=1

= −
d

ds
e−s2 λ

2t
2

∣∣∣
s=1

= λ2te−λ
2t
2 .

Damit konvergiert (3.9) gegen−(−λ2

2
− λ2

2
)t + λ2t − 2λ2t limn e−λ2δn/2 = 0. Unsere

Vermutung erweist sich somit als richtig.

3.3.3 Der Poisson-Prozeß.Mit Hilfe des zentrierten Poisson-ProzessesYt := Xt − λt

der Intensitätλ > 0 und Sprunghöhe1 (vgl. 1.5.2) bilden wir mit beliebigemα ∈ R die
unitären Kozyklenut := eiαYt undvt := eiαXt . Diese Beispiele zeigen, daß wir mit den
Vermutungen über das Ergebnisb der Standardkonstruktion etwas vorsichtig sein müssen:
Anders als im Fall der Brownschen Bewegung erhalten wir nicht etwaiαYt, sondern in
beiden Beispielenbt = (eiα − 1)Yt. Dabei ist nicht bemerkenswert, daß die Kozyklenu
undv denselben additiven Kozyklus liefern, denn sie unterscheiden sich ja nur um einen
Phasenfaktor e−iαλt, der bei der Standardkonstruktion nur in dem harmlosen gemeinsamen
Faktor e−iαλδn zu Buche schlägt. An diesem Beispiel wird vielmehr deutlich, daß die Stan-
dardkonstruktion bzgl.v normalerweise nichtbt = iαYt liefern darf: Wir müssen fürα
nur2π wählen, umvt = 1 und damitbt = 0 zu erhalten.
Wir können den Beweis für den behaupteten Grenzwertbt = (eiα − 1)Yt direkt führen,
nach dem gleichen Schema, wie in 3.3.1 vorgezeichnet und werden das unten auch tun.
Da aber der klassische Poisson-Prozeß einen solch übersichtlichen Pfadraum besitzt, ha-
ben wir hier die Chance, die Standardkonstruktion pfadweise verstehen zu können. Wir
beginnen mitv:

At = E(eiαXt) = e(eiα−1)λt =: eKt .

Damit erhalten wirω ∈ Ω:

Sn(t)(ω) =

2n−1∑
k=0

Skδn(e
iαXδn − eKδn)(ω) =

2n−1∑
k=0

eiαX(k+1)δn−iαXkδn (ω) − 2neKδn

=

2n−1∑
k=0

eiα(ω(k+1)δn−ωkδn ) − tδ−1
n eKδn .

Die Summe enthält für fast alleω ∈ Ω und für genügend großesn ∈ N nur Summanden,
für die zwischenkδn und(k + 1)δn genau eine, oder keine Sprungstelle vonω liegt. Die
erstgenannten summieren sich also zu eiα Xt(ω). Ergänzen wir das zu(eiα− 1)Xt(ω), so
ergibt die restliche Summe genautδ−1

n (1− eKδn). Zusammengenommen erhalten wir:

(eiα − 1)Xt(ω) + tδ−1
n (1− eKδn)

n→∞-
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(eiα − 1)Xt(ω) − Kt = (eiα − 1)(Xt(ω) − λt) = (eiα − 1)Yt(ω) .

Nun die direkte Methode nach 3.3.1 füru: At = E(eiαYt) = e(eiα−iα−1)λt =: eKt, so
daß−(K + K∗)t = 2λt (1 − cos(α)) = λt |eiα − 1|2. Für den vermuteten Grenzwert
bt := (eiα − 1)Yt gilt |bt |

2
0 = E(b∗tbt) = λt |eiα − 1|2 und

〈ut |bt〉0 = E(e−iαYt Yt)(e
iα − 1) = i

d

ds
E(e−isYt)

∣∣∣
s=α

(eiα − 1)

= λt |eiα − 1|2 · eK∗t .

Damit konvergiert (3.9) gegen2λt |eiα − 1|2 − 2λt |eiα − 1|2 Re limn eK
∗δn = 0.

Bemerkung. In 6.1 führen wir die Standardkonstruktion zu einem unitären Kozyklus des
verallgemeinerten Poissonschen weißen Rauschens aus Abschnitt 1.8 durch.

3.4 Eigenschaften additiver Kozyklen

3.4.1 Stetigkeit. Wir untersuchen zunächst die Stetigkeit zentrierter additiver Kozyklen
b := (bt)t≥0. Es wird sich herausstellen, daß für sie die in 3.2.3 geforderte Stetigkeit
automatisch erfüllt ist, ja daß sogar‖ ‖0-Stetigkeit vorliegt. Die Ursache dafür ist die sog.
Martingaleigenschaftvonb:

P(−∞,t]bt+s = bt

f.a. t, s ≥ 0. Diese kann wegen der stochastischen Unabhängigkeit vonL2(A[t,∞), P0)

und L2(A(−∞,t], P0) leicht folgendermaßen eingesehen werden:P(−∞,t]bt+s = bt +

P(−∞,t]P[t,∞)Stbs = bt + P0bs = bt. Nach Lemma 1.4.3 und Satz 2.3.3 ist die Abbil-
dungt 7→ P(−∞,t] punktweiseσ stop-stetig. Daher folgt aus

bt+s = P(−∞,t+s]bt+1 s→ 0

σ stop

- P(−∞,t]bt+1 = bt (3.10)

zunächst dieσ stop-Stetigkeit vonb. Für die behauptete‖ ‖0-Stetigkeit zeigen wir etwas
mehr, als wir im Augenblick benötigen. Wir stellen damit, bei nur geringem Mehrauf-
wand, ein Ergebnis bereit, das wir später für die Entwicklung des stochastischen Integrals
brauchen werden (vgl. (4.3), (4.4)). Dazu seic := (ct)t≥0 ein weiterer zentrierter Kozy-
klus. Für jedest ≥ 0 definieren wir durchA0 3 a 7→ 〈bt |act〉0 eine lineare Abbildung
Γt auf A0. Mit der Kozyklengleichung und der Zentriertheit vonb bzw. c erhalten wir
〈bt |aStcs)〉0 = 〈bt | 1l〉0〈1l |acs〉0 = 0 und damit

Γt+s(a) = 〈bt+s |act+s〉0 = 〈bt + Stbs |a(ct + Stcs)〉0 = 〈bt |act〉0 + 〈bs |acs〉0
= Γt(a) + Γs(a) .

Für alleω ∈ A0∗ ergibt sich daraus die stetige Funktionalgleichungω(Γt+s(a)) =

ω(Γt(a)) +ω(Γs(a)) (denn nach unseren obigen Überlegungen istt 7→ Γt(a) w*-stetig),
die bekanntlich die einzige Lösungω(Γt(a)) = t · ω(Γ1(a)) besitzt. Daω ∈ A0∗ die
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Punkte inA0 trennt, folgtΓt(a) = Γ1(a) · t für alle a ∈ A0. Die ‖ ‖0-Stetigkeit vonb
erhalten wir nun einfach füra = 1l undc = b aus|bt |20 = |b1 |

2
0 · t.

Einen nichtzentrierten additiven Kozyklusβ spalten wir auf:βt =: bt + P0βt. t 7→ bt ist
‖ ‖0- undt 7→ P0βt σ stop-stetig. Dieselbe Argumentation wie fürb ergibtP0βt = K · t,
mit K := P0β1 ∈ A0. Damit ist also auchβ ‖ ‖0-stetig.
Es sei an dieser Stelle bemerkt, daß für nichtzentrierte additive Kozyklen auf die Stetig-
keitsforderung iii) in 3.2.3 nicht verzichtet werden kann. Man braucht ja nur eine nichtste-
tige Lösung der Funktionalgleichungf(t+ s) = f(t) + f(s) durchβt := f(t) · 1l zu einem
additiven Kozyklus zu machen, um einzusehen, daß die Stetigkeit im nichtzentrierten Fall
keine Folgerung aus den übrigen Eigenschaften des Kozyklus’ ist.
Schließlich sind die AbbildungenA0 3 a 7→ Λ(a) = b∗tabt und A0 3 a 7→ Γ(a) =

b∗tact w*-w*-stetig (vgl. Satz 2.3.4).

Wir fixieren unsere Überlegungen in folgender Proposition:

3.4.2 Proposition. Ein additiver Kozyklusβ ist ‖ ‖0-stetig und läßt sich gemäßβt = bt +

K · t, K ∈ A0, in einen zentrierten und einen nichtstochastischen additiven Kozyklusbt
bzw.K · t aufspalten. Für einen weiteren zentrierten additiven Kozyklusc und allea ∈ A0

folgt mit der w*-w*-stetigen, vollständig beschränkten AbbildungΓ := 〈b1 | · c1〉0 und der
w*-w*-stetigen, vollständig positiven AbbildungΛ := 〈b1 | · b1〉0 für alle a ∈ A0:

〈bt |act〉0 = Γ(a) · t , (3.11)

〈bt |abt〉0 = Λ(a) · t . (3.12)

3.4.3 Der Generator vonR. Mit den Techniken aus 3.2 sind wir nun in der Lage, den
Lindblad-GeneratorL der HalbgruppeRt := 〈ut | · ut〉0, die aus einem‖ ‖0-stetigen unita-
len Kozyklusu gebildet wird, mit dem gemäß 3.2.1 zuu gehörenden additiven Kozyklus
b in Verbindung zu bringen. Dazu bestimmen wir die AbbildungΛ aus Proposition 3.4.2.
Die Netzkonvergenz in Proposition 3.2.1 erlaubt es uns dabei, eine einfache, nämlich äqui-
distante ZerlegungsfolgeZn := {iδn | δn := 2−nt, i = 0, ..., 2n} ∈ Z(t) von [0, t] in der
Standardkonstruktion (3.2) zu verwenden:

Λ(a) · t = 〈bt |abt〉0 = limn

2n−1∑
i,j=0

〈Siδn(uδn −Aδn) |aSjδn(uδn −Aδn)〉0

= limn

2n−1∑
i=0

〈uδn −Aδn |a(uδn −Aδn)〉0

= limn
1
δn

(
Rδn(a) − a+ a−A∗δnaAδn

)
· t

=
(
L(a) − K∗a− aK

)
· t .

Damit ist der GeneratorL durch

A0 3 a 7→ L(a) = Λ(a) + K∗a+ aK , (3.13)

gegeben. AusL(1l) = 0 ergibt sichΛ(1l) = |b1 |
2
0 = −(K+ K∗) ≥ 0.
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3.4.4 Das Ergebnis dieses Kapitels können wir nun wie folgt zusammenfassen:

Theorem. Ein ‖ ‖0-stetiger unitaler Kozyklusu ⊂ L2(A, P0), mit zugehöriger Kontrakti-
onshalbgruppeAt := P0ut = eKt, definiert durch die Standardkonstruktionen

βt := ‖ ‖0- lim
Z∈Z(t)

nZ−1∑
i=0

Stiuti+1−ti − 1l , (3.14)

bzw.

bt := ‖ ‖0- lim
Z∈Z(t)

nZ−1∑
i=0

Stiuti+1−ti −Ati+1−ti (3.15)

einen additiven, bzw. einen zentrierten additiven Kozyklusβ ⊂ L2(A, P0) bzw. b ⊂
L2(A, P0). β und b hängen überβt = bt + K · t zusammen. Darüberhinaus gilt
|bt |

2
0 = −(K+ K∗) · t.

DurchRt = 〈ut | · ut〉0 wird aufA0 eine‖ ‖-stetige1l-erhaltende Kontraktionshalbgruppe
definiert, deren Lindblad-GeneratorL durch

L(a) = Λ(a) + K∗a+ aK , a ∈ A0 , (3.16)

mitΛ := 〈b1 | · b1〉0 gegeben ist.
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3.4.5 Für eine spätere Anwendung (Lemma 4.5.4) stellen wir nun noch ein technisches
Ergebnis bereit.

Lemma. b sei der additive Kozyklus zu einem unitalen Kozyklusu gemäß der Standard-
konstruktion. Dann gilt mitAt := P0ut undΛ := 〈b1 | · b1〉0:

〈bt |aut〉0 =

∫ t
0

Λ
(
aAt−s

)
As ds , a ∈ A0 . (3.17)

Beweis.Für0 ≤ s ≤ t−r unda ∈ A0 gilt nach Proposition 3.1.3, i) mitRt := 〈ut | · ut〉0:

〈Srus |aut〉0 = Rs
(
aAt−r−s

)
Ar .

Der Lindblad-Generator von(Rt)t≥0 ist durch (3.16) gegeben. Wir verwenden für die Stan-
dardkonstruktion (3.15) dieselbe ‘2−n-Zerlegung’ wie in 3.4.3 und erhalten:

〈bt |aut 〉0 = ‖ ‖0- limn

2n−1∑
i=0

〈Siδnuδn −Aδn |aut 〉0

= ‖ ‖0- limn

2n−1∑
i=0

[
Rδn
(
aAt−(i+1)δn

)
Aiδn −A∗δnaAδn

]
= ‖ ‖0- limn

2n−1∑
i=0

[Rδn − id

δn
− L
](
aAt−(i+1)δn

)
Aiδn · δn

+ ‖ ‖0- limn

2n−1∑
i=0

L
(
aAt−(i+1)δn

)
Aiδn · δn

+ ‖ ‖0- limn t ·
[
a
At−δn −At

δn
+

1l −A∗δn
δn

aAt

]
=

∫ t
0

L
(
aAt−s

)
As ds− t · (aK+ K∗a)At

(3.16)
=

∫ t
0

Λ
(
aAt−s

)
As ds+ t · K∗aAt

+

∫ t
0

aAt−sKAs ds− t · (aK+ K∗a)At

=

∫ t
0

Λ
(
aAt−s

)
As ds . �



4. Stochastische Integration in
Hilbertmoduln

Wir haben in den beiden vorangehenden Kapiteln das Handwerkszeug bereitgestellt, das es
uns nun ermöglicht, die stochastischen Integrale im HilbertmodulL2(A, P0) zum weißen
Rauschen(L2(A, P0),1l, St, (L2(AI, P0))I) einzuführen. Dabei verwenden wir das erprobte
Verfahren, zunächst das Integral einfacher Prozesse zu definieren und es anschließend einer
Fortsetzungsprozedur zu unterziehen. Wir haben dabei versucht, ungeachtet der im folgen-
den tatsächlich benötigten Prozesse, möglichst die maximale Prozeßklasse zu finden, auf
die das stochastische Integral fortsetzbar ist, um auf diese Weise die Leistungsfähigkeit
unseres Integrals auszuloten. Anschließend führen wir den Begriffstochastische Differen-
tialgleichung(SDGL) ein und beweisen einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz für ihre
Lösung. Das führt schließlich zum zentralen Ergebnis in Abschnitt 4.5 dieses Kapitels –
der kanonischen Korrespondenz zwischen unitalen und additiven Kozyklen.

4.1 Das stochastische Integral von
Treppenfunktionen

4.1.1 Zentrierter Integrator. Der Integrator der stochastischen Integrale ist zunächst ein
zentrierter additiver Kozyklusb ⊂ L2(A, P0). Als Integranden wählen wirL2(A, P0)-
wertige adaptierte Funktionen –Prozesse– d.h. Abbildungenx vonR+

0 in L2(A, P0) mit
der Eigenschaft

R
+
0 3 s 7→ xs ∈ L2(A(−∞,s], P0)

(vgl. auch die Bemerkung in 1.4.3). Natürlich müssen für solche Prozesse noch Stetigkeits-
oder Meßbarkeitsforderungen verlangt werden, aber das wird erst im zweiten Konstrukti-
onsschritt (der Fortsetzung) aktuell. Zunächst betrachten wir nureinfache Prozesse, d.h.
adaptierte Treppenfunktionenx:

[0, T ] 3 s 7→ xs :=

nZ−1∑
i=0

xti · χ[ti,ti+1)(s) ,

mit xti ∈ L2(A(−∞,ti], P0) und einer ZerlegungZ := {ti | 0 = t0 < t1 < ... < tnz = T }

des Intervalls[0, T ], mit endlichemT > 0. Das Inkrementbti+1 − bti = Stibti+1−ti des
Integrators ist in die Zukunft gerichtet, d.h. unabhängig vonxti. Der nichtkommutativen
Situation Rechnung tragend, definieren wir nun – unter Verwendung des Produkts(bti+1−
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bti) xti bzw.xti (bti+1 −bti) in L2(A, P0) der unabhängigen Elementebti+1 −bti undxti
(vgl. Satz 2.4.1, iii)) – einLinks-und einRechtsintegraldes einfachen Prozessesx und des
Integratorsb über[0, T ] durch∫ T

0

dbt xt :=

nZ−1∑
i=0

(bti+1 − bti) xti , (4.1)

bzw.

∫ T
0

xt dbt :=

nZ−1∑
i=0

xti (bti+1 − bti) . (4.2)

Man macht sich leicht klar, daß diese Definition nicht von der speziellen Zerlegung
Z für x abhängt. Das Integral vonx über ein Teilintervall[s, t] von [0, T ] läßt sich
dann kanonisch durch Integration des einfachen Prozessesx · χ[s,t] über [0, T ], wie oben
vorgestellt, erklären. Es ist Routine, sich von den elementaren Eigenschaften des Inte-
grals, wie Linearität und Additivität in den Integrationsgrenzen zu überzeugen. Nach
Satz 2.4.1, iii), sind die Funktionent 7→ ∫t

s
dbr xr und t 7→ ∫t

s
xr dbr, t ≥ s, adaptiert:∫t

s
dbr xr,

∫t
s
xr dbr ∈ L2(A(−∞,t], P0), d.h. es handelt sich wieder um Prozesse. Wegen

P0(bti+1 − bti)xti = P0(bti+1 − bti)P0xti = 0 = P0xti(bti+1 − bti) sind sie auch zen-
triert.
Die wohl wichtigsten Eigenschaften sind die beiden folgenden ‘Isometriebeziehungen’:y

sei ein weiterer einfacher Prozeß (o.B.d.A. mit demselben Träger wiex). Dann gilt für das
Linksintegral

〈 ∫ T
0

dbt xt

∣∣∣ ∫ T
0

dbt yt

〉
0

=

nZ−1∑
i>j≥0

〈
(bti+1 − bti)︸ ︷︷ ︸
∈L2(A[ti,∞),P0)

xti
∣∣ (btj+1 − btj)ytj︸ ︷︷ ︸
∈L2(A(−∞,ti],P0)

〉
0

+

nZ−1∑
0≤i<j

〈
(bti+1 − bti) xti︸ ︷︷ ︸
∈L2(A(−∞,tj],P0)

∣∣ (btj+1 − btj)︸ ︷︷ ︸
∈L2(A[tj,∞),P0)

ytj
〉
0

+

nZ−1∑
i=0

〈
(bti+1 − bti) xti

∣∣ (bti+1 − bti)yti
〉
0

(2.13)
=

nZ−1∑
i>j≥0

〈
xti
∣∣ 〈bti+1 − bti | 1l〉0 (btj+1 − btj)ytj

〉
0

+

nZ−1∑
0≤i<j

〈
(bti+1 − bti) xti

∣∣ 〈1l |btj+1 − btj〉0 ytj
〉
0

+

nZ−1∑
i=0

〈
xti
∣∣ |bti+1−ti |20 yti〉0
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(3.12)
=

nZ−1∑
i=0

〈
xti
∣∣Λ(1l)yti

〉
0
· (ti+1 − ti)

=

∫ T
0

〈xt |Λ(1l)yt〉0 dt , (4.3)

mit Λ nach (3.12). Für das Rechtsintegral ergibt sich mit derselben Argumentationsweise

〈 ∫ T
0

xt dbt

∣∣∣ ∫ T
0

yt dbt

〉
0

=

nZ−1∑
i=0

〈
bti+1 − bti

∣∣ 〈xti |yti〉0(bti+1 − bti)
〉
0

(3.12)
=

nZ−1∑
i=0

Λ (〈xti |yti〉0) · (ti+1 − ti)

=

∫ T
0

Λ (〈xt |yt〉0) dt . (4.4)

Diese ‘Isometriebeziehungen’ stellen den Ausgangspunkt für die Fortsetzung der stocha-
stischen Integrale auf größere Prozeßklassen dar.

4.2 Modulwertige L2-Theorie

Für die Ausdehnung des stochastischen Integrals benötigen wir eine Hilbert-W*-Modul-
wertigeL2-Theorie, wie die Isometriebeziehungen (4.3) und (4.4) deutlich machen – also
eine TheorieL2(A, P0)-wertiger, adaptierter FunktionenJ 3 t 7→ xt ∈ L2(A, P0), J ⊆ R,
für die in geeigneter Weise ein Integral

∫
J
|xt |

2
0 dt ∈ A0 erklärt ist. Da wir von unseren

Prozessen nur das Verhalten in endlichen Zeitabschnitten untersuchen, genügt es, wenn
wir eine lokaleL2-Theorie entwickeln, also fürJ nur kompakte Intervalle zulassen.
Hier stellen wir zunächst die ‘eigentliche’L2-Theorie modulwertiger Funktionen bereit,
ohne Adaptiertheit für die integrierbaren Funktionen zu verlangen. Daher können wir von
einem allgemeinen Hilbert-W*-ModulE ⊆ B(H0,H) ⊆ B(H0⊕H) über einer von Neu-
mann AlgebraA0 ⊆ B(H0) mit innerem Produkt〈· | ·〉0 ausgehen. Natürlich werden die
HilberträumeH0, H und der Prädual vonA0 wieder als separabel vorausgesetzt.(εn)n∈N
sei eine VONB vonH0. Darüberhinaus treffen wir folgende generellen Vereinbarungen
für diesen Abschnitt: Meßbarkeit bezieht sich im folgenden immer auf das Lebesgue-Maß
aufJ. L2(J,H) ist der Raum der überJ quadratintegrierbaren,H-wertigen Funktionen und
L2(J,H) ∼= L2(J)⊗̄H der Hilbertraum der Restklassen von Funktionen, die sich nur auf
Nullmengen unterscheiden. Elemente von Restklassen kennzeichnen wir durch ein hoch-
gestelltes ’̃ ’ und die Restklasse einerL2-Funktion f durch [f]. Für das innere Produkt
verwenden wir in beiden Räumen〈· | ·〉2. Wir unterscheiden bei seiner Anwendung auf
Elemente dieser Räume also nicht zwischen einer Funktion und ihrer Restklasse.

4.2.1 Definition. Eine E-wertige Funktioñx : J 3 t 7→ x̃t ∈ E heißt meßbar, wenn
die Funktioneñxξ0 : J 3 t 7→ x̃tξ0 ∈ H für alle ξ0 ∈ H0 meßbar sind. Sie heißt
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L2-integrierbar, fallsx̃ξ0 für alle ξ0 ∈ H0 in L2(J,H) liegt. L2(J,E) bezeichne den Vek-
torraum derE-wertigen,L2-integrierbaren Funktionen.

4.2.2 Eigenschaften und Folgerungen.Da H0 separabel ist, unterscheiden sich zwei
meßbare Funktioneñx und ỹ, für die [x̃ξ0] = [ỹξ0] f.a.ξ0 ∈ H0 gilt, höchstens auf einer
Nullmenge. Der Beweis dieser Eigenschaft kann wörtlich aus [Ta1], IV, Proposition 7.13
übernommen werden. Damit ist die Restklasse vonx̃ durch die Funktioneñxξ0, ξ0 ∈
H0, bereits eindeutig festgelegt. Die Meßbarkeit vonx̃ überträgt sich auf die Funktion
x̃+ : J 3 t 7→ x̃∗t ∈ B(H,H0), die aus̃x durch punktweises Adjungieren entsteht: Für
alle ξ ∈ H gilt x̃∗tξ =

∑∞
n=1〈x̃tεn | ξ〉εn, d.h. x̃+ξ ist als punktweiser Grenzwert der

meßbaren Funktionen
(∑N

n=1〈x̃εn | ξ〉2εn
)
N∈N ebenfalls meßbar. Ist̃ξ : J 3 t 7→ ξ̃ t ∈ H

eine meßbare Funktion, so ist auchx̃+ξ̃ : J 3 t 7→ x̃∗t ξ̃ t wieder meßbar ([Ta1], IV, Lemma
7.5). Insbesondere ist für eine weitere meßbare Funktionỹ und für jedesξ0 ∈ H0 die
Funktion ỹ+x̃ξ0 : J 3 t 7→ ỹ∗t x̃tξ0 = 〈ỹt | x̃t〉0ξ0 meßbar. Damit handelt es sich bei
〈η0 | ỹ+x̃ξ0〉 : J 3 t 7→ 〈η0 | 〈ỹt | x̃t〉0ξ0〉 für jede Wahl vonξ0, η0 ∈ H um eineL1-
Funktion, wenn wir̃x undỹ alsL2-integrierbar voraussetzen.

Lemma. JedeL2-integrierbare Funktioñx definiert überx : H0 3 ξ0 7→ [x̃ξ0] einen
Operatorx ∈ B(H0, L

2(J,H)).

Beweis.Der Beweis ist, ähnlich wie bei Lemma A.3.6, eine Anwendung des Satzes vom
abgeschlossenen Graphen: Ist(ξn0 )n∈N ⊂ H0 eine Nullfolge und(xξn0 )n∈N L

2-konvergent
gegenη ∈ L2(J,H), so gibt es eine Teilfolge(ξnk0 )k∈N, für die außerhalb einer gemeinsa-
men Nullmenge limk x̃tξ

nk
0 = η̃t gilt. Aufgrund der Stetigkeit voñxt folgt η̃t = 0 für fast

alle t ∈ J, d.h.η = 0. Als überall definierter abschließbarer Operator istx beschränkt. �

4.2.3 Definition. Ein Operatorx ∈ B(H0, L
2(J,H)) heißtzerlegbar, wenn er durch ei-

neB(H0,H)-wertige,L2-integrierbare Funktioñx gemäß Lemma 4.2.2 gegeben ist. Den
Vektorraum der zerlegbaren Operatoren bezeichnen wir mitL2(J,E).

Diese Definition macht Sinn, denn zwei Funktionenx̃ und ỹ, die denselben Operatorx
erzeugen, unterscheiden sich nur auf einer Nullmenge. Daher ist es gerechtfertigt, wenn
wir von nun an eineL2-integrierbare Funktion(xt)t∈J mit dem zugehörigen zerlegbaren
Operatorx identifizieren. Die Wirkung vonx∗ auf eineL2-Funktionξ ∈ L2(J,H) wird
durch das schwache Integral

∫
J
x∗tξt dt ∈ H0 wiedergegeben.

4.2.4 Für jedes Funktionalω0 :=
∑N
n=1〈ξn0 | · ξn0 〉 ∈ A0

+
∗,1 ist ω0 ◦ (y+x) eineL1-

Funktion mit Norm

‖ω0 ◦ (y+x)‖1 =

∫
J

|ω0(〈yt | xt〉0)|dt ≤
N∑
n=1

∫
J

|〈ytξn0 | xtξ
n
0 〉|dt

≤
N∑
n=1

‖yξn0 ‖2‖xξn0 ‖2 ≤ ‖y‖ ‖x‖
N∑
n=1

‖ξn0 ‖2 ≤ ‖y‖ ‖x‖ .
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Da solche Funktionale inA0
+
∗,1 dicht liegen, folgt nach Lemma A.3.7, daß es sich bei

y+x um eine w*-L1-integrierbare,A0-wertige Funktion handelt. Nach Lemma A.3.6
gilt
∫
J
〈yt | xt〉0 dt ∈ A0, wobei das Integral im w*-Sinn zu verstehen ist. Wegen

〈η0 |y∗xξ0〉2 =
∫
J
〈η0 |y∗txtξ0〉dt =

∫
J
〈η0 | 〈yt | xt〉0ξ0〉dt für alleξ0, η0 ∈ H0, folgt

y∗x =

∫
J

〈yt | xt〉0 dt ∈ A0 . (4.5)

Diese Gleichung legt es nahe, den RaumL2(J,E) zu einem Hilbertmodul überA0 zu
machen und (4.5) als inneres Produkt zu verwenden. Dem steht aber die eigentümliche
Schwierigkeit entgegen, daßL2(J,E) kein Hilbert-W*-Modul, ja noch nicht einmal ein
Hilbert-C*-Modul ist: L2(J,E) ist weder in der Topologie, die durch die Halbnormen∫
J
|ω(|xt |

2
0)|dt, ω ∈ A0∗, erzeugt wird und derσ stop-Topologie aufB(H0,H) ent-

spricht, noch in der Normtopologie vonB(H0,H) Folgen-vollständig (vgl. das Gegen-
beispiel in A.4). Natürlich bleibt immer noch der Weg,L2(J,E) in derσ stop-Topologie
abzuschließen, und dabei in Kauf zu nehmen, den Raum um Elemente zu erweitern, die
nicht mehr als Funktionen angesehen werden können. Wir wollen ihn beschreiten, indem
wir L2(J,E) dicht in das Hilbert-W*-ModulE⊗̄L2(J) einbetten (vgl. 2.5). Das hat den
Vorteil, daß für dieses Modul eine konkrete Darstellung vorhanden ist (vgl. 2.5.2) und daß
die für unsere Anwendung, nämlich die Fortsetzung stochastischer Integrale, so wichtige
Approximierbarkeit durch Treppenfunktionen mit der Einbettung praktisch schon erledigt
ist.

4.2.5 Die Einbettung. Wir zeigen, daßL2(J,E) ⊆ B(H0, L
2(J,H)) ∼= B(H0,H⊗L2(J))

in E⊗̄L2(J) ⊆ B(H0,H⊗ L2(J)) enthalten ist. Zu diesem Zweck müssen wir nach Korol-
lar 2.2.7 für allex ∈ L2(J,E) und alley ∈ E⊗̄L2(J) nury∗x ∈ A0 nachweisen. Day eine
σ stop-konvergente Reihenentwicklungy =

∑∞
n=1 zn⊗εn, zn ∈ E, besitzt, wenn wir eine

VONB (εn)n∈N für L2(J) wählen, führen wir das zunächst für elementare Tensorenz⊗ f,
z ∈ E, f ∈ L2(J), durch. Aberz⊗ f liegt offensichtlich inL2(J,E), so daß nach (4.5)

(z⊗ f)∗x =

∫
J

f(t)〈z | xt〉0 dt ∈ A0

sofort folgt. Daraus ergibt sich das Gewünschte:y∗x = w∗- limN

∑N
n=1(zn⊗ εn)∗x ∈ A0.

Da die elementaren Tensoren inE⊗̄L2(J) σ stop-total liegen, istL2(J,E) in diesem Raum
σ stop-dicht. Damit ist nun leicht einzusehen, daß jedes Elementx ∈ L2(J,E) und da-
mit auch jede Funktionx ∈ L2(J,E) durch eine Folge von Treppenfunktionen in dieser
Topologie approximierbar ist, denn es genügt, wenn die Tensorenz⊗ f approximiert wer-
den können. Aus der Theorie des gewöhnlichen Lebesgue-Integrals wissen wir das für
die Funktionf. Sie ist derL2-Grenzwert einer Folge(fn)n∈N C-wertiger Treppenfunktio-
nenfn, die aufJ punktweise fast überall gegenf konvergieren. Diese Eigenschaft über-
trägt sich auf(z ⊗ fn)n∈N: ‖z ⊗ (f − fn)‖ = ‖z‖0 ‖f − fn‖

n→∞- 0 und (o.B.d.A.)

zfn(t)
n→∞- zf(t) fast überall in der Norm aufE.
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Proposition. Der Vektorraum derL2-integrierbaren,E-wertigen FunktionenL2(J,E) liegt
σ stop-dicht in dem Hilbert-W*-ModulE⊗̄L2(J). Insbesondere läßt sich jede Funktion in
L2(J,E) in dieser Topologie durch Treppenfunktionen approximieren.

Natürlich lassen sich alle Elemente ausE⊗̄L2(J) durch Treppenfunktionen approximieren.
Da es sich bei diesen aber nicht immer um Funktionen handeln muß, ist diese Aussage für
uns nicht von so großer Bedeutung, wie die Tatsache, daß alle Elemente in diesem Raum,
die sich als Funktionen auffassen lassen, durch Treppenfunktionen approximierbar sind.

4.3 Die Fortsetzung des Integrals

Λ̃2(A, J) := L2(A, P0)⊗̄L2(J), dessen inneres Produkt durch〈· | ·〉Λ bezeichnet sei, ist das
Hilbert-W*-Modul, in dem wir die Klasse der integrierbaren Prozesse abschließen wollen.
Dafür bilden wir den ProjektorP := (P(−∞,t])t∈J, derΛ̃2(A, J) auf dasadaptierte Unter-

modulΛ2(A, J) := PΛ̃2(A, J) projiziert. Anschließend zeigen wir, daß sich jedes seiner
Elemente durch adaptierte Treppenfunktionen approximieren läßt. Diese Eigenschaft ist
entscheidend dafür, daß wir unseren Integralbegriff von den einfachen Prozessen auf grö-
ßere Prozeßklassen fortsetzen können.

4.3.1 Adaptiertheit. Wir haben bisher den Begriff ‘Adaptiertheit’ nur zur Charakterisie-
rung einer bestimmten Eigenschaft additiver bzw. unitaler Kozyklen benutzt (vgl. 3.1.1,
3.2.3). Zur Beschreibung der Prozeßklasse, auf die wir unser stochastisches Integral fort-
setzen wollen, müssen wir diesen Begriff genauer fassen.

Definition. Eine Familie(xt)t∈R ⊂ L2(A, P0) heißt adaptiertbzw.stark adaptiert, falls
xt ∈ L2(A(−∞,t], P0) f.a. t ∈ R bzw.xt ∈ L2(A[0,t], P0) f.a. t ≥ 0 gilt.

Bei den Elementen ausΛ2(A, J), die sich als Funktionen interpretieren lassen, han-
delt es sich also um adaptierte Funktionen. Wir wollen diese von jetzt an alsProzes-
se bezeichnen und adaptierte Treppenfunktionen alseinfache Prozesse. Die Filtrierung
(L2(A(−∞,t], P0))t∈R, zu der sie adaptiert sind, ist gerade fein genug, um eine sinnvolle
Fortschreibung des stochastischen Integralbegriffs zu gestatten. Dagegen macht die Defi-
nition additiver Kozyklenb für uns nur dann Sinn, wennStbs zu L2(A(−∞,t], P0) unab-
hängig ist. Dafür mußb also stark adaptiert sein. Entsprechendes gilt für unitale Kozyklen
(vgl. auch 4.5.2).

4.3.2 Der Projektor P. Wir müssen zeigen, daß durch die Familie(P(−∞,t])t∈J ein Pro-
jektor P auf Λ̃2(A, J) erklärt ist. Wegen derσ stop-Stetigkeit der Abbildungt 7→ P(−∞,t]
(vgl. Lemma 1.4.3) läßt sichP auf den elementaren Tensorenx ⊗ f, x ∈ L2(A, P0),
f ∈ C(J), durch dieσ stop-stetige Abbildung

t 7→ (P x⊗ f)t := f(t)P(−∞,t]x
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erklären und auf den linearen Aufspann solcher Elemente fortsetzen:

(P x)t := P(−∞,t]xt . (4.6)

Als Modulabbildung aufL2(A, P0) erfüllt P(−∞,t] die Ungleichung (2.2):|P(−∞,t]y|20 ≤
|y|20 f.a.y ∈ L2(A, P0). Das hat für Elementex des linearen Aufspanns elementarer Ten-
soren

|P x|2Λ =

∫
J

|P(−∞,t]xt |20 dt ≤
∫
J

|xt |
2
0 dt = |x|2Λ (4.7)

zur Folge. Für alleω ∈ A0
+
∗ folgt ω(|P x|2Λ) ≤ ω(|x|2Λ), d.h.P läßt sich unter Beibe-

haltung obiger Ungleichung zu einem Element ausL(Λ̃2(A, J)) fortsetzen. DaP nach
Satz 2.2.9σ stop-stetig ist, handelt es sich beiΛ2(A, J) = P Λ̃2(A, J) um ein W*-
Untermodul vonΛ̃2(A, J) überA0. Die Projektoreigenschaft vonP ist aus der Konstrukti-
on sofort ersichtlich. Es sei an dieser Stelle noch einmal angemerkt, daß nicht zu erwarten
ist, alle Elemente vonΛ2(A, J) als Prozesse, d.h., adaptierteL2(A, P0)-wertige Funktio-
nen auffassen zu können, dennL2(J, L2(A, P0)) ist normalerweise kein Hilbert-W*-Modul.
Das ist also auch nicht für den Raum der adaptiertenL2-Funktionen (vgl. Abschnitt 4.3.3)
PL2(J, L2(A, P0)) ⊆ Λ2(A, J) zu erwarten. Da es sich beiΛ2(A, J) um ein Hilbert-W*-
Modul handelt, wie wir sehen werden, muß dieser Raum i.allg. Elemente enthalten, die
nicht mehr als Funktionen interpretierbar sind.

Bemerkung. Λ̃2(A, J) ist das Hilbert-W*-Modul, das aus dem Wahrscheinlichkeitsraum
(A⊗̄L∞(J), ψ⊗ λ), wobeiλ der Zustand ist, der zum Lebesgue-Maß aufJ gehört, und der
bedingten Erwartung̃P0 := P0⊗ λ vonA⊗̄L∞(J) aufA0 gemäß der Konstruktion in 2.3.1
entsteht (vgl. auch Abschnitt 2.5).Λ2(A, J) ist dagegen ein Hilbert-W*-Modul, das nicht
durch eine bedingte Erwartung wie in 2.3.1 gebildet wird.

4.3.3 Eigenschaften.Wir machen uns zunächst klar, daß die Wirkung vonP auf allen
Funktionenin Λ̃2(A, J) durch (4.6) wiedergegeben wird, also wieder eine Funktion liefert,
die nun adaptiert ist. Eine offensichtliche Anpassung des Beweises von [Ta1], IV, Lemma
7.5 zeigt, daß̃y : t 7→ P(−∞,t]xt für jede Funktionx ∈ Λ̃2(A, J) wieder meßbar ist. Die
L2-Integrierbarkeit ergibt sich aus Ungleichung (4.7). Nun approximieren wirx durch eine
Folge(x(n))n∈N aus dem linearen Aufspann elementarer Tensoren, auf denen die Wirkung
vonP durch (4.6) bestimmt ist. Das ermöglicht folgende Abschätzung:

ω
(∣∣P x− ỹ

∣∣2
Λ

)1/2 ≤ ω(∣∣P(x− x(n))
∣∣2
Λ

)1/2
+
[ ∫
J

ω
(∣∣P(−∞,t](x(n)

t − xt)
∣∣2
0

)
dt
]1/2

≤ ω
(∣∣x− x(n)

∣∣2
Λ

)1/2
+
[ ∫
J

ω
(∣∣x(n)

t − xt
∣∣2
0

)
dt
]1/2

= 2ω
(∣∣x− x(n)

∣∣2
Λ

)1/2 n→∞- 0 ,
für alleω ∈ A0

+
∗ . Damit stimmt die Restklasse voñy mit P x überein.

Nun ist auch klar, daßP die Klasse derσ stop-stetigen Funktionen in sich abbildet. Das ist
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für die ‖ ‖0-stetigen Funktionen i.allg. nicht der Fall, dennt 7→ P(−∞,t]x, x ∈ L2(A, P0), ist
i.allg. nicht‖ ‖0-stetig, dat 7→ P(−∞,t] sonst punktweise‖ ‖0-stetig wäre. Die Ungleichung
(4.7) zeigt aber auch, daß die sog.Bochner-integrierbaren Funktionen, d.h. die Funktionen
x ∈ Λ2(A, J), für die

∫
J
‖xt‖20 dt <∞ gilt, in sich abgebildet wird.

4.3.4 Die Approximation durch einfache Prozesse.Wir bezeichnen im folgenden
die Halbnormen, die dieσ stop-Topologie aufΛ2(A, J) erzeugen, durchdΛω(x)2 :=

|ω(|x|2Λ)|1/2,ω ∈ A0∗. Für die Prozesse ausΛ2(A, J), also für die Elemente dieses Raum-
es, die sich als Funktionen interpretieren lassen, sind sie durchdΛω(x)2 =

∫
J
|ω(|xt |

2
0)|dt

gegeben.

Satz. Jedes Element ausΛ2(A, J) läßt sich in derσ stop-Topologie durch eine Folge ein-
facher Prozesse approximieren.

Beweis.Nach Satz 2.2.9 istP σ stop-stetig. Daher können wir auf die Approximati-
onseigenschaften voñΛ2(A, J) zurückgreifen: Nach Proposition 4.2.5 läßt sich jedes
x ∈ Λ2(A, J) durch Treppenfunktionen(x(n))n∈N ⊂ Λ̃2(A, J) approximieren. Also gilt
x = P x = σs- limn P x(n) , d.h. x kann auch durch die Folge(Px(n))n∈N approxi-
miert werden. Dax(n) im linearen Aufspann von elementaren Tensoren der Formy ⊗ χI,
y ∈ L2(A, P0), I ⊆ J liegt, reduziert sich unsere Aufgabe darauf, adaptierte Funktionen
der FormPy⊗χI durch einfache Prozessey(n) in derσ stop-Topologie zu approximieren.
Die Auswertung(Py⊗ χI)t = P(−∞,t]yχI(t) und dieσ stop-Stetigkeit vont 7→ P(−∞,t]y
legt folgenden Ansatz nahe:

y(n) :=
∑
ti∈Zn

P(−∞,ti]y⊗ χ[ti,ti+1) ,

wobeiZn eine Folge von Zerlegungen des IntervallsI ist, deren Feinheit gegen Null kon-
vergiert.t 7→ ω

(∣∣P(−∞,t]y∣∣20) ist für jedesω ∈ A0
+
∗ auf J gleichmäßig stetig. Für alle

ε > 0 gibt es also einδε > 0, so daßω
(∣∣P(−∞,t+s]y∣∣20) − ω

(∣∣P(−∞,t]y∣∣20) ≤ ε für alle
|s| ≤ δε gilt. Damit können wir abschätzen:

dΛω
(
Py⊗ χI − y(n)

)2
=
∑
ti∈Zn

∫ ti+1
ti

ω
(∣∣(P(−∞,t] − P(−∞,ti])y∣∣20)dt

=
∑
ti∈Zn

∫ ti+1
ti

[
ω
(∣∣P(−∞,t]y∣∣20)−ω

(∣∣P(−∞,ti]y∣∣20)]dt
≤
∑
ti∈Zn

∫ ti+1
ti

ε dt ≤ ε |J| ,

ab einem geeignetennε ∈ N. Das zeigt die Behauptung. �

Bemerkung. An diesem Beweis sieht man, daß wir bei Verwendung der Projektion
(P[0,t])t≥0 bei obiger Abschätzung Schwierigkeiten bekommen würden. Sie benutzt von
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t 7→ P(−∞,t] die punktweise Stetigkeit vonoben, die wir für t 7→ P[0,t] nicht zeigen kön-
nen, sondern fordern müßten. Es ist gegenwärtig noch ein offenes Problem, ob die Eigen-
schaften eines verallgemeinerten weißen Rauschens für die zugehörige Filtrierung schon
die Stetigkeit von oben zur Folge hat. Allerdings sind alle bisher bekannten Beispiele für
weiße Rauschen stetig von oben, was nach Lemma 1.4.3 fürt 7→ P[0,t] die gewünschte
Stetigkeit bedeutet. Gehen wir von dem pragmatischen Standpunkt aus, nur stetige weiße
Rauschen zu betrachten, dann läßt sich die gesamte oben ausgeführte Konstruktion des
ProjektorsP auch mit der Familie(P[0,t])t≥0 durchführen.

Definition. Λ2(A) ist der Abschluß in derσ stop-Topologie des Raumes der lokal-L2-
integrierbaren Prozesse, d.h. der Prozesse, deren Einschränkung auf jedes kompakte In-
tervall J ⊂ R in Λ2(A, J) liegt.

4.3.5 Die Fortsetzung. x sei ein Element ausΛ2(A) und(x(n))n∈N bzw. (x̃(n))n∈N Fol-
gen einfacher Prozesse, diex in derσ stop-Topologie aufΛ2(A, J) approximieren. Dann
gilt für alleω ∈ A0

+
∗ nach (4.4):

dω

( ∫
J

(x
(n)
t − x̃

(m)
t )dbt

)2
=

∫
J

ω
(
Λ
(∣∣x(n)

t − x̃
(m)
t

∣∣2
0

))
dt

= dΛω◦Λ
(
x(n) − x̃(m)

)2 m,n→∞- 0 ,
dennω ◦ Λ ∈ A0

+
∗ . Damit ist

( ∫
J
(x

(n)
t )dbt

)
n∈N ⊂ L

2(A, P0) eineσ stop-Cauchy Fol-
ge mit einem von der approximierenden Folge(x(n))n∈N unabhängigen Grenzelement in
L2(A, P0). Wir definieren dasstochastische Rechtsintegraleines Prozessesx ∈ Λ2(A)

über ein kompaktes IntervallJ durch∫
J

xt dbt := σs- limn

∫
J

x
(n)
t dbt . (4.8)

Dieselben Überlegungen lassen sich für dasstochastische Linksintegralanstellen:∫
J

dbt xt := σs- limn

∫
J

dbt x
(n)
t . (4.9)

Bemerkung. Das stochastische Rechts- und Linksintegral ist auf diese Weise auch für
Elemente ausΛ2(A) definiert, die nicht mehr als Prozesse interpretierbar sind. Allerdings
ist dafür bisher noch keine Anwendung in Sicht.

4.3.6 Eigenschaften der stochastischen Integrale.

Satz. Das stochastische Integral besitzt folgende Eigenschaften:

i) Die AbbildungenΛ2(A) 3 x 7→ ∫
J
xt dbt undΛ2(A) 3 x 7→ ∫

J
dbt xt sind linear.
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ii)
( ∫t

0
xs dbs

)
t≥0

und
( ∫t

0
dbs xs

)
t≥0

bestimmen Martingale ausΛ2(A), die stark

adaptiert sind, wenn der Integrandx diese Eigenschaft besitzt.

iii) Es gelten folgende ‘Itô-Isometrie’-Beziehungen:〈 ∫
J

xt dbt

∣∣∣ ∫
J

yt dbt

〉
0

=

∫
J

Λ
(
〈xt |yt〉0

)
dt , (4.10)〈 ∫

J

dbt xt

∣∣∣ ∫
J

dbt yt

〉
0

=

∫
J

〈xt |Λ(1l)yt〉0 dt . (4.11)

Bemerkung. Die Martingaleigenschaft beziehen wir auf die Filtrierung(A(−∞,t])t≥0, so
daß dieσ stop-Stetigkeit vont 7→ ∫t

0
xr dbr bzw. t 7→ ∫t

0
dbr xr nach exakt derselben

Rechnung wie in (3.10) aus der punktweisenσ stop-Stetigkeit vont 7→ P(−∞,t] folgt.

Beweis. i) ist klar. Zu ii):
( ∫t

0
xs dbs

)
t≥0

,
( ∫t

0
dbs xs

)
t≥0
∈ Λ2(A) folgt aus der Kon-

struktion der Integrale und der punktweisenσ stop-Stetigkeit vont 7→ P(−∞,t], sowie der
Stetigkeit vont 7→ bt. Aus i) folgt

∫t+s
0
xr dbr =

∫t
0
xr dbr+

∫t+s
t
xr dbr. Für eine Appro-

ximation(x(n))n∈N, x(n) :=
∑
ri∈Zn

x
(n)
ri χ[ri,ri+1), vonx = (xt)t≥0 ∈ Λ2(A) gilt

P(−∞,t]
∫ t+s
t

xr dbr = σs- limn P(−∞,t]
∫ t+s
t

x(n)
r dbr

= σs- limn

∑
ri∈Zn

P(−∞,t] ◦ P(−∞,ri]x(n)
ri
Sribri+1−ri

= σs- limn

∑
ri∈Zn

P(−∞,t]x(n)
ri
P0Sribri+1−ri = 0 .

Dabei wurde in der vorletzten Gleichung die Fortschreibung der Moduleigenschaft (2.14)
für unabhängigeL2(A, P0)-Elemente und dann die Zentriertheit vonb benutzt. Wir er-
halten die Martingaleigenschaft:P(−∞,t] ∫t+s0

xr dbr =
∫t
0
xr dbr. Dieselben Überlegungen

greifen für das Linksintegral. Die Beziehungen in iii) sind offensichtliche Fortsetzungen
von (4.4) und (4.3). �

4.4 Stochastische Differentialgleichungen

4.4.1 Definitionen. b und c ∈ Λ2(A) seien additive Kozyklen. Wir sagen, ein Prozeß
x ∈ Λ2(A) habe dasstochastische Differential(für t ≥ t0)

dxt = αs ds+ dbs βs + γs dcs , (4.12)

falls er als stochastisches Integral aus den Prozessenα, β, γ ∈ Λ2(A) in folgender Weise
entstanden ist:

xt = xt0 +

∫ t
t0

αs ds+

∫ t
t0

dbs βs +

∫ t
t0

γs dcs . (4.13)
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Wir nennen eine meßbare Funktionα : R+×L2(A, P0)→ L2(A, P0) adaptiv verträglich,
bzw. stark adaptiv verträglich, wenn für allet ∈ R bzw. t ≥ 0 undy ∈ L2(A(−∞,t], P0)
bzw. y ∈ L2(A[0,t], P0) auchα(t, y) wieder inL2(A(−∞,t], P0) bzw. L2(A[0,t], P0) liegt.
Wir sagen dann,x löse die stochastische Differentialgleichung (SDGL)

dxt = α(t, xt)dt+ dbt β(t, xt) + γ(t, xt)dct , xt0 = x0 ∈ L2(A(−∞,t0], P0) ,
(4.14)

falls (xt)t≥t0 ∈ Λ2(A) die Lösung folgender Integralgleichung ist:

xt = x0 +

∫ t
t0

dsα(s, xs) +

∫ t
t0

dbs β(s, xs) +

∫ t
t0

γ(s, xs)dcs . (4.15)

4.4.2 Satz. (Existenz- und Eindeutigkeitssatz)b, c ∈ Λ2(A) seien additive Kozyklen
bzgl. dem weißen Rauschen(L2(A, P0),1l, St, (L2(AI, P0))I) undα, β, γ adaptiv verträg-
liche meßbare Funktionen vonR+ × L2(A, P0) nachL2(A, P0) mit folgenden Eigenschaf-
ten:
Für jedes kompakte Intervall[t0, t1], t0 ≥ 0 und für jedesω ∈ A0

+
∗ gibt es eine Zahl

Cω = Cλ·ω ≥ 0, f.a. λ > 0, so daß für allex, y ∈ L2(A, P0), t, s ∈ [t0, t1] folgende
Abschätzungen erfüllt sind:

i) dω(α(t, x) − α(s, x)) ≤ Cω · (‖ω‖+ dω(x)) · |fω(t) − fω(s)| , (4.16)

ii) dω(β(t, x) − β(s, x)) ≤ Cω · (‖ω‖+ dω(x)) · |gω(t) − gω(s)| , (4.17)

iii) dω(γ(t, x) − γ(s, x)) ≤ Cω · (‖ω‖+ dω(x)) · |hω(t) − hω(s)| , (4.18)

iv) dω(α(t, x) − α(t, y)) ≤ Cω · dω(x− y) , (4.19)

v) dω(β(t, x) − β(t, y)) ≤ Cω · dω(x− y) , (4.20)

vi) dω(γ(t, x) − γ(t, y)) ≤ Cω · dω(x− y) , (4.21)

vi) Cω◦Γ ≤ Cω (4.22)

Dabei sindfω, gω undhω stetige, reellwertige Funktionen aufR+ und Γ die normale,
vollständig positive Abbildung〈c1 | · c1〉0 gemäß Proposition 3.4.2.

Unter diesen Voraussetzungen gibt es genau einen Prozeßx = (xt)t≥t0 ∈ Λ2(A), der die
SDGL

dxt = α(t, xt)dt+ dbt β(t, xt) + γ(t, xt)dct , xt0 = x0 ∈ L2(A(−∞,t0], P0) ,
d.h.

xt = x0 +

∫ t
t0

dsα(s, xs) +

∫ t
t0

dbs β(s, xs) +

∫ t
t0

γ(s, xs)dcs . (4.23)

löst. x ist stark adaptiert, fallsx0 in L2(A[0,t0], P0) liegt undα, β und γ stark adaptiv
verträglich sind. In beiden Fällen ist die Lösung‖ ‖0-stetig.
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Beweis.
Vorbemerkungen:
1) Für eineσ stop-stetige Funktiont 7→ xt ∈ L2(A, P0) ist die Funktiont 7→ α(t, xt)

ebenfallsσ stop-stetig:

dω(α(s, xs) − α(t, xt)) ≤ dω(α(s, xs) − α(s, xt)) + dω(α(s, xt) − α(t, xt))

≤ Cω · dω(xs − xt) + Cω · (1+ dω(xt)) · |fξ(s) − fξ(t)| .

Nach dem Satz von der gleichmäßigen Beschränktheit ist diese Funktion auf kompakten
Intervallen‖ ‖0-beschränkt. Dasselbe gilt fürβ undγ.
2) Zum Beweisverfahren: Durch Iteration wird eineσ stop-stetige Lösungxt der stocha-
stischen Integralgleichung (4.23) auf dem Intervall[t0, t1] bestimmt. Es wird gezeigt, daß
die Lösung auf diesem Intervall eindeutig ist. Das Verfahren hängt nicht vom Zeitpunktt0,
oder vom Anfangswertx0 ab, kann daher auft1 undxt1 angewandt werden und liefert ein
weiteres Lösungsintervall der gleichen Länge. Auf diese Weise erhält man die Existenz
und die Eindeutigkeit für alle Zeitent > 0.

Die Iteration auf dem Intervall[t0, t1], mit noch näher zu bestimmendent1, startet mit
x0t := x0 f.a. t ∈ [t0, t1]. Die Funktionen

t 7→ α(t, x0t) , t 7→ β(t, x0t) , t 7→ γ(t, x0t) ,

sind nach 1)σ stop-stetig und nach Voraussetzung adaptiert bzw. stark adaptiert, fallsα,
β undγ stark adaptiv verträglich sind undx0 in L2(A[0,t0], P0) liegt. Insbesondere sind sie
integrierbar. Die nächsten Iterierten sind dann wie folgt erklärt:

x1t := x0 +

∫ t
t0

dsα(s, x0s) +

∫ t
t0

dbs β(s, x0s) +

∫ t
t0

γ(s, x0s)dcs ,

x2t := x0 +

∫ t
t0

dsα(s, x1s) +

∫ t
t0

dbs β(s, x1s) +

∫ t
t0

γ(s, x1s)dcs ,

...
...

...

xn+1
t := x0 +

∫ t
t0

ds α(s, xns ) +

∫ t
t0

dbs β(s, xns ) +

∫ t
t0

γ(s, xns )dcs .

Dabei sind die Funktionent 7→ xnt , da durch Integration entstanden,σ stop-stetig
(vgl. 4.3.6, ii)) und adaptiert (bzw. stark adaptiert, s.o.), was nach 1) wiederum die In-
tegrierbarkeit vont 7→ α(t, xnt ) usw. garantiert. Der Satz von der gleichmäßigen Be-
schränktheit zeigt darüberhinaus, daßt 7→ xnt auf [t0, t1] ‖ ‖0-beschränkt ist. Offensichtlich
setzt sich die Adaptiertheit (bzw. starke Adaptiertheit) der Approximandenx(n) auf den
noch zu bestimmenden Grenzwertx fort.

Nun zur Konvergenz auf dem Intervall[t0, t1]. Wir benutzen wiederholt die folgende Ab-
schätzung. Für allen ∈ N, k ∈ Z+, s ≥ 0 und jedesω ∈ A0

+
∗,1 gilt:

Dn,kω (s) := max
{
dω
(
xns − xn−1

s

)
, ..., dω◦Γk

(
xns − xn−1

s

)}
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≤ max
{
1, ‖Γ ‖

k
2

}
max
s∈[t0,t1]

{
‖xns ‖0, ‖xn−1

s ‖0
}
.

Damit erhalten wir:

dω
(
xn+1
t − xnt

)
≤ dω

( ∫ t
t0

(
α(s, xns ) − α(s, xn−1

s )
)
ds
)

+ dω

( ∫ t
t0

dbs
(
β(s, xns ) − β(s, xn−1

s )
))

+ dω

( ∫ t
t0

(
γ(s, xns ) − γ(s, xn−1

s )
)
dcs

)
≤

∫ t
t0

dω
(
α(s, xns ) − α(s, xn−1

s )
)
ds

+

[∫ t
t0

dω
(
Λ(1l)

1
2

(
β(s, xns ) − β(s, xn−1

s )
))2
ds

]1
2

+

[∫ t
t0

ω ◦ Γ
(∣∣γ(s, xns ) − γ(s, xn−1

s )
∣∣2
0

)
ds

]1
2

≤ Cω ·
(
(t1 − t0)

1
2 + ‖Λ‖

1
2 + 1

)︸ ︷︷ ︸
=: q̃ω

·

[ ∫ t
t0

max
{
dω
(
xns − xn−1

s

)2
, dω◦Γ

(
xns − xn−1

s

)2}
ds
]1
2

= q̃ω ·
[ ∫ t
t0

Dn,1ω (s)2 ds
]1
2
,

also

Dn,1ω (s)2 ≤ q̃2ω ·max

{∫ s
t0

Dn−1,1
ω (s1)

2 ds1 ,

∫ s
t0

Dn−1,1
ω◦Γ (s1)

2 ds1

}
≤ q̃2ω ·

∫ s
t0

max
{
Dn−1,1
ω (s1)

2 , Dn−1,1
ω◦Γ (s1)

2
}
ds1

≤ q̃2ω ·
∫ s
t0

Dn−1,2
ω (s1)

2 ds1

und daher

max
t∈[t0,t1]

dω
(
xn+1
t − xnt

)2 ≤ q̃4ω ·
∫ t1
t0

∫ s1
t0

Dn−1,2
ω (s2)

2 ds2 ds1

...

≤ q̃2nω ·
∫ t1
t0

∫ s1
t0

...

∫ sn−1

t0

D1,nω (sn)
2 dsn ... ds1
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≤ q̃2nω ·max{1, ‖Γ ‖n} · max
s∈[t0,t1]

‖x1s − x0s ‖20 ·
1

n!
(t1 − t0)

n

=: q2nω ·M2 · (∆t)
n

n!
,

wobeiqω := q̃ω max
{
1, ‖Γ ‖12

}
,M := maxs∈[t0,t1] ‖x1s − x0s ‖0 und∆t := t1− t0 gesetzt

wurde.qω hängt also nicht vom Startwertt0, sondern nur vom Zeitintervall∆t ab. Wir
wählen∆t < 1. Mittels∆-Ungleichung läßt sich nun die Cauchy-Eigenschaft gewinnen:
Für allen >

√
qω erhalten wir

max
s∈[t0,t1]

dω(xn+m
s − xns ) ≤

m−1∑
k=0

max
s∈[t0,t1]

dω
(
xn+k+1
s − xn+k

s

)
≤Mqnω

(∆t)n/2√
n!

m−1∑
k=0

√
n!

(n+ k)!
(∆t)k/2 qkω

≤Mqnω
(∆t)n/2√

n!

m−1∑
k=0

(
qω√
n

)k
(∆t)k/2

≤Mqnω
(∆t)n/2√

n!

∞∑
k=0

(∆t)k/2
n→∞- 0 .

Wir definieren alsoxt := σs- limn x
n
t . Die Abschätzung

dω(xt − xnt ) = limm dω
(
xn+m
t − xnt

)
≤ limm max

t∈[t0,t1]
dω
(
xn+m
t − xnt

)
zeigt, daß der Grenzwertxt gleichmäßig bzgl.t ∈ [t0, t1] existiert undx somit einσ stop-
stetiger, adaptierter Prozeß ist. Nach 1) kann das auch fürt 7→ α(t, xt) (genauso fürβ und
γ) gefolgert werden. Stellvertretend für die beiden anderen Integrale zeigen wir

dω

( ∫ t
t0

(
γ(s, xs) − γ(s, xns )dcs

))2
≤
∫ t1
t0

dω◦Γ
(
γ(s, xs) − γ(s, xns )

)2
ds

≤ C2ω◦Γ (t1 − t0) max
s∈[t0,t1]

dω◦Γ
(
xs − xns

)2 n→∞- 0 ,
d.h. es gilt

∫t
t0
γ(s, xs)dcs = σs- limn

∫t
t0
γ(s, xns )dcs und entsprechendes für die Inte-

grale überα undβ.

Damit kann nun die Lösungseigenschaft vonx für (4.23) auf[t0, t1] nachgerechnet werden:

xt = σs- limn x
n
t

= x0 + σs- limn

∫ t
t0

α(s, xn−1
s )ds

+ σs- limn

∫ t
t0

dbs β(s, xn−1
s ) + σs- limn

∫ t
t0

γ(s, xn−1
s )dcs
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= x0 +

∫ t
t0

α(s, xs)ds+

∫ t
t0

dbs β(s, xs) +

∫ t
t0

γ(s, xs)dcs .

Die σ stop-Stetigkeit der Lösung hat bereits deren‖ ‖0-Stetigkeit zur Folge. Fürω ∈ A0
+
∗,1

gilt nämlich

dω

( ∫ t
s

dbr β(r, xr)
)2

=

∫ t
s

dω
(
β(r, xr)

)2
dt ≤ (t− s) sup

r∈[t0,t1]

‖β(r, xr)‖20 .

für alles, t ∈ [t0, t1]. Nach Bildung des Supremums überω ∈ A0
+
∗,1 erhalten wir∥∥∥ ∫ t

t0

dbr β(r, xr) −

∫ s
t0

dbr β(r, xr)
∥∥∥
0
≤ (t− s)

1
2 sup
r∈[t0,t1]

‖β(r, xr)‖0 .

Ähnlich können wir mit den Integralen überα und γ verfahren. Die‖ ‖0-Stetigkeit der
Lösung folgt nun unmittelbar aus (4.23). Wie unter 2) schon bemerkt, läßt sie sich auf
jedes kompakte Intervall[t0, t] fortsetzen.

Eindeutigkeit:
x̃ ∈ Λ2(A) sei eine weitere Lösung der SDGL (4.23).x̃ ist dann zumindestσ stop-stetig:
Für alleω ∈ A0

+
∗ bestimmt die rechte Seite folgender AbschätzungL2loc-Funktionen :

dω
(
α(s, x̃s)

)
≤ dω

(
α(s, x̃s) − α(s, 0)

)
+ dω

(
α(s, 0) − α(0, 0)

)
+ dω

(
α(0, 0)

)
≤ Cω · dω(x̃s) + Cω ·

(
fω(s) − fω(0)

)
+ dω

(
α(0, 0)

)
.

Fürβ undγ gilt dasselbe. Daher sind

t 7→ dω

( ∫ t
t0

α(s, x̃s)ds
)
≤
∫ t
t0

dω(α(s, x̃s))ds

t 7→ dω

( ∫ t
t0

dbs β(s, x̃s)
)

=

[∫ t
t0

dω(Λ(1l)
1
2β(s, x̃s))

2 ds

]1
2

t 7→ dω

( ∫ t
t0

γ(s, x̃s)dcs

)
=

[∫ t
t0

dω◦Γ (γ(s, x̃s))
2 ds

]1
2

stetig. Nun ergibt sich dieσ stop-Stetigkeit voñx mittels∆-Ungleichung aus der SDGL
(4.23). Wie oben folgt wieder die‖ ‖0-Stetigkeit voñx.
Wir erhalten für allet ∈ [t0, t1] und alleω ∈ A0

+
∗

dω
(
xt − x̃t

)
≤ dω

( ∫ t
t0

(
α(s, xs) − α(s, x̃s)

)
ds
)

+ dω

( ∫ t
t0

dbs
(
β(s, xs) − β(s, x̃s)

))
+ dω

( ∫ t
t0

(
γ(s, xs) − γ(s, x̃s)

)
dcs

)
≤ Cω ·

[
t1 − t0 +

(
‖Λ‖

1
2 + ‖Γ ‖

1
2

)
(t1 − t0)

1
2

]
· max
s∈[t0,t1]

dω
(
xs − x̃s

)
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< max
s∈[t0,t1]

dω
(
xs − x̃s

)
,

für genügend kleinest1 − t0. Daraus folgtdω
(
xt − x̃t

)
= 0 zunächst fürt ∈ [t0, t1] und

– durch Anwendung dieses Verfahrens auf die anschließenden Intervalle gleicher Länge –
schließlich für allet ≥ t0. Daω beliebig war, mußx = x̃ gelten. �

Bemerkungen. Die Ungleichung (4.22) verknüpft die Abschätzungen für den Integran-
den des Rechtsintegrals mit den Abschätzungen fürα undβ. Ihre Hauptaufgabe besteht
eigentlich darin, den Satz für Rechts- und Linksintegral gemeinsam formulieren zu kön-
nen. Als relevante Anwendungen, bei denen (4.22) erfüllt sind, haben wir dabei z.B. die
Folgenden im Sinn: Die einfachste und wichtigste ist sicher der Fall, in dem die Konstan-
tenCω unabhängig vom Zustandω gewählt werden können:Cω = C. Dann gelten die
Abschätzungen (4.16) - (4.21) in der‖ ‖0-Topologie. Eine andere Möglichkeit ist gegeben,
wenn das Rechtsintegral in (4.23) gar nicht auftritt und damit (4.22) entfällt (Cω◦Γ := 0).
Beide Situationen werden gemeinsam erfüllt sein, wenn wir den Existenz- und Eindeutig-
keitssatz in Theorem 4.5.1 benötigen werden.
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4.5 Korrespondenz zwischen unitalen und additiven
Kozyklen

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden Theorems. Es handelt sich dabei um
das zentrale Ergebnis dieses Kapitels und um eines der Hauptergebnisse dieser Arbeit. In
3.4.4 hatten wir eine Konstruktion angegeben, die jedem unitalen Kozyklusu auf kanoni-
sche Weise einen additiven Kozyklusb zuordnet. Da wir die stochastische Integration bzgl.
b inzwischen zur Verfügung haben, wollen wir nun, ganz wie im einführenden Teil 1.9.2
vorgezeichnet, den unitalen Kozyklus als Lösung einer SDGL bzgl.b zurückgewinnen.

4.5.1 Theorem. (A, ψ, St, (AI)I) sei ein weißes Rauschen überA0. Die zugehörige
Hilbert-W*-Modul-Version sei(L2(A, P0),1l, St, (L2(AI, P0))I). Dann gibt es eine kano-
nische Bijektion zwischen

i) ‖ ‖0-stetigen unitalen Kozyklenu ∈ Λ2(A) mit zugehöriger Kontraktionshalbgruppe
At := P0ut = eKt und

ii) zentrierten additiven Kozyklenb ∈ Λ2(A) undK ∈ A0 mit |bt |20 = −(K+ K∗)t.

Diese Korrespondenz kommt folgendermaßen zustande: Bei gegebenenb ∈ Λ2(A) und
K ∈ A0 ist u die Lösung der SDGL

ut = 1l +
∫ t
0

dbs us +

∫ t
0

dtKus . (4.24)

Umgekehrt entstehtb ausu durch die Standardkonstruktion

bt = ‖ ‖0- lim
Z∈Z(t)

∑
ti∈Z

Sti
(
uti+1−ti −Ati+1−ti

)
. (4.25)

Dabei istZ(t) das Netz der Zerlegungen des Intervalls[0, t], nach Feinheit halbgeordnet.

Die Korrespondenz zwischenu undb, K ist konsistent im folgenden Sinne:
Bei gegebenenb undK ist der additive Kozyklus, der nach(4.25)zur Lösung von(4.24)
gehört, wieder durchb gegeben. Andererseits entsteht jeder unitale Kozyklus als Lösung
von(4.24), wobei dannb durch(4.25)definiert sein muß.

Bemerkungen. Die Forderungen in ii) lassen sich folgendermaßen verstehen:b legt über
|b1 |

2
0 = −(K + K∗) nur den Realteil vonK fest. Um über (4.24) den unitalen Kozyklusu

zu definieren, muß auch noch der Imaginärteil vonK angegeben werden.

Dieser Satz läßt sich noch etwas knapper formulieren, wenn statt zentrierte additive Ko-
zyklenb nichtzentrierteβ benutzt werden. Dann besteht eine Bijektion zwischenu undβ
wie oben angegeben, wenn (4.24) durch

ut = 1l +
∫ t
0

dβs us (4.26)
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und (4.25) durch

βt = ‖ ‖0- lim
Z∈Z(t)

∑
ti∈Z

Sti
(
uti+1−ti − 1l

)
(4.27)

ersetzt wird. Dabei ist der Generator der KontraktionshalbgruppeP0ut durchP0β1 gege-
ben.

Den eigentlichen Beweis des Theorems verteilen wir auf mehrere Lemmata. Wir beginnen
mit den Lösungseigenschaften der SDGL (4.24) bei gegebenem additiven Kozyklusb.

4.5.2 Lemma. Die Lösungu der SDGL(4.24) ist eindeutig und ein‖ ‖0-stetiger Kozy-
klus mitP0ut = eKt. u ist genau dann unital, wenn|bt |20 = −(K + K∗)t gilt. Der nach
Theorem 3.4.4 zuu gehörende additive Kozyklus ist wiederb.

Beweis.Die SDGL (4.24) erfüllt offensichtlich die Voraussetzungen des Existenz- und
Eindeutigkeitssatzes 4.4.2. Damit ist klar, daß die eindeutig bestimmte Lösungu ‖ ‖0-stetig
ist. Dau0 = 1l natürlich inA0 liegt, istu stark adaptiert. Anwendung vonP0 auf beide
Seiten von (4.24) ergibtP0ut = 1l +

∫t
0
dtKP0us, mit der Lösungt 7→ P0ut = eKt.

Als nächstes ist die Kozykleneigenschaft zu zeigen. Dazu bezeichneZn[a, b] eine Zer-
legungsfolge des Intervalls[a, b], deren Feinheit gegen Null konvergiert. Wir bestimmen
zunächst für beliebigesw ∈ L2(A[0,t], P0)(

St

∫ s
0

dbr ur

)
w = σs- limn

∑
ri∈Zn[0,s]

(
St(bri+1 − bri)

)
(Sturi)w

= σs- limn

∑
ri∈Zn[0,s]

(
bt+ri+1 − bt+ri

)
(Stut+ri−t)w

= σs- limn

∑
ti∈Zn[t,s+t]

(
bti+1 − bti

)
(Stuti−t)w

=

∫ t+s
t

dbr (Stur−t)w .

Dabei haben wir die Stetigkeitseigenschaften des Produktes unabhängiger Elemente auf
L2(A, P0) benutzt (Satz 2.4.1, iii) und, da die Faktorenbt+ri+1 − bt+ri, Sturi, w zeit-
lich absteigend geordnet sind ([t + ri, t + ri+1] ≥ [t, t + ri] ≥ [0, t]), die Mög-
lichkeit iterierter Produkte (Bemerkung 2.4.2). Für festest > 0 definieren wir dann

vr :=

{
ur , 0 ≤ r ≤ t,
St(ur−t)ut , t < r.

Die Stetigkeitseigenschaften des Produkts unabhängiger Elemente liefert dieσ stop-
Stetigkeit vonr 7→ vr und damit die Integrierbarkeit. Für0 ≤ r ≤ t erfüllt vr offensichtlich
die SDGL (4.24). Daher folgt

vt+s = St

(
1l +
∫ s
0

dbr ur −

∫ s
0

drKur

)
ut
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= ut +

∫ t+s
t

dbr (Stur−t)ut +

∫ s
0

drK(Stur)ut

= 1l +
∫ t
0

dbr ur +

∫ t+s
t

dbr (Stur−t)ut −

∫ t
0

drKur −

∫ t+s
t

drK(Stur−t)ut

= 1l +
∫ t+s
0

dbr vr −

∫ t+s
0

drKvr ,

d.h.v genügt (4.24). Aufgrund der Eindeutigkeit der Lösung giltur = vr für alle r ≥ 0,
insbesondere also auchut+s = vt+s = (Stus)ut.

Für allea ∈ A0 folgt mit Λ := 〈b1 | · b1〉0 aus (4.24)

〈ut |aut〉0 = a+
〈
1l
∣∣a ∫ t

0

dbs us
〉
0
+
〈 ∫ t
0

dbs us
∣∣a〉

0

+
〈
1l
∣∣a ∫ t

0

dsKus
〉
0
+
〈 ∫ t
0

dsKus
∣∣a〉

0

+
〈 ∫ t
0

dbs us
∣∣a ∫ t

0

dbs us
〉
0

+
〈 ∫ t
0

dsKus
∣∣a ∫ t

0

dbs us
〉
0
+
〈 ∫ t
0

dbs us
∣∣a ∫ t

0

dsKus
〉
0

+
〈 ∫ t
0

dsKus
∣∣a ∫ t

0

dsKus
〉
0

= a+

∫ t
0

ds 〈1l |aKus〉0 +

∫ t
0

ds 〈Kus |a〉0

+

∫ t
0

ds 〈us |Λ(a)us〉0

+

∫ t
0

ds
〈
Kus

∣∣a ∫ s
0

dbr ur
〉
0
+

∫ t
0

ds
〈 ∫ s
0

dbr ur
∣∣aKus〉0

+

∫ t
0

∫ s
0

〈Kus |aKur〉0 drds+

∫ t
0

∫ r
0

〈Kus |aKur〉0 dsdr .

Die w*-Ableitung vonRt(a) := 〈ut |aut〉0 ist also für allea ∈ A0 erklärt:

d

dt
Rt(a) =

d

dt
〈ut |aut〉0

= 〈1l |aKut〉0 + 〈Kut |a〉0 + 〈ut |Λ(a)ut〉0

+
〈
Kut

∣∣a ∫ t
0

dbr ur
〉
0
+
〈 ∫ t
0

dbr ur
∣∣aKut〉0

+
〈
Kut

∣∣a ∫ t
0

drKur
〉
0
+
〈 ∫ t
0

drKur
∣∣aKut〉0

= 〈1l |aKut〉0 + 〈Kut |a〉0 + Rt(Λ(a))

− 〈Kut |a(1l − ut)〉0 − 〈1l − ut |aKut〉0
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= Rt(Λ(a)) + Rt(K
∗a+ aK) .

Damit ist(Rt)t≥0 eine‖ ‖-stetige Halbgruppe mit GeneratorL(a) := Λ(a) + (K∗a+ aK).
u ist genau dann unital, wennRt 1l-erhaltend ist, wenn alsoL(1l) = 0 gilt. Das wiederum
ist äquivalent zu|b1 |20 = Λ(1l) = −(K+ K∗), d.h. nach (3.12) zu|bt |20 = −(K+ K∗)t.

Die letzte Behauptung ist in dem folgenden Lemma enthalten: Nach Theorem 3.4.4 exi-
stiert die rechte Seite von (4.29), sogar für eine beliebige Zerlegungsfolge des Intervalls
[0, t], deren Feinheit gegen Null konvergiert. Zur Identifikation des Grenzwertes kann also
die spezielle Zerlegungsfolge in (4.29) benutzt werden. �

4.5.3 Lemma. Für eine Lösungu der SDGL(4.24)gelten folgende Beziehungen:

i)
〈
bt
∣∣a ∫ t

0

dbs us
〉
0

=

∫ t
0

Λ(a)As ds , a ∈ A0 , (4.28)

ii) bt = ‖ ‖0- limn

2n−1∑
i=0

Siδn(uδn −Aδn) , δn := t2−n . (4.29)

Beweis.Aus dem vorausgehenden Lemma wissen wir, daßu ein unitaler Kozyklus ist und
daßAt := P0ut eine‖ ‖-stetige Kontraktionshalbgruppe definiert, deren Generator durch
den OperatorK ∈ A0 der SDGL (4.24) bestimmt ist. Daher haben wir die Ergebnisse von
Theorem 3.4.4 zu unserer Verfügung. Wir wissen also, daß die rechte Seite von (4.29) exi-
stiert und einen additiven Kozyklus definiert, den wir nur noch alsb identifizieren müssen.
Im folgenden seiΛ wieder durch〈b1 | · b1〉0 gegeben.

Zu i): Wegen der‖ ‖0-Stetigkeit vont 7→ ut (vgl. 4.4.2) gilt:

〈
bt
∣∣a ∫ t

0

dbs us
〉
0

= ‖ ‖0- limn

2n−1∑
i=0

〈
bt
∣∣a(Siδnbδn)uiδn

〉
0

= ‖ ‖0- limn

2n−1∑
i=0

〈
Siδnbδn

∣∣a(Siδnbδn)uiδn
〉
0

= ‖ ‖0- limn

2n−1∑
i=0

〈
〈bδn |a∗bδn〉0

∣∣uiδn〉0
= ‖ ‖0- limn

2n−1∑
i=0

Λ(a)Aiδn δn =

∫ t
0

Λ(a)As ds .

Zu ii): Bestimme zunächst die Ordnung von
∫δn
0
K(us − 1l)ds:

∥∥ ∫ δn
0

K(us − 1l)ds
∥∥
0

= sup
ω∈A0

+
∗,1

dω
( ∫ δn
0

K(us − 1l)ds
)

≤ sup
ω∈A0

+
∗,1

∫ δn
0

dω
(
K(us − 1l)

)
ds
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≤
∫ δn
0

‖K(us − 1l)‖0 ds

≤
∫ δn
0

√
2 ‖K‖ ‖1l −As‖

1
2 ds ≤ o(δ3/2n ) .

Nun zur Approximation vonbt:

2n−1∑
i=0

Siδn(uδn −Aδn) =

2n−1∑
i=0

Siδn(uδn − 1l) −

2n−1∑
i=0

Aδn − 1l

=

2n−1∑
i=0

Siδn

∫ δn
0

dbs us −

2n−1∑
i=0

Siδn

∫ δn
0

dsKus

−

2n−1∑
i=0

Aδn − 1l
δn

· δn .

Der erste Summand konvergiert in der‖ ‖0-Norm gegenbt, der zweite gegenKt und der
dritte ersichtlich gegen−Kt:

∣∣∣ 2n−1∑
i=0

Siδn

∫ δn
0

dbs us − bt

∣∣∣2
0

=
∣∣∣ 2n−1∑
i=0

Siδn

∫ δn
0

dbs us − Siδnbδn

∣∣∣2
0

=

2n−1∑
i=0

∣∣∣ ∫ δn
0

dbs us − bδn

∣∣∣2
0

=

2n−1∑
i=0

(∫ δn
0

Rs(Λ(1l))ds+ δnΛ(1l)

)

− 2Re
2n−1∑
i=0

〈
bδn

∣∣ ∫ δn
0

dbs us
〉
0

=

2n−1∑
i=0

∫ δn
0

Rs(Λ(1l))ds+Λ(1l)t︸ ︷︷ ︸→ 2Λ(1l) t

−2Re
2n−1∑
i=0

∫ δn
0

Λ(1l)As ds︸ ︷︷ ︸→ − 2Λ(1l) t

n→∞
‖ ‖0

- 0 ,

2n−1∑
i=0

Siδn

∫ δn
0

Kus ds− Kt =

2n−1∑
i=0

Siδn

∫ δn
0

K(us − 1l)ds
≤o(δ1/2n )

‖ ‖0

- 0 .

Dabei istRs := 〈us | · us〉0 die ‖ ‖-stetige Halbgruppe gemäß Satz 3.1.2. �
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Mit Lemma 4.5.2 und Theorem 3.4.4 sind, bis auf eine, alle Behauptungen von Theo-
rem 4.5.1 abgedeckt. Was noch fehlt ist die Letzte: Wir wissen noch nicht, daßjederuni-
tale Kozyklusu als Lösung einer SDGL der Form (4.24) entsteht. Immerhin ist aus Lem-
ma 4.5.2 ersichtlich, daß der additive Kozyklusb, den wir zur Aufstellung dieser SDGL
benötigen würden, ausu gemäß der Standardkonstruktion entstehen müßte.

4.5.4 Lemma. Jeder‖ ‖0-stetige unitale Kozyklusu ist die Lösung der SDGL(4.24), wobei
b ausu gemäß der Standardkonstruktion(4.25)entsteht.

Beweis.Wir stellen zunächst einige Ergebnisse zusammen, die wir im Verlaufe des Bewei-
ses zur Hand haben wollen. Wir können auf Theorem 3.4.4 zurückgreifen:Rt := 〈ut | ·ut〉0
besitzt den GeneratorA0 3 a 7→ L(a) := Λ(a) + K∗a + aK, mit Λ := 〈b1 | · b1〉0 und
At := P0ut = eKt, sowieΛ(1l) = −(K∗+K). Die Standardkonstruktion vonb verwenden
wir in der Form

bt = ‖ ‖0- limn

2n−1∑
i=0

Siδn(uδn −Aδn) , δn := t2−n .

Um die Behauptung des Lemmas zu beweisen, wird∣∣∣ut − 1l −
∫ t
0

dbs us −

∫ t
0

dsKus

∣∣∣2
0

= 0 (4.30)

gezeigt. Dafür werden wir folgende Ausdrücke berechnen:

i) |ut |
2
0 = 1l ,

ii) |1l|20 = 1l ,

iii)
∣∣ ∫t
0
dbs us

∣∣2
0

=
∫t
0
RsΛ(1l)ds ,

iv)
∣∣ ∫t
0
dsKus

∣∣2
0

=
∫t
0
RsΛ(1l)ds−

∫t
0
RsΛ(At−s +A∗t−s)ds+ 1l −At + 1l −A∗t ,

v) −2Re〈ut | 1l〉0 = −At −A∗t ,

vi) −2Re
〈
ut
∣∣ ∫t

0
dbs us

〉
0

= −
∫t
0
RsΛ(At−s +A∗t−s)ds ,

vii) −2Re
〈
ut
∣∣ ∫t

0
dsKus

〉
0

=
∫t
0
RsΛ(At−s +A∗t−s)ds− (1l −At) − (1l −A∗t) ,

viii) 2Re
〈
1l
∣∣ ∫t

0
dbs us

〉
0

= 0 ,

ix) 2Re
〈
1l
∣∣ ∫t

0
dsKus

〉
0

= −(1l −At) − (1l −A∗t) ,

x) 2Re
〈 ∫t

0
dsKus

∣∣ ∫t
0
dbs us

〉
0

= −2
∫t
0
RsΛ(1l)ds+

∫t
0
RsΛ(At−s +A∗t−s)ds .
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Gleichung (4.30) erhält man jetzt einfach durch Addieren von i) bis x). i), ii), iii), v) und
viii), sowie ix) sind klar.
Zu iv): ∣∣∣ ∫ t

0

dsKus

∣∣∣2
0

=

∫ t
0

∫ r
0

〈us |K∗Kur〉0 dsdr+

∫ t
0

∫ t
r

〈us |K∗Kur〉0 dsdr

(∗)
=

∫ t
0

∫ r
0

Rs
(
K∗KAr−s

)
dsdr+

∫ t
0

Rr

( ∫ t
r

A∗s−rK
∗︸ ︷︷ ︸

= d
ds
A∗s−r

Kds
)
dr .

Das zweite Integral läßt sich zu
∫t
0
Rr((A

∗
t−r − 1l)K)dr auswerten und das erste durch

Vertauschen der Integrationsreihenfolge zu∫ t
0

Rs

( ∫ t
s

K∗KAr−s dr
)
ds =

∫ t
0

Rs
(
K∗(At−s − 1l)

)
ds .

Zusammengefaßt:∣∣∣ ∫ t
0

dsKus

∣∣∣2
0

=

∫ t
0

RsΛ(1l)ds+

∫ t
0

Rs
(
A∗t−sK+ K∗At−s

)
ds .

Für die nachfolgende Rechnung formen wir−
∫t
0
Rs
(
K∗A∗t−s

)
ds um:

−

∫ t
0

Rs
(
K∗A∗t−s

)
ds =

∫ t
0

Rs

(
d

ds
A∗t−s

)
ds = 1l −A∗t −

∫ t
0

RsL(A
∗
t−s)ds .

Genauso verfahren wir mit−
∫t
0
Rs
(
At−sK

)
ds. Unter Berücksichtigung der Form des Ge-

neratorsL erhalten wir damit∣∣∣ ∫ t
0

dsKus

∣∣∣2
0

=

∫ t
0

RsΛ(1l)ds

+

∫ t
0

Rs
(
A∗t−sK+ K∗A∗t−s

)
ds+

∫ t
0

Rs
(
At−sK+ K∗At−s

)
ds

−

∫ t
0

Rs
(
K∗A∗t−s

)
ds−

t∫
0

Rs
(
At−sK

)
ds

=

∫ t
0

RsΛ(1l)ds

+

∫ t
0

Rs
(
A∗t−sK+ K∗A∗t−s

)
ds+

∫ t
0

Rs
(
At−sK+ K∗At−s

)
ds

−

∫ t
0

RsL
(
At−s +A∗t−s

)
ds+ 1l −At + 1l −A∗t

=

∫ t
0

RsΛ(1l)ds−

∫ t
0

RsΛ
(
At−s +A∗t−s

)
ds+ 1l −At + 1l −A∗t .
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Zu vi):
Bestimme zunächst für0 ≤ s ≤ t− δ:〈

ut
∣∣ (Ssbδ)us〉0 =

〈
(Ssut−s)us

∣∣ (Ssbδ)us〉0
= Rs

(〈
ut−s

∣∣bδ〉0) = Rs
(〈
At−s−δuδ

∣∣bδ〉0)
(3.17)
= Rs

( ∫ δ
0

A∗rΛ(A∗δ−rA
∗
t−s−δ)dr

)
= Rs

( ∫ δ
0

A∗rΛ(A∗t−s−r)dr
)

und erhalte damit:

〈
ut
∣∣ ∫ t

0

dbs us
〉
0

= limn

2n−1∑
i=0

〈
ut
∣∣ (Siδnbδn)uiδn〉0

= limn

2n−1∑
i=0

Riδn

(
1

δn

∫ δn
0

A∗rΛ(A∗t−iδn−r)dr−Λ(A∗t−iδn)

)
︸ ︷︷ ︸

o(δn)

·δn

+ limn

2n−1∑
i=0

Riδn
(
Λ(A∗t−iδn)

)
· δn

=

∫ t
0

RsΛ
(
A∗t−s

)
ds .

Zu vii):

〈
ut
∣∣ ∫ t

0

dsKus
〉
0

=

∫ t
0

〈(Ssut−s)us |Kus 〉0 ds =

∫ t
0

Rs
(
A∗t−sK

)
ds

=

∫ t
0

Rs
(
A∗t−sK+ K∗A∗t−s

)
ds−

∫ t
0

Rs
(
K∗A∗t−s

)
ds

=

∫ t
0

RsL
(
A∗t−s

)
ds−

∫ t
0

RsΛ
(
A∗t−s

)
ds−

∫ t
0

Rs
(
K∗A∗t−s

)
ds

= 1l −A∗t −

∫ t
0

RsΛ
(
A∗t−s

)
ds .

Die letzte Gleichung erhalten wir wieder, wie unter iv), durch partielle Integration.

Zu x):
Dieselbe Rechnung wie für (vi) zeigt:〈

Kus
∣∣ ∫ s

0

dbr ur
〉
0

=

∫ s
0

RrΛ
(
K∗A∗s−r

)
dr .

Damit ist〈 ∫ t
0

dsKus
∣∣ ∫ t

0

dbsus
〉
0

=

∫ t
0

〈
Kus

∣∣ ∫ s
0

dbr ur
〉
0
ds =

∫ t
0

∫ s
0

RrΛ
(
K∗A∗s−r

)
drds
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=

∫ t
0

∫ t
r

RrΛ
(
K∗A∗s−r

)
dsdr =

∫ t
0

RrΛ
(
A∗t−r − 1l

)
dr

=

∫ t
0

RrΛ
(
A∗t−r

)
dr−

∫ t
0

RrΛ(1l)dr . �

Damit haben wir alle Hilfsmittel beisammen, um Theorem 4.5.1 zu beweisen.

Beweis von Theorem 4.5.1.Die eindeutige Zuordnung eines unitalen Kozyklusu bei ge-
gebenem additiven Kozyklusb ∈ Λ2(A) undK ∈ A0, vermittelt durch die Lösung der
SDGL (4.24), sowie der erste Teil der Konsistenzbehauptungen wurde in Lemma 4.5.2
gezeigt. Die Umkehrung ist der Inhalt von Theorem 3.4.4. Die Konsistenzbehauptungen
ergeben sich aus Lemma 4.5.2 und Lemma 4.5.4. �





5. Affiliierte Operatoren

Wir hatten in Abschnitt 2.3.4 eine konkrete Realisierung des Hilbert W*-ModulsL2(A, P0)

durch Operatoren ausB(H0,Hψ) kennengelernt. In dieser Realisierung ist es aber schwie-
rig Kriterien anzugeben, die sicherstellen, daß ein konkretes Element ausL2(A, P0) bereits
in A liegt, oder daß es sich bei diesem Element etwa um einen unitären Operator handelt.
Tatsächlich soll es einmal ein wesentlicher Bestandteil dieser Theorie sein, die unitalen Lö-
sungen der stochastischen Differentialgleichungen (4.24) alsunitäreOperatoren zu identi-
fizieren. Wir benötigen demnach eine Realisierung vonL2(A, P0), die es für eine gewisse
Klasse von Elementen inL2(A, P0) gestattet, auch einfache algebraische Operationen, wie
Quadrieren und Betragsbildung durchzuführen. Wir werden sehen, daß zumindest für den
Fall, daß es sich beiA um eine finite von Neumann Algebra handelt, eine Realisierung von
L2(A, P0) durch bestimmte affiliierte Operatoren existiert, die wir alsP0-affiliiert bezeich-
nen wollen. Bekannterweise bilden die zu einer finiten von Neumann Algebra affiliierten
Operatoren eine *-Algebra (vgl. [KaRi2], Ex. 8.7.60).

Finite Algebren stellen in unserem Kontext keine wirkliche Einschränkung dar. Der Zu-
standψ unseres Wahrscheinlichkeitsraumes(A, ψ) ist zwar nicht notwendig ein Spurzu-
stand, aber die uns hauptsächlich interessierenden unitären Kozyklenu sollten im Zentra-
lisatorAψ von (A, ψ) liegen. Nur so kann Adut ∈ Aut(A, ψ) undRt = P0 ◦ Adut ∈
Mor(A0, ψ) erfüllt sein. Über die Standardkonstruktion (4.25) folgt dann, daß der zuge-
hörige additive Kozyklusb in L2(Aψ, P0) liegt. Die geforderte Stationarität unserer dyna-
mischen Systeme bringt es also mit sich, daß ein wesentlicher Teil unserer Theorie in der
finiten W*-AlgebraAψ und dem zugehörigen HilbertmodulL2(Aψ, P0) formuliert wer-
den kann. Dieses Hilbertmodul läßt sich durchP0-affiliierte Operatoren realisieren, wie
wir in diesem Kapitel sehen werden. Das bedeutet jedoch nicht, daß wir uns von vorn-
herein auf finite W*-Algebren beschränken können, indem wir nur auf dem Zentralisa-
tor von (A, ψ) arbeiten. Zwar kann mit einem unitären Kozyklusu ⊂ Aψ der Markov-
ProzeßTt = Adut ◦ St auf A und daraus die KontraktionshalbgruppeRt = P0 ◦ Tt
auf A0 gewonnen werden, aber der Lindblad-GeneratorL(a) = 〈b1 |ab1〉0 + K∗a + aK,
a ∈ A, gemäß Theorem 3.4.4, läßt sich nur über die Hilbertmodul-Theorie formulieren.
Die P0-affiliierten Operatoren stellen also eine wertvolle Ergänzung der Hilbertmoduln
dar, da sie ‘nah’ genug an der AlgebraA liegen, um die Frage nach Unitarität bestimmter
Hilbertmodul-Elemente stellen zu können.

Wir werden in diesem Kapitel zunächst den Zusammenhang zwischen Hilbertmodul-
Elementen bzgl. einer finiten von Neumann Algebra undP0-affiliierten Operatoren her-
stellen. Dann beschreiben wir den Unterraum der adjungierbaren Hilbertmodul-Elemente.
Schließlich werden wir eine TeilmengeE4 derP0-affiliierten Operatoren bestimmen, in der

85
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die Adjungierte und das Betragsquadrat eines Elementes wieder einP0-affiliierter Opera-
tor (d.h., wieder ein Element ausL2(A, P0)) ist. Dieses Kapitel geht in Teilen über das
hinaus, was für die in dieser Arbeit gesteckten Ziele nötig ist. Da aber an dieser Stelle alle
Hilfsmittel bereitgestellt sind, wäre es schade, sich nur auf das unbedingt Notwendige zu
beschränken.

5.1 P0-affiliierte Operatoren

In diesem Abschnitt wird eine Realisierung vonL2(A, P0) durch affiliierte Operatoren
angegeben. Es handelt sich dabei um die Verallgemeinerung einer Konstruktion aus der
Tomita-Takesaki-Theorie, wo jedem Vektor aus dem Definitionsbereich des modularen
Operators ein affiliierter Operator zugeordnet werden konnte ([BrRo1], Proposition 2.5.9).

5.1.1 Proposition. (A, ψ,A0) sei ein finiter Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gehört zu
jedemx ∈ L2(A, P0) genau ein affiliierter OperatorXηA mit H0 ⊆ D(X), der durch

Xa ′ξ0 := a ′xξ0 , ξ0 ∈ H0 , a
′ ∈ A ′ , (5.1)

definiert ist. Insbesondere istA ′H0 ein Core fürX.

Beweis.Um die Wohldefiniertheit vonX zu zeigen, approximieren wir das Elementx ∈
L2(A, P0) durch eine Folge(xn)n∈N ⊆ A: x = s- limn xn. Aus a ′ξ0 = 0 folgt dann
a ′xξ0 = limn a

′xnξ0 = limn xna
′ξ0 = 0. Offensichtlich istX dicht definiert und hatH0

im Definitionsbereich.X ist abschließbar, da auchX∗ dicht definiert ist:

|〈a ′Ω |Xb ′ξ0〉| = limn |〈a ′x∗nΩ |b ′ξ0〉| = limn |〈a ′JxnΩ |b ′ξ0〉|
≤ ‖a ′‖ supn ‖xnΩ‖ ‖b ′ξ0‖

zeigt, daß der dichte TeilraumA ′Ω im Definitionsbereich vonX∗ enthalten ist. Den
Abschluß vonX bezeichnen wir wieder mit demselben Symbol.XηA ist äquivalent zu
Xa ′ ⊇ a ′X für allea ′ ∈ A ′. Auf dem CoreA ′H0 vonX folgt diese Beziehung direkt aus
(5.1):Xa ′b ′ξ0 = a ′b ′Xξ0 = a ′Xb ′ξ0 für alle b ′ ∈ A ′, ξ0 ∈ H0. Da die Affiliiertheit
eines Operators bereits auf seinem Core geprüft werden kann, istXηA gezeigt.
Ein weiterer affiliierter OperatorY, der (5.1) erfüllt, wäre eine Fortsetzung vonX. Da aber
Operatoren, die zu einer finiten von Neumann Algebra affiliiert sind keine echten Fortset-
zungen besitzen, mußX mit Y übereinstimmen. �

5.1.2 Bemerkung. Ein affiliierter OperatorX, dessen DefinitionsbereichH0 umfaßt, ent-
hält auchΩ. Die Proposition fürA0 = C ·1l sagt dann, daß durch̃Xa ′Ω = a ′xΩ, a ′ ∈ A ′,
genau ein affiliierter Operator̃Xmit CoreA ′Ω definiert wird. Dieser besitzt offensichtlich
X als Fortsetzung und muß daher mitX übereinstimmen. Somit wird auch durchA ′Ω
ein Core fürX bestimmt. Diese Beobachtung wird uns später mitunter die Beweistechnik
etwas erleichtern.
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5.1.3 Definition. Ein OperatorX, der zur von Neumann AlgebraA eines Wahrscheinlich-
keitsraumes(A, ψ,A0) affiliiert ist, heißtP0-affiliiert zuA, falls H0 im Definitionsbereich
vonX enthalten ist undA ′H0 ein Core fürX darstellt. IstA0 = C · 1l, so sprechen wir
auch vonψ-affiliiertenOperatoren.

5.1.4 Lemma. Ist der Wahrscheinlichkeitsraum(A, ψ,A0) finit, so folgt die P0-
Affiliiertheit eines OperatorsXηA bereits ausH0 ⊆ D(X).

Beweis.Die Affiliiertheit von X hat A ′H0 ⊆ D(X) zur Folge. Es muß also nur noch
gezeigt werden, daßX|A ′H0 ein abschließbarer Operator ist (der dannX als Fortsetzung
besitzt und daher mitX übereinstimmt): Aus〈a ′Ω |Xb ′ξ0〉 = 〈a ′JXΩ |b ′ξ0〉 für alle
a ′, b ′ ∈ A ′, ξ0 ∈ H0, ist ersichtlich, daß die Adjungierte vonX|A ′H0 dicht definiert und
dieser Operator folglich abschließbar ist. �

5.1.5 Satz.Für einen finiten Wahrscheinlichkeitsraum(A, ψ,A0) bestimmt Gleichung
(5.1) eine 1-1-Beziehung zwischen Elementen ausL2(A, P0) und P0-affiliierten Opera-
toren.

Beweis.Proposition 5.1.1 stellt eine injektive Abbildung vonL2(A, P0) in die Menge der
P0-affiliierten Operatoren bereit, von der also nur noch die Surjektivität nachgewiesen wer-
den muß. Zu einemP0-affiliierten OperatorX muß ein Elementx ∈ L2(A, P0) angegeben
werden, für das Gleichung (5.1) erfüllt ist. Da der abgeschlossene TeilraumH0 in D(X)

enthalten ist, istx := X|H0 ein beschränkter Operator, der inL2(A, P0) liegt, falls er in
der stop-Topologie aufL2(A, P0) durch eine Folge ausA approximiert werden kann (die
Einheitskugel inL2(A, P0) ist stop-vollständig). Diese Folge läßt sich mit Hilfe der Po-
larzerlegungX = u|X| von X und der Spektralprojektorenen := χ[0,n](|X|) in der Form
xn := Xen ∈ A gewinnen:

‖(x− xn)ξ0‖ = ‖(X− Xen)ξ0‖ = ‖u(1l − en)u
∗Xξ0‖

n→∞- 0
für alle ξ0 ∈ H0 beweist die gewünschte stop-Konvergenz der Folge(xn)n∈N gegenx.
Gleichung (5.1) folgt nun direkt aus der Affiliiertheit vonX. �

5.1.6 Korollar. Für einen finiten Wahrscheinlichkeitsraum(A, ψ,C · 1l) bestimmt Glei-
chung(5.1) – mit H0 = C · Ω – eine 1-1-Beziehung zwischen dem GNS Hilbertraum
L2(A, ψ) und denψ-affiliierten Operatoren. Darüberhinaus gilt für alleψ-affiliierten
OperatorenJxΩ = x∗Ω, d.h. mitx ist auchx∗ ψ-affiliiert.

Beweis.Es ist nur noch dieψ-Affiliiertheit von x∗ zu zeigen. Dafür seixΩ = limn xnΩ

mit xn ∈ A. Dann gilt für allea ′ ∈ A ′:

〈JxΩ |a ′Ω〉 = limn〈x∗nΩ |a ′Ω〉 = limn〈Ω |a ′xnΩ〉 = 〈Ω | xa ′Ω〉 ,

d.h.Ω ∈ D(x∗) undJxΩ = x∗Ω. Insbesondere istx∗ ψ-affiliiert. �

5.1.7 Definition. Die Approximation(xn)n∈N ⊂ A vonX, die mittels der Spektralprojek-
torenen := χ[0,n](|X|) von |X| durchxn := Xen konstruiert wird, heißtStandardapproxi-
mationvonX.
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5.1.8 Die MengeE := {XηA | H0 ⊆ D(X)} derP0-affiliierten Operatoren kann in natür-
licher Weise zu einer Realisierung vonL2(A, P0) gemacht werden: Offensichtlich ist mit
X auchXa0, a0 ∈ A0, P0-affiliiert, d.h. die Rechtsmodulwirkung vonA0 aufE ist einfach
die Operatormultiplikation. Die Modulabbildungα : E → L2(A, P0); X 7→ X|H0 ist nach
Satz 5.1.5 eine Bijektion. Wir definieren das innere Produkt aufE durch

〈X | Y〉E := 〈α(X) |α(Y)〉0 , X, Y ∈ E . (5.2)

Auf diese Weise wirdE ein Hilbertmodul überA0, das gemäß Definition 2.1.6 unitär äqui-
valent zuL2(A, P0) ist. Die vonL2(A, P0) aufE induzierte stop-Konvergenz entspricht da-
bei derKonvergenz aufH0. Darunter wollen wir folgendes verstehen: Eine Folge(Xn)n∈N
P0-affiliierter Operatoren konvergiert aufH0 gegen denP0-affiliierten OperatorX, falls
für alle ξ0 ∈ H0 die Folge(Xnξ0)n∈N gegenXξ0 konvergiert. Natürlich ist das äquiva-
lent zur stop-Konvergenz für die zugehörige Folge(xn)n∈N ⊆ L2(A, P0), xn := Xn|H0 .
Entsprechend werden Cauchy-Folgen eingeführt. Satz 5.1.5 zeigt dann, daß diese einen
P0-affiliierten Grenzwert besitzen.

Satz. Das Hilbertmodul derP0-affiliierten Operatoren ist unitäräquivalent zu dem
Hilbert-W*-ModulL2(A, P0).

Wir sehen also, daß Elemente ausL2(A, P0) je nach Bedarf als zuB(H0,Hψ) gehörig,
oder alsP0-affiliierte Operatoren aufgefaßt werden dürfen, sofern der Wahrscheinlichkeits-
raum(A, ψ,A0) finit ist. Satz 5.1.5 zeigt ja, daßx ∈ L2(A, P0) ⊆ B(H0,Hψ) auf genau
eine Weise zu einemP0-affiliierten Operator fortgesetzt werden kann, den wir künftig mit
demselben Symbolx bezeichnen wollen. Je nach Problemstellung kann man dann unterx

einenP0-affiliierten Operator, oder seine Einschränkung aufH0 verstehen, d.h. wir wer-
den nicht mehr zwischen diesen beiden Realisierungen vonL2(A, P0) unterscheiden. In der
Notation werden wir weiterhin kleine Buchstaben für Elemente ausL2(A, P0) verwenden
(und die Großbuchstaben fürP0-affiliierte Operatoren nur als Übergangslösung ansehen).
Gleichung (5.1) lautet nun

xa ′ξ0 = a ′xξ0 , ξ0 ∈ H0 , a
′ ∈ A ′ . (5.3)

Bemerkung. Tatsächlich läßt sich das Konzept der ZuordnungP0-affiliierter Operato-
ren auch auf nicht finite Wahrscheinlichkeitsräume ausdehnen, allerdings ist diese dann
nicht mehr surjektiv, sondern erfaßt nur noch ein stop-dichtes Untermodul vonL2(A, P0).
Da wir in der vorliegenden Arbeit nur an finiten Wahrscheinlichkeitsräumen (oder genau-
er: am Zentralisator-Modul) interessiert sind, soll diese aufwendigere Untersuchung hier
nicht vorgestellt werden. Wenn nichts anderes gesagt wird, wollen wir für den Rest dieses
Kapitels generell von finiten von Neumann Algebren ausgehen.

5.1.9 Da jeder finite Wahrscheinlichkeitsraum(A, ψ,A0) auch den finiten Raum
(A, ψ,C · 1l) umfaßt, muß noch der Zusammenhang zwischenP0-affiliierten undψ-
affiliierten Operatoren geklärt werden. Nach Lemma 5.1.4 ist ein affiliierter Operator
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genau dannψ-affiliiert, wennΩ in seinem Definitionsbereich enthalten ist. JederP0-
affiliierte Operator ist also auchψ-affiliiert. Eine später mitunter nützliche Bedingung an
einenψ-affiliierten Operator (d.h. an einen Vektor des GNS Hilbertraums, vgl. Korol-
lar 5.1.6), die dieP0-Affiliiertheit zur Folge hat, stellt das folgende Lemma bereit.

Lemma. Eine‖ ‖0-beschränkte Folge ausL2(A, P0), die in derψ-Norm gegen ein Element
ausL2(A, ψ) konvergiert, ist auch stop-konvergent und besitzt dasselbe Grenzelement (aus
L2(A, P0)). Insbesondere ist einψ-affiliierter Operator genau dannP0-affiliiert, wenn er
eine‖ ‖0-beschränkte,‖ ‖ψ-konvergente Approximation ausA besitzt.

Beweis.(xn)n∈N ⊂ L2(A, P0) sei in der‖ ‖0-Norm durchM > 0 nach oben beschränkt
und‖ ‖ψ-konvergent gegenx ∈ L2(A, ψ). Um die stop-Konvergenz dieser Folge zu zeigen,
wählen wir zu gegebenenε > 0 undξ0 ∈ H0 ein a ′ ∈ A ′ mit der Eigenschaft‖ξ0 −

a ′Ω‖ < ε
4M

und schätzen ab:

‖(xn − xm)ξ0‖ ≤ ‖(xn − xm)‖0 ‖ξ0 − a ′Ω‖+ ‖a ′‖ ‖(xn − xm)Ω‖

≤ 2M · ε
4M

+ ‖a ′‖ ‖xn − xm‖ψ ≤
ε

2
+
ε

2
= ε ,

für eine geeignete Zahlnε ∈ N und allen,m ≥ nε. Das ist die stop-Cauchy-Bedingung
für die Folge(xn)n∈N. Da L2(A, P0) stop-folgenvollständig ist, besitzt sie ein Grenzele-
mentx̃ ∈ L2(A, P0). AusΩ ∈ D(x̃) folgt x̃a ′Ω = limn a

′xnΩ = a ′xΩ = xa ′Ω für alle
a ′ ∈ A ′, d.h. x̃ ist eine Fortsetzung vonx und stimmt daher mit diesem überein. Damit
ist der erste Teil des Lemmas bewiesen. Für den zweiten Teil ist nur noch zu zeigen, daß
einψ-affiliierter Operatorx eine‖ ‖0-beschränkte,‖ ‖ψ-konvergente Approximation ausA
besitzt. Das wird aber durch die Standardapproximation vonx sichergestellt (vgl. Defini-
tion 5.1.7 und den Beweis von Satz 5.1.5). �

5.1.10 Satz.Ein zuA affiliierter Operator gehört genau dann zuL2(A, P0), wenn seine
Standardapproximation‖ ‖0-beschränkt ist.

Beweis.Für einx ∈ L2(A, P0) zeigt der Beweis von Satz 5.1.5 die stop-Konvergenz der
Standardapproximation und daher auch deren‖ ‖0-Beschränktheit. Ist diese andererseits
gegeben, so zeigt die folgende Abschätzung für alleξ0 ∈ H0, η ∈ D(x),

|〈ξ0 | |x|η〉| = limn |〈|x|enξ0 |η〉| ≤ supn ‖ |x|enξ0‖ ‖η‖ ≤ supn ‖xn‖0 ‖ξ0‖ ‖η‖ ,

daßH0 in D(x) enthalten ist und somitx in L2(A, P0) liegt. �

Dieser Satz zeigt insbesondere die Verwandtschaft mit der nichtkommutativen Integrati-
onstheorie, wie sie E. Nelson entwickelt hat (vgl. [Nel, Ter]). FürA0 = C · 1l, d.h. für
L2(A, ψ) stimmt sie mit ihr überein (vgl. auch Korollar 5.1.6).

5.1.11 Diese Zusammenstellung allgemeiner EigenschaftenP0-affiliierter Operatoren be-
enden wir mit ihrer Einbettungseigenschaft in den GNS-HilbertraumL2(A, ψ).
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Lemma. Durch die Abbildung

j : L2(A, P0)→ L2(A, ψ); x 7→ xΩ

wird eine kontraktive, stop-stetige Einbettung definiert.

Beweis.‖xΩ‖2 = 〈Ω |P0(x
∗x)Ω〉 ≤ ‖x‖20, x ∈ L2(A, P0), zeigt die Kontraktivität vonj.

Die stop-Stetigkeit ist klar. Die Injektivität vonj folgt aus Satz 5.1.1 für den FallA0 = C·1l
und Bemerkung 5.1.2. �

5.2 Adjungierbare P0-affiliierte Operatoren

Wir charakterisieren die Elementex ausL2(A, P0), deren Adjungiertex∗ ebenfalls zu
L2(A, P0) gehört. Wir nennen sie dieadjungierbarenElemente vonL2(A, P0). Der fol-
gende Satz kann als eine Verallgemeinerung von [Ta1], Lemma V.2.27 angesehen werden.

5.2.1 Satz.Die Adjungiertex∗ eines Elementsx ∈ L2(A, P0) gehört genau dann zu
L2(A, P0), wenn es eine stop-Approximation(xn)n∈N ⊆ A vonx gibt, mit der Eigenschaft

supn ‖x∗n‖0 <∞ .
In diesem Falle giltx∗ = s- limn x

∗
n.

Beweis.Wir zeigen zuerst, daß einP0-affiliierter Operatorx, der eine Approximation
(xn)n∈N ⊂ A der geforderten Art besitzt, eineP0-affiliierte Adjungierte hat. Dazu sei-
enη0, ξ0 ∈ H0 unda ′ ∈ A ′. Dann folgt aus

|〈η0 | xa ′ξ0〉0 | = limn |〈η0 |a ′xnξ0〉0 | = limn |〈x∗nη0 |a ′ξ0〉0 |
≤ supn ‖x∗nη0‖ ‖a ′ξ0‖ ≤ supn ‖x∗n‖0 ‖η0‖ ‖a ′ξ0‖ ,

daßH0 in D(x∗) enthalten ist. Nach Lemma 5.1.4 istx∗ P0-affiliiert.
Nun sei (xn)n∈N ⊂ A irgendeine stop-Approximation vonx, deren adjungierte Folge
(x∗n)n∈N in der‖ ‖0-Norm durch eine ZahlM > 0 beschränkt ist. Um die stop-Konvergenz
dieser Folge gegenx∗ zu zeigen, reicht es nach Lemma 5.1.9 die‖ ‖ψ-Konvergenz nach-
zurechnen. Diese folgt aber leicht aus Korollar 5.1.6 und der Isometrieeigenschaft der
modularen KonjugationJ. �

5.2.2 Korollar. B undC seienP0-unabhängige von Neumann Unteralgebren vonA und
L2(B, P0) bzw.L2(C, P0) die zugehörigen Untermoduln vonL2(A, P0). Für ein adjun-
gierbares Elementx ∈ L2(B, P0) gehört die Adjungiertex∗ ebenfalls zuL2(B, P0).
Für ein weiteres adjungierbares Elementy ∈ L2(C, P0) gilt: xy ist adjungierbar und
(xy)∗ = y∗x∗ ∈ L2(B ∨ C, P0).
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5.2.3 Gegenbeispiel.Für A0 = C · 1l sind die Voraussetzungen von Satz 5.2.1 automa-
tisch erfüllt: Die stop-Konvergenz von(x∗n)n∈N ist dann einfach dieψ-Konvergenz, die
leicht aus der Isometrieeigenschaft vonJ folgt. Dagegen stellt die‖ ‖0-Beschränktheit der
Folge(x∗n)n∈N für den Fall dim(A0) = ∞ i.allg. eine echte Bedingung an die Adjungier-
barkeit eines Elementsx innerhalb vonL2(A, P0) dar. Es ist instruktiv, dafür ein einfaches
Beispiel an der Hand zu haben:
Wir wählen fürA die AlgebraM2 ⊗ L∞ ⊗ L∞ und fürψ den Spurzustand1

2
tr ⊗ λ ⊗ λ,

mit λ :=
∫1
0
·dx, L∞ := L∞([0, 1], dλ). A0 sei die (kommutative) Diagonalalgebra[

1l⊗L∞ 0
0 L∞⊗ 1l

]
, deren zugehörige bedingte Erwartung durchP0 := Ad e11 ⊗ ϕ ⊗ id +

Ad e22 ⊗ id⊗ ϕ bestimmt ist ((eij)i,j=1,...,4 bezeichne die kanonische Matrix-Einheit von
M2). Das HilbertmodulL2(A, P0) und der TeilraumH0 sind folgendermaßen gegeben:

L2(A, P0) =

[
L2 ⊗ L∞ L∞ ⊗ L2
L2 ⊗ L∞ L∞ ⊗ L2

]
⊗ 1l2 , H0 = e1 ⊗ 1l2 ⊗ L2 ∨ e4 ⊗ L2 ⊗ 1l2 .

Dabei fassen wir die Funktionen inL2 := L2([0, 1], dλ) als Multiplikationsoperatoren auf
((ei)i=1,...,4 bezeichne die kanonischen Basisvektoren inC

4). Von den Operatoren

x :=

[
0 1l⊗ f
0 0

]
⊗ 1l2 , x∗ =

[
0 0

1l⊗ f 0

]
⊗ 1l2

f = f∗ ∈ L2, f 6∈ L∞, gehörtx offensichtlich zuL2(A, P0), nicht aberx∗.

5.3 Die Multiplikation in L2(A, P0)

Das HilbertmodulL2(A, P0) verhält sich bzgl. der Multiplikation wesentlich ungünstiger
als bzgl. der Adjungierung. Ein mögliches Substitut für dieL4-Räume ist die Teilmenge

E4 :=
{
x ∈ L2(A, P0)

∣∣ x∗x ∈ L2(A, P0) , xx∗ ∈ L2(A, P0)} (5.4)

von L2(A, P0). Um es gleich vorweg zu sagen:E4 ist ein schlechtes Substitut, da es sich
bei diesem Raum i.allg. noch nicht einmal um einen Vektorraum handelt.

5.3.1 Satz.E4 ist eine *-invariante Teilmenge vonL2(A, P0). Ein Elementx ∈ L2(A, P0)
gehört genau dann zuE4, wenn es eine stop-Approximation(xn)n∈N ⊂ A vonx mit fol-
gender Eigenschaft gibt:

supn { ‖xnx∗n‖0, ‖x∗nxn‖0 } <∞ . (5.5)

Beweis.Wir zeigen zunächst, daß die Standardapproximation(xn)n∈N ⊂ A (vgl. Defini-
tion 5.1.7) eines Elementsx ∈ E4 die Bedingung (5.5) des Satzes erfüllt:

‖x∗nxnξ0‖ = ‖ |x|2enξ0‖ = ‖en|x|2ξ0‖ ≤ ‖x∗xξ0‖ ≤ ‖x∗x‖0 ‖ξ0‖ ,
‖xnx∗nξ0‖ = ‖ |x|enx∗ξ0‖ = ‖en|x|x∗ξ0‖ ≤ ‖ |x|x∗ξ0‖ = ‖xx∗ξ0‖ ≤ ‖xx∗‖0 ‖ξ0‖ .
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Außerdem liegtH0 inD(xx∗) ⊆ D(x∗), was nach Lemma 5.1.4x∗ ∈ L2(A, P0) zur Folge
hat. Also liegtx∗ ebenfalls inE4.
Nun zur Umkehrung:x ∈ L2(A, P0) besitze eine stop-Approximation(xn)n∈N ⊂ A, die
(5.5) erfüllt. Dann ist(x∗n)n∈N ‖ ‖0-beschränkt:

supn ‖xnx∗n‖20 = supn ‖P0(|x∗n|4)‖ ≥ supn ‖P0(|x∗n|2)2‖ = supn ‖P0(xnx∗n)‖2

= supn ‖x∗n‖40 .

Nach Satz 5.2.1 giltx∗ ∈ L2(A, P0) undx∗ = s- limn x
∗
n. Daß supn ‖xn‖0 <∞ gilt, kann

auf dieselbe Weise eingesehen werden.x∗x ∈ L2(A, P0) undxx∗ ∈ L2(A, P0) ergibt sich
nun aus dem nächsten Lemma. �

5.3.2 Lemma. Für zwei Elementex, y ∈ L2(A, P0), deren stop-Approximationen
(xn)n∈N ⊂ A und(yn)n∈N ⊂ A die Eigenschaften

supn ‖x∗n‖0 <∞ , supn ‖xnyn‖0 <∞
besitzen, gehörtxy wieder zuL2(A, P0).

Beweis.Wir zeigeny(H0) ⊆ D(x), worausH0 ⊆ D(xy) und nach Lemma 5.1.4xy ∈
L2(A, P0) folgt. Fürξ0, η0 ∈ H0 unda ′ ∈ A ′ gilt (unter Verwendung von Satz 5.2.1):

|〈x∗a ′η0 |yξ0〉| = limn |〈a ′x∗nη0 |ynξ0〉| ≤ ‖a ′η0‖ supn ‖xnynξ0‖
≤ ‖a ′η0‖ supn ‖xnyn‖0 ‖ξ0‖ .

DaA ′H0 ein Core fürx∗ bildet (vgl. Satz 5.2.1 und 5.1.1), liegtyξ0 in D(x). �

5.3.3 Gegenbeispiel.FürA0 = C · 1l handelt es sich beiE4 um den bekanntenL4(A, ψ),
wie er in der nichtkommutativen Integrationstheorie auf finiten von Neumann Algebren
von E. Nelson [Nel, Ter, Kös] entwickelt wurde. Dagegen istE4 für A0 6= C ·1l i.allg. nicht
einmal mehr ein Vektorraum. Diese Situation liegt im Beispiel 5.2.3 vor: Wir wählen

x :=

[
f⊗ 1l 0

0 0

]
⊗ 1l2 , y :=

[
0 1l⊗ 1l
0 0

]
⊗ 1l2 ,

mit einer reellen Funktionf ∈ L4([0, 1], dλ). Offensichtlich liegtx in E4, y in A, aber
xy /∈ L2(A, P0). WäreE4 ein Vektorraum, dann müßtexy = 1

4

∑3
0 i
k(x+ iky)∗(x+ iky)

in L2(A, P0) liegen. Dieses Beispiel zeigt auch, daß eine Verschärfung der Definition von
E4 (indem man z.B. verlangt, daß auch gemischte Potenzen vonx und x∗ zu L2(A, P0)
gehören sollen) die Vektorraumstruktur vonE4 i.allg. nicht sicherstellen wird, denn die
beiden Elementex undy sollten auf jeden Fall inE4 enthalten sein.
Nach diesen Überlegungen ist es ein wenig überraschend, daß für endlichdimensionale
AnfangsalgebrenA0 der RaumE4 dennoch ein Vektorraum ist. Das ist auch der Grund,
warumE4 trotz seiner offensichtlichen Mängel in unsere Überlegungen mit einbezogen
wurde.
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5.3.4 Satz.Bei endlichdimensionaler AnfangsalgebraA0 sind die RäumeL2(A, P0) und
L2(A, ψ) homöomorph und *-invariant.E4 ist ein *-invarianter Untervektorraum von
L2(A, P0), und für je zwei Elementex, y ∈ E4 liegt xy wieder inL2(A, P0).

Beweis.Seix ∈ L2(A, ψ), d.h.Ω ∈ D(x) nach Lemma 5.1.4. DaA0 endlichdimensional
ist, gilt

H0 = A0Ω = JA0JΩ ⊆ A ′Ω ⊆ D(x) ,

d.h. nach nämlichen Lemma liegtx in L2(A, P0). Damit stimmenL2(A, ψ) undL2(A, P0)
als Vektorräume überein. Die *-Invarianz vonL2(A, P0) folgt aus der vonL2(A, ψ) (vgl.
Korollar 5.1.6).
Die identische Abbildung vonL2(A, ψ) aufL2(A, P0) ist ein Homöomorphismus:

‖x‖ψ ≤ sup
‖ξ0 ‖=1
ξ0∈H0

‖xξ0‖ = ‖x‖0 = sup
‖aΩ‖=1
a∈A0

‖JaJxΩ‖ ≤ sup
‖a‖ψ=1
a∈A0

‖a‖ ‖xΩ‖ ≤ λ ‖x‖ψ

für ein geeignetesλ > 0 und allex ∈ L2(A, P0), denn die Operatornorm und dieψ-Norm
auf der endlichdimensionalen AlgebraA0 sind äquivalent.
Nun seienx, y ∈ E4. Falls wir daraus bereitsxy ∈ L2(A, P0) folgern können, ist die
Vektorraumeigenschaft vonE4 leicht einzusehen:

(x+ y)∗(x+ y) = x∗x+ x∗y+ y∗x+ y∗y ∈ L2(A, P0)

und genauso(x + y)(x + y)∗ ∈ L2(A, P0), wenn wir uns vergegenwärtigen, daß nach
Satz 5.3.1E4 *-invariant ist. Für Approximationenx = s- limn xn undy = s- limn yn mit
der Eigenschaft (5.5) von Satz 5.3.1 gilt aber:

‖xnyn‖2ψ = 〈Ω |y∗nx
∗
nxnynΩ〉 = 〈yny∗nΩ | x∗nxnΩ〉

≤ ‖yny∗n‖ψ ‖x∗nxn‖ψ ≤ supn {‖yny∗n‖0 ‖x∗nxn‖0} <∞ .
Lemma 5.3.2 aufL2(A, ψ) angewandt zeigtxy ∈ L2(A, ψ), nach unseren bisherigen
Überlegungen also auchxy ∈ L2(A, P0). �





6. Anwendungen

6.1 Additive Kozyklen zum Poissonschen weißen
Rauschen

Unser Ausgangspunkt in diesem Abschnitt ist ein verallgemeinertes Poissonsches weißes
Rauschen(P, ψ, St, (PI)I) überA0, wie es in 1.8.2 als Kopplung eines verallgemeiner-
ten Bernoulli-Shifts(B, χ, S,B1) überA0 an das klassische Poissonsche weiße Rauschen
(Π,π, S̃t, (ΠI)I) eingeführt wurde. Wir übernehmen die Notation von dort.um ∈ B,m ∈
N0, sei ein unitärer Kozyklus bzgl. dem Bernoulli-ShiftS undut :=

∑∞
m=0 um⊗ pm(0, t]

der zugehörige unitäre Kozyklus bzgl.St. Mit der bedingten ErwartungQ0 von B auf
A0 gilt Rm = Q0(um). Dabei istR := Q0(u) und u := u1 ∈ B1. Wir erhalten
At := P0(ut) =

∑∞
m=0 R

mπ(pm(0, t]) =
∑∞
m=0 R

mtm

m!
e−t = et(R−1l).

6.1.1 Satz.Die Standardkonstruktion bzgl. dem unitären Kozyklus(ut)t≥0 ergibt den ad-
ditiven Kozyklus(bt)t≥0 ⊂ L2(P, P0)

bt :=

∞∑
`=0

B` ⊗ p`(0, t] − t · (R− 1l) . (6.1)

Darin ist B der additive Kozyklus zum Bernoulli-Shift(B, χ, S,B1), der für ` ≥ 1 durch
B` :=

∑`−1
k=0 S

k(u− 1l) und für` = 0 durchB0 := 0 definiert ist.

Beweis.Nach Proposition 3.2.1 können wir für die Standardkonstruktion eine2−n-
Zerlegung des Intervalls[0, t] verwenden. Wir müssen also den stop-Grenzwert in
L2(P, P0) von

Sn(t) :=

2n−1∑
i=0

(
Siδn(uδn) −Aδn

)
,

δn := t · 2−n, bestimmen, d.h. wir müssen die Konvergenz vonSn(t) aufH0 untersuchen
(vgl. 5.1.8). Dazu spalten wirSn(t) in drei Ausdrücke auf, die getrennt behandelt werden
können. Unter Verwendung von Gleichung (1.6) für den ShiftSt des Poissonschen weißen
Rauschens erhalten wir:

Sn(t) =

2n−1∑
i=0

∞∑
k=0

1l⊗ pk(0, iδn] · Sk ⊗ S̃iδn
( ∞∑
m=0

um ⊗ pm(0, δn]
)

− 2nAδn

95
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=

2n−1∑
i=0

∞∑
k=0

∞∑
m=0

Sk(um)⊗ pk(0, iδn]pm(iδn, (i+ 1)δn] − 2nAδn

=

2n−1∑
i=0

∞∑
k=0

∞∑
m=1

Sk
(
um − 1l

)
⊗ pk(0, iδn]pm(iδn, (i+ 1)δn]

+

2n−1∑
i=0

1l⊗
∞∑
k=0

∞∑
m=0

pk(0, iδn]pm(iδn, (i+ 1)δn] − 2nAδn

=

2n−1∑
i=0

∞∑
k=0

Sk
(
u− 1l

)
⊗ pk(0, iδn]pm(iδn, (i+ 1)δn] =: ηn

+

2n−1∑
i=0

∞∑
k=0

∞∑
m=2

Sk
(
um − 1l

)
⊗ pk(0, iδn]pm(iδn, (i+ 1)δn] =: ρn

+ t
δn

(1l −Aδn) .

Der letzte Summand konvergiert gegent · (1l − R). Wir werden zeigen, daßρn gegen Null
konvergiert. Dann bestimmen wir den Grenzwert vonηn.

Die entscheidenden Beobachtungen dafür sind:

‖ ‖π- limn

2n−1∑
i=0

pk(0, iδn]pm(iδn, (i+ 1)δn] = δ1,m ·
∞∑

`=k+1

p`(0, t] ,

wobei die Konvergenzgeschwindigkeit fürm = 1 durch

∥∥ 2n−1∑
i=0

pk(0, iδn]p1(iδn, (i+ 1)δn] −

∞∑
`=k+1

p`(0, t]
∥∥2
π
≤ Dk(t) ·

δn

k!
, (6.2)

mit Dk(t) := Mtk+1 + tk,M > 0, gegeben ist. Außerdem gilt

∥∥ 2n−1∑
i=0

pk(0, iδn]pm(iδn, (i+ 1)δn]
∥∥2
π

=

2n−1∑
i=0

(iδn)
k

k!
e−iδn · δn ·

δm−1
n

m!
e−δn . (6.3)

Das ist der sehr technische Teil des Beweises, der im Anhang A.5 zu finden ist. Mit diesen
Beobachtungen zeigen wir als erstes, daßρnξ0 f.a. ξ0 ∈ H0 gegen Null konvergiert. Wir
verwenden (6.3):

‖ρnξ0‖ =
∥∥ ∞∑
k=0

∞∑
m=2

Sk
(
um − 1l

)
ξ0 ⊗

2n−1∑
i=0

pk(0, iδn]pm(iδn, (i+ 1)δn]
∥∥

≤ 2 ‖ξ0‖ ·
∞∑
k=0

∞∑
m=2

( 2n−1∑
i=0

(iδn)
k

k!
e−iδn · δn

)1/2
·
√
δm−1
n

m!
· e−δn/2

≤ 2 ‖ξ0‖ ·
∞∑
k=0

√
tk+1

k!

∞∑
m=2

√
δm−2
n

m!
·
√
δn

n→∞- 0
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Nun zum Grenzwert vonηnξ0. Dafür verwenden wir (6.2):∥∥ηnξ0 −

∞∑
k=0

Sk
(
u− 1l

)
ξ0 ⊗

∞∑
`=k+1

p`(0, t]
∥∥

≤ 2 ‖ξ0‖
∞∑
k=0

∥∥ 2n−1∑
i=0

pk(0, iδn]p1(iδn, (i+ 1)δn] −

∞∑
`=k+1

p`(0, t]
∥∥
π

≤ 2 ‖ξ0‖ ·
√
δn

∞∑
k=0

√
Dk(t)

k!

n→∞- 0 .
Durch die Vertauschung der beiden Summen in dem Grenzwert

∑∞
k=0 S

k
(
u − 1l

)
ξ0 ⊗∑∞̀

=k+1 p`(0, t] ergibt sich
∑∞̀

=1

∑`−1
k=0 S

k(u − 1l)ξ0 ⊗ p`(0, t] =
∑∞̀

=0 B`ξ0 ⊗ p`(0, t],
wenn wir B` :=

∑`−1
k=0 S

k(u − 1l) für ` ≥ 1 und B0 := 0 setzen. Offensichtlich gilt
‖B`‖ ≤ ‖u−1l‖·` und daher‖

∑∞̀
=0 B`ξ0⊗p`(0, t]‖ ≤ ‖u−1l‖

∑∞̀
=1 ` ·

t`

`!
e−t ·‖ξ0‖ =

t · ‖u − 1l‖ · ‖ξ0‖. Also definiert
∑∞̀

=0 B` ⊗ p`(0, t] einen beschränkten Operator auf
H0 mit Werten im GNS-HilbertraumHψ, der aufH0 (und damit in der stop-Topologie
von L2(P, P0), vgl. 5.1.8) durch die Folge

(∑n
`=0 B` ⊗ p`(0, t]

)
n∈N ⊂ P approximiert

wird. Also ist bt :=
∑∞̀

=0 B` ⊗ p`(0, t] − t · (R − 1l) ∈ L2(P, P0) der Grenzwert der
Standardkonstruktion. �

6.1.2 Bemerkungen. Tatsächlich wurde in der Konstruktion nirgends benutzt, daßu =

u1 (und damitum) unitär ist. Wichtig war nuru ∈ B1 und ‖u‖ ≤ 1 (woraus auch
‖um‖ = ‖Sm−1(u)Sm−2(u) · · ·S(u)u‖ ≤ 1 folgt). Für jeden solchen Operator definiert
(6.1) einen additiven Kozyklus. Lassen wir die Konstruktion außer acht, so können wir
auch direkt nachrechnen, daß f.a.v ∈ B1 ⊗ 1l durch

Bt(v) :=

∞∑
`=1

B`(v)⊗ p`(0, t] − t · P0(v)

B`(v) :=
∑`−1
k=0 S

k(v), ein zentrierter additiver Kozyklus definiert wird. Fürv = 1l erhalten
wir den klassischen Poisson-ProzeßXt − t aus 1.5.2 zurück.

Wählen wir einen ‘trivialen’ Bernoulli-Shift, d.h.B = C·1l, so wirdu = eiα = Q0(u), mit
einem geeignetenα ∈ R. Der unitäre Kozyklusut ist dann durch

∑∞
m=0 eimαpm(0, t] =

eiαXt gegeben, mit dem klassischen Poisson-Prozeß(Xt)t≥0. (6.1) ergibtbt = (eiα −

1)(Xt − t), also gerade das Ergebnis der Standardkonstruktion beim klassischen Poisson-
schen weißen Rauschen, wie wir es als Beispiel in 3.3.3 vorgeführt haben.

6.2 Additive Kozyklen und die
detailed balance-Bedingung

Die detailed balance-Bedingung wird in vielen Teilen der statistischen Physik benutzt,
denn sie wird zur Beschreibung von Modellen verwendet, die einer besonders ‘guten’
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Gleichgewichtsbedingung genügen. Es handelt sich dabei um stationäre stochastische Pro-
zesse, die sich durch genauen (mikroskopischen) Ausgleich der Übergänge zwischen den
einzelnen Zuständen des Systems auszeichnen. Für einen klassischen Markov-Prozeß mit
endlichem ZustandsraumΩ := {1, ..., n} besagt diese Bedingung, daß es eine stationäre
Verteilungµ := (p1, ..., pn) auf Ω gibt, für die die Übergangswahrscheinlichkeit vom
Zustandi in den Zustandj genauso groß ist, wie für den Übergang vonj nach i. Ist
Rt := eDt ∈ Mn die Halbgruppe der Übergangsoperatoren dieses Prozesses, mit dem
GeneratorD := [Dij]i,j=1,...,n der ÜbergangsratenDij, so besagt die detailed balance-
Bedingung

Dikpk = Dkipi ,

f.a. i, k ∈ Ω. Für den Zustandψµ :=
∫
Ω
·dµ bedeutet dasψµ(fD(g)) = ψµ(D(f)g)

f.a. f, g ∈ L∞(Ω,µ), d.h.,D und damitRt ist ψµ-selbstadjungiert (vgl. Anhang A1).
Das ist die Formulierung, die in [KFGV] zur Fortschreibung auf die nichtkommutative
Situation der Quantenmechanik verwendet wurde. In unserer Sprache läßt sie sich folgen-
dermaßen formulieren: Ein irreversibles W*-dynamisches System(A0, ψ, R) besitzt die
detailed balance-Eigenschaft, falls die ÜbergangsoperatorenRt ψ-selbstadjungiert sind.
Meist wird für das System(A0, ψ, R) noch ein reversibler Anteil der Dynamik zugelas-
sen. IstR ‖ ‖-stetig, so bedeutet das für den Lindblad-GeneratorL vonR die Existenz der
ψ-AdjungiertenL∗ (vgl. Satz A.1.2) und

L(a) − L∗(a) = i [H,a]

f.a. a ∈ A0, mit einem geeignetenH ∈ A
ψ
0 . In dieser Formulierung wird die detailed

balance-Bedingung in [ApFr] verwendet.

Im folgenden Satz gehen wir von einem weißen Rauschen(A, ψ, St, (AI)I) überA0 aus
und geben eine Bedingung an einen additiven Kozyklusb ⊂ L2(Aψ, P0) an, die dazu führt,
daß das zugehörige reduzierte W*-dynamische System (vgl. Theorem 4.5.1 und Theorem
3.4.4) die detailed balance-Bedingung erfüllt.

6.2.1 Satz.b ⊂ L2(Aψ, P0) sei ein adjungierbarer additiver Kozyklus mit der Eigenschaft

b∗t = −bt (6.4)

f.a. t ≥ 0. K ∈ A
ψ
0 sei ein Operator, der die Gleichung|bt |20 = −(K + K∗) t erfüllt (z.B.

K := −1
2
|b1 |

2
0). Istu der unitale Kozyklus, der als Lösung der stochastischen Differential-

gleichung

ut = 1l +
∫ t
0

dbs us +

∫ t
0

dsKus

entsteht, so besitzt das reduzierte W*-dynamische System(A0, ψ, R) mit Rt := 〈ut | · ut〉0
die detailed balance-Eigenschaft.
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Beweis.Nach Satz 5.2.1 besitztb1 eine Approximation(cn)n∈N ⊆ L2(Aψ, P0) in der
stop-Topologie vonL2(Aψ, P0) mit der Eigenschaftb∗1 = s- limn c

∗
n. Daraus erhalten wir

für allea1, a2 ∈ Aψ

ψ
(
a1〈b1 |a2b1〉0

)
= limnψ

(
a1c

∗
na2cn

)
= limnψ

(
cna1c

∗
na2
)

= ψ
(
〈b∗1 |a1b

∗
1〉0a2

)
.

Nach Satz A.1.2 ist die vollständig positive Abbildung〈b∗1 | ·b∗1〉0 aufA0 dieψ-Adjungierte
vonΛ := 〈b1 | · b1〉0. Der Lindblad-GeneratorL vonR hat nach Satz 5.2.1 die Form

L(a) = Λ(a) + K∗a+ aK .

Er besitzt daher dieψ-Adjungierte

L∗(a) = Λ(a) + Ka+ aK∗.

Wir erhalten damitL(a)−L∗(a) = i [H,a], mitH := i(K−K∗), also die detailed balance-
Eigenschaft für(A0, ψ, R). �





Anhang

A.1 Anhang zu Kapitel 1

A.1.1 Satz. Sei(A, ψ) ein Wahrscheinlichkeitsraum undT : A→ A eine vollständig po-
sitive Abbildung mit der Eigenschaft: Es gibt ein (notwendigerweise eindeutig bestimmtes)
a ∈ A, so daß f.a.x ∈ A

ψ(T(x)) = ψ(xa) (A.1)

gilt. Dann istT σwop-σwop- (d.h. normal),σ stop-σ stop- undσ stop∗-σ stop∗-stetig. Das
gilt insbesondere für alle MorphismenT von(A, ψ).

Beweis.Die Positivität vonψ ◦ T und (A.1) haben nach [Ta1], Proposition III.4.8 die
Ungleichung

|ψ(T(x))| ≤ ‖a‖ψ(x) (A.2)

f.a.x ∈ A+ zur Folge. Verwenden wir die Kadison-Schwarz-Ungleichung fürT , so erhal-
ten wir ‖T(x)‖ψ ≤ ‖a‖1/2‖x‖ψ. Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung zeigt dann die
σ stop-Stetigkeit von

A 3 y 7→ ψx(T(y)) := ψ(xT(y))

f.a. x ∈ A. Da die Funktionale{ψx | x ∈ A} in A∗ norm-dicht liegen (Bipolarensatz),
erhalten wir mit dem üblichenε/2-Argument die stop-Stetigkeit der AbbildungenA 3
y 7→ ϕ(T(y)), ϕ ∈ A∗, auf beschränkten Mengen vonA. Nach [Ta1], Theorem II.2.6,
folgt ϕ ◦ T ∈ A∗ f.a.ϕ ∈ A∗, d.h.T ist normal.
Die σ stop-σ stop-Stetigkeit: Ausxα

σ stop- x folgt (xα − x)∗(xα − x)
σwop- 0 und daraus

mit der Kadison-Schwarz Ungleichung

ϕ(T(xα − x)∗T(xα − x)) ≤ ϕ(T(xα − x)∗(xα − x)) −→ 0 ,

f.a.ϕ ∈ A+
∗ . Dieσ stop∗-σ stop∗-Stetigkeit zeigt man analog. �

Der folgende Satz ist ein Ergebnis aus der Arbeit [Küm2], wo er im Rahmen allgemeinerer
Fragestellungen gewonnen wird. Wir geben einen etwas anderen Beweis.

A.1.2 Satz. (B. Kümmerer) Für eine vollständig positive AbbildungT auf (A, ψ) mit
der Eigenschaft(A.1) ist folgendes äquivalent:
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i) Es existiert genau eine vollständig positive AbbildungT ∗ auf (A, ψ) mit der Eigen-
schaftψ(xT(y)) = ψ(T ∗(x)y) f.a.x, y ∈ A.

ii) T vertauscht mit der modularen Automorphismengruppeσψ vonψ.

Der Operatora aus(A.1) ist dann durchT ∗(1l) gegeben und liegt im Zentralisator vonψ.

T ∗ ist die ψ-adjungierteAbbildung vonT , meist einfach alsdie ψ-Adjungierte vonT
bezeichnet.

Beweis.Eine vollständig positive AbbildungT mit der Eigenschaft (A.1) besitzt eine ka-
nonische Fortsetzung zu einem beschränkten OperatorT̃ auf den GNS-HilbertraumHψ:
T̃xΩ := T(x)Ω f.a.x ∈ A:

‖ T̃xΩ‖2 ≤ ψ(T(x∗x))
(A.2)
≤ ‖a‖ ‖xΩ‖2 .

ii) ⇒ i): Die Vertauschbarkeit vonT mit σψ hat zur Folge, daßT den stop-dichten Teil-
raum der ganz-analytischen Elemente vonσψ in sich abbildet. Für jedes solche Elementy

besitzt die FunktionR 3 t 7→ T̃∆ity∗Ω = ∆itT̃y∗Ω eine ganz-analytische Fortsetzung,
die an der Stellet = −i/2 ausgewertet,

T̃ JyΩ = T̃∆
1
2y∗Ω = ∆

1
2 T̃y∗Ω = ∆

1
2T(y∗)Ω = JT(y)Ω = JT̃yΩ

ergibt. Das zeigt die Vertauschbarkeit vonT̃ mit J auf einer dichten Menge und wegen
der Beschränktheit der beteiligten Operatoren auch[T̃ , J] = 0. Diese Eigenschaft und die
Positivität vonT benötigen wir, um̃T ∗A+Ω ⊆ A+Ω nachzuweisen:

〈JxΩ | T̃ ∗yΩ〉 = 〈JT(x)Ω |yΩ〉 = 〈T(x)
1
2Ω | JyJT(x)

1
2Ω〉 ≥ 0 ,

f.a. x, y ∈ A+, also T̃ ∗yΩ ∈ A+Ω ([BrRo1], Proposition 2.5.27). Das positive lineare
Funktionalx 7→ 〈JxΩ | T̃ ∗yΩ〉 wird durchψ dominiert: Fürx ∈ A+ gilt

〈T(x)
1
2Ω | JyJT(x)

1
2Ω〉 ≤ ‖y‖ 〈Ω | T(x)Ω〉

(A.2)
≤ ‖y‖ ‖a‖ψ(x) .

Nach dem Satz von Radon-Nikodym ([BrRo1], Theorem 2.3.19) gibt es also genau ein
z ∈ A+ mit der Eigenschaft〈JxΩ | T̃ ∗yΩ〉 = 〈JzΩ | xΩ〉 = 〈JxΩ | zΩ〉 f.a. x ∈ A, also
T̃ ∗yΩ = zΩ ∈ A+Ω. Damit wird durchT ∗(y)Ω := T̃ ∗yΩ, y ∈ A, eine positive lineare
AbbildungT ∗ auf A definiert. Die Gleichungψ(xT(y)) = ψ(T ∗(x)y) f.a. x, y ∈ A ist
offensichtlich erfüllt. Aus ihr folgt soforta = T ∗(1l) ≥ 0. Die Eindeutigkeit vonT ∗ ist
klar. Es fehlt nur noch die vollständige Positivität vonT ∗.

Betrachte dazuT(n) := idn ⊗ T auf dem Wahrscheinlichkeitsraum(Mn ⊗ A, Ψ(n)), mit
Ψ(n) := τn⊗ψ und der normierten Spurτn aufMn. T(n) erfüllt (A.1) bzgl.Ψ(n), wenn wir
a durch 1l⊗a ersetzen. Die modulare KonjugationJ(n) und der modulare Operator∆(n) zu
Ψ(n) sind durchJn ⊗ J bzw. 1ln ⊗∆ gegeben. Dabei istJn die modulare Konjugation bzgl.
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τn. Offensichtlich vertauschtT(n) mit der modularen Automorphismengruppe vonΨ(n),
und es ist elementar nachzurechnen, daß die AdjungierteT ∗(n) vonT(n) bzgl.Ψ(n) – gemäß
obiger Konstruktion – mit 1ln ⊗ T ∗ übereinstimmt. Insbesondere istT ∗(n) positiv, alsoT ∗

vollständig positiv.

i) ⇒ ii): Sei y ∈ D(∆) undx ∈ A. Dann gilt:

〈xΩ | T̃∆yΩ〉 = 〈∆
1
2T ∗(x)Ω |∆

1
2yΩ〉 = 〈JT ∗(x∗)Ω | Jy∗Ω〉

= 〈y∗Ω | T ∗(x∗)Ω〉 = 〈T(y∗)Ω | x∗Ω〉

= 〈J∆
1
2T(y)Ω | J∆

1
2xΩ〉 = 〈∆

1
2xΩ |∆

1
2 T̃yΩ〉 .

Da AΩ ein Core für∆
1
2 ist, liegt ∆

1
2 T̃yΩ im Definitionsbereich von∆

1
2 , und es gilt:

∆T̃yΩ = T̃∆yΩ. Also vertauscht̃T stark mit∆ und dann auch mit∆it, was schließlich
T ◦ σψt = σ

ψ
t ◦ T bedeutet. �

A.2 Abzählbar erzeugte von Neumann Algebren

In diesem Abschnitt stellen wir einige Eigenschaften für von Neumann Algebren zusam-
men, die allgemein bekannt, in dieser Form in der Literatur aber eher über mehrere Quellen
verstreut sind.
Wir nennen einen topologischen Raum(E, τ) τ-separabel, wenn es eine Folge(xn)n∈N
in X gibt, die bzgl. der Topologieτ in X dicht liegt. Unterτ-Separabilität einer von Neu-
mann AlgebraA, oder eines Hilbert-W*-ModulsE (vergl. Definition 2.2), verstehen wir
Separabilität in einer der Topologienτ des dualen Paares〈A,A∗〉 bzw. 〈E,E∗〉 (eine von
Neumann Algebra, dieσ stop-separabel ist, heißt auchabzählbar erzeugt, vergl. [Ped]).
Es genügt die Separabilität in einer dieser Topologien nachzuweisen, um sie auch für alle
anderen Topologien des dualen Paares zur Verfügung zu haben (denn Abschlüsse sind in
jeder dieser Topologien gleich). Dieτ-Separabilität reicht jedoch i.allg. noch nicht aus, um
jedesx ∈ A (bzw.∈ E) durch eine Teilfolge von(xn)n∈N approximieren zu können. Die
Separabilität des Präduals wird das aber sicherstellen.

A.2.1 Lemma. Ist E ein separabler Banachraum, dann sindE∗ und E∗1 σ(E, E∗)-
separabel (w*-separabel). Jedesx∗ ∈ E∗ kann durch eine Teilfolge der inE∗ w*-dichten
Folge approximiert werden.

Beweis.(xn)n∈N sei eine‖ ‖-dichte Folge inE. Betrachte für jedesn ∈ N die Abbildung

Ln : E∗1 3 x∗ 7→ (〈x1, x∗〉, ..., 〈xn, x∗〉) ∈ Cn.

Mit Cn ist auch das BildLn(E∗1) separabel. Damit existiert zu jedemn ∈ N eine Folge
(x∗n,k)k∈N ⊆ E∗1, so daß

(
Ln(x

∗
n,k)
)
k∈N in Ln(E∗1) dicht liegt. Daher kann für jedesx∗ ∈ E∗1

eine Teilfolge(x∗n,kn)n∈N gefunden werden, mit der Eigenschaft∣∣〈xi, x∗ − x∗n,kn〉
∣∣ ≤ 1/n , i = 1, ..., n .



104 Anhang

Also gilt limn 〈xi, x∗n,kn〉 = 〈xi, x∗〉 für alle i ∈ N, d.h. die beschränkte Teilfolge
(x∗n,kn)n∈N der Folge(x∗n,k)n,k∈N konvergiert auf einer dichten Menge vonE und damit
auf ganzE. Daher ist(x∗n,k)n,k∈N w*-dicht in E∗1. Also besitztE∗ =

⋃
N
n · E∗1 eine w*-

dichte Folge und ist somit w*-separabel. �

Der Beweis dieses Lemmas wurde der Vollständigkeit halber mit aufgenommen. Man fin-
det ihn z.B. bei [Yos] im Beweis zu Pettis Theorem.

A.2.2 Satz. Jeder TeilraumE einer von Neumann AlgebraA mit separablem Prädual ist
σ stop(∗)-separabel. Insbesondere gibt es für jedesx ∈ E eine beschränkte Teilfolge der in
E σ stop-dichten Folge, diex in dieser Topologie approximiert.

Beweis.Nach Lemma A.2.1 istA1 w*- und damit auchσ stop(∗)-separabel. Dieσ stop(∗)-
Topologie aufA1 bzw.A1∩E ist metrisierbar. Also istA1∩E, als Teilmenge eines separa-
blen metrisierbaren Raumes, selbst separabel mit dichter Folge(xn)n∈N. Insbesondere gibt
es zu jedemx ∈ A1 ∩ E eine Teilfolge, die in der Metrik, also in derσ stop(∗)-Topologie
gegenx konvergiert. Faßt man die so konstruierbaren Folgen inn · A1 ∩ E, n ∈ N, zu
einer Folge zusammen, so liegt dieseσ stop(∗)-dicht inE =

⋃
N
n · A1 ∩ E und leistet das

Gewünschte. �

A.2.3 Die Standardsituation, in der die Existenz eines separablen Präduals gesichert und
A.2.2 anwendbar ist, wird im folgenden Satz beschrieben.

Satz. Für eine von Neumann AlgebraA ist folgendes äquivalent:

i) A ist σ-finit undσ stop-separabel,

ii) A besitzt eine treue normale Darstellung auf einem separablen Hilbertraum,

iii) A besitzt einen separablen Prädual.

Beweis.Für i) ⇔ ii) siehe [Ped] 3.8.4. Für iii)⇒ i): A+
∗,1 besitzt eine dichte Folge

(ωn)n∈N, die durchω :=
∑
N
2−nωn einen treuen normalen Zustand definiert. Nun zeigt

Satz A.2.2 und [Ta1], II.3.19 die Behauptung. ii)⇒ iii): A besitzt einen treuen normalen
Zustandψ (z.B.ψ(x) :=

∑
2−n〈ξn | ·ξn〉, (ξn)n∈N VONS vonH). Dann ist nach dem Bi-

polarensatz{ψ(·a) | a ∈ A} dicht in A∗. Ist (an)n∈N eineσ stop-dichte Folge inA, dann
bildet (ψ(·an))n∈N eine dichte Folge inA∗ (wiederum nach dem Bipolarensatz). �

Dieser Satz ist vor allen Dingen auf Wahrscheinlichkeitsräume(A, ψ) anwendbar, wenn
A∗ separabel ist. Das bedeutet, daß wir Approximationen inA (z.B. bei Anwendung des
Dichtesatzes von Kaplansky) mit Folgen, statt mit Netzen durchführen können.

A.3 Integration A-wertiger Funktionen

In diesem Abschnitt soll eine IntegrationstheorieA-wertiger Funktionen entwickelt wer-
den, die wir zur Fortsetzung der stochastischen Integrale auf größere Integrationsklassen
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benötigen. Da es sich dabei um eine etwas technische Angelegenheit handelt, beschrän-
ken wir uns auf das unumgänglich Nötige. Wir gehen von einem Maßraum(Γ, Σ, µ) mit
einem kompakten GrundraumΓ , der Borelschenσ-AlgebraΣ und einem regulären finiten
Borelmaßµ, sowie einer W*-AlgebraA mit separablem PrädualA∗ aus.(ωn)n∈N sei eine
dichte Folge inA∗,1. Unser Ziel ist es, für geeigneteA-wertige Funktionenf ein Integral∫
Γ
f(t)dµ(t) ∈ A zu definieren.

A.3.1 Definition. Wir nennen eineA-wertige FunktionΓ 3 t 7→ f(t) ∈ A w*-µ-meßbar,
falls die skalarwertigen FunktionenΓ 3 t 7→ ω(f(t)) für alleω ∈ A∗ µ-meßbar sind.

DaA∗ separabel ist, genügt es, wenn diese Eigenschaft auf der dichten Folge(ωn)n∈N ⊂
A∗,1 getestet wird. In einer Realisierung vonA ⊆ B(H) als von Neumann Algebra ge-
nügt es also, wenn die w*-µ-Meßbarkeit mit den Funktionalen〈ξ | · η〉, ξ, η ∈ H, getestet
wird. Wegen‖f(t)‖ = supn |ωn(f(t))| ist t 7→ ‖f(t)‖ der punktweise Grenzwert der
µ-meßbaren Funktionent 7→ maxi=1,...,n |ωi(f(t))|, also selbst wiederµ-meßbar.
Wir stellen nun den Zusammenhang zur üblichen Definition derµ-Meßbarkeit
Banachraum-wertiger Funktionen her, wie man sie z.B. in [Lng] findet.

A.3.2 Lemma. Für jede w*-µ-meßbare Funktionf gibt es eineµ-Nullmenge inΓ , auf
deren Komplementf in der ‖ ‖-Topologie vonA Borel-meßbar ist. Ist das Bildf(Γ) ‖ ‖-
separabel, dann istf µ-meßbar, d.h., in der‖ ‖-Topologie vonA derµ-f.ü.-Grenzwert von
Treppenfunktionen.

Beweis.Es gibt eine gemeinsame Nullmenge, auf deren Komplement alle Funktionen
ωn ◦ f, n ∈ N, Borel-meßbar sind (vgl. [Lng]). Durch Abänderung vonf auf dieser
Menge können wir erreichen, daß diese Eigenschaft auf ganzΓ erfüllt ist. Also gilt für alle
x ∈ A, n ∈ N: {

t ∈ Γ
∣∣ |ωn(f(t) − x)| ≤ ε

}
∈ Σ .

FürUε(x) := {y ∈ A | ‖y− x‖ ≤ ε} folgt wegen‖y‖ = supn |ωn(y)|, y ∈ A:

f−1(Uε(x)) =
{
t ∈ Γ

∣∣ ‖f(t) − x‖ ≤ ε
}

=
⋂
n∈N

{
t ∈ Γ

∣∣ |ωn(f(t) − x)| ≤ ε
}
∈ Σ ,

d.h.,f ist in der‖ ‖-Topologie aufA Borel-meßbar. Der Rest ist nun z.B. in [Lng], X.1 zu
finden. �

A.3.3 Proposition. Eine w*-µ-meßbare Funktionf auf Γ besitzt folgende Eigenschaft:
Zu jeder kompakten TeilmengeK ⊆ Γ und zu jedemε > 0 gibt es eine weitere kompakte
MengeKε ⊆ K, auf derf w*-stetig ist und für dieµ(K \ Kε) < ε gilt.

Beweis.K ⊆ Γ sei eine kompakte Teilmenge. Nach dem Satz von Lusin ist i) für jede der
skalarwertigen Funktionenωn ◦ f erfüllt. Mit dem üblichen ‘2−n-Trick’ zeigt man, daß
es zuε > 0 eine kompakte MengeKε ⊆ K mit µ(K \ Kε) < ε gibt, auf der alle diese
Funktionen stetig sind. Da nach Lemma A.3.2 aucht 7→ ‖f(t)‖ µ-meßbar ist, läßt sich
sogar erreichen, daß auch diese Funktion aufKε stetig ist. Für ein beliebigesω ∈ A∗,1
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sei nun(ωnk)k∈N die Teilfolge von(ωn)n∈N, dieω approximiert. Dann istω ◦ f aufKε,
wegen ∣∣ω−ωnk(f(t))

∣∣ ≤ ‖ω−ωnk ‖max
t∈Kε
‖f(t)‖ ,

als gleichmäßiger Grenzwert stetiger Funktionen stetig. �

A.3.4 Satz. Eine Funktionf : Γ → A ist genau dann w*-µ-meßbar, wenn sieµ-f.ü. der
w*-Grenzwert einer Folge von Treppenfunktionen ist.

Beweis.Nach Lemma A.3.3 istf auf einer kompakten MengeKn mit µ(Γ \ Kn) < 1/n

w*-stetig (o.B.d.A.Kn ⊆ Kn+1). Nach dem Satz von der gleichmäßigen Beschränktheit
ist f auf dieser Menge‖ ‖-beschränkt. Da die w*-Topologie auf beschränkten Mengen von
A metrisierbar ist, bestimmtf|Kn+1\Kn eine w*-stetige Funktion in einen vollständigen, se-
parablen metrisierbaren Raum, die nach [Lng] in dieser Metrik, d.h., in der w*-Topologie,
µ-f.ü. der Grenzwert einer Folge(gn,m)m∈N von Treppenfunktionen ist. Die Funktionen
gn :=

∑n
i=1 gi,n konvergieren nun in der w*-Topologieµ-f.ü. gegenf. Die Umkehrung ist

klar. �

A.3.5 Definition. Eine w*-µ-meßbare Funktionf : Γ → A heißtw*-L1-integrierbar, falls
die skalarwertigen Funktionenω ◦ f für alleω ∈ A∗ L

1(Γ, µ)-integrierbar sind.

A.3.6 Lemma. Für jede w*-L1-integrierbare Funktionf : Γ → A wird durchA∗ 3 ω 7→∫
Γ
ω ◦ f dµ genau ein Element ausA definiert, das wir durch

∫
Γ
f dµ bezeichnen.

Beweis.Wir zeigen, daß die lineare AbbildungTf : A∗ → L1(Γ, µ); ω 7→ ω ◦ f stetig
ist: (ωn)n∈N ⊂ A∗ sei eine Nullfolge und(Tf(ωn))n∈N gegen ein Elementh ∈ L1(Γ, µ)

konvergent. Insbesondere konvergiert alsoωn(f(t)) für alle t ∈ Γ gegen Null. Anderer-
seits gibt es eine Teilfolge(Tf(ωnk))k∈N, die punktweiseµ-f.ü. gegenh konvergiert. Also
mußµ-f.ü. h(t) = 0, d.h.,h = 0 gelten. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen
ist Tf stetig. Daher definiertA∗ 3 ω 7→ ∫Γ ω(f(t))dµ(t) =: ω(a) genau ein Element
a :=

∫
Γ
f dµ ausA∗∗ = A. �

A.3.7 Die Separabilität vonA∗ hat
∥∥ ∫

Γ
f dµ

∥∥ = supn
∫
Γ
|ωn ◦ f|dµ = supn ‖ωn ◦ f‖1

zur Folge. Ähnlich wie bei der Meßbarkeit, muß auch die w*-L1-Integrierbarkeit nur auf
einer dichten Folge inA∗ geprüft werden. Allerdings ist zusätzlich eine Beschränktheits-
eigenschaft erforderlich.

Lemma. f : Γ → A ist genau dann w*-L1-integrierbar, wenn für eine dichte Folge
(ωn)n∈N ausA+

∗,1 (oderA∗,1) folgendes gilt:

i) ωn ◦ f ∈ L1(Γ, µ) für allen ∈ N,

ii) supn ‖ωn ◦ f‖1 <∞.

In diesem Fall gibt es zu jedemω ∈ A+
∗,1 (bzw.ω ∈ A∗,1) eine Teilfolge(ωnk)k∈N mit

ω ◦ f = L1- limkωnk ◦ f.
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Beweis.Es giltω = limkωnk für eine geeignete Teilfolge(ωnk)k∈N von (ωn)n∈N und
somitω ◦ f = limkωnk ◦ f punktweise. Eigenschaft ii) und das Lemma von Fatou zei-
genω ◦ f ∈ L1(Γ, µ) für alle ω ∈ A+

∗,1 und damit auch für alleω ∈ A∗. Also ist f
w*-L1-integrierbar. Aus der Stetigkeit der AbbildungA∗ 3 ω 7→ ω ◦ f folgt die letzte
Behauptung. �

A.3.8 Das folgende Ergebnis ist eine Version des Satzes von der dominierten Konvergenz.

Satz. f sei eine w*-µ-meßbare Funktion und(fn)n∈N eine Folge w*-L1-integrierbarer
Funktionen auf(Γ, Σ, µ) mit folgenden Eigenschaften:

i) Für eine dichte Folge(ωi)i∈N ⊂ A∗,1 konvergierenωi ◦ fn punktweiseµ-f.ü. gegen
ωi ◦ f, i ∈ N.

ii) Es gibt eineL1-beschränkte Folge(gi)i∈N ⊂ L1(Γ, µ) mit |ωi ◦ fn | ≤ gi f.a. i, n ∈
N.

Dann istf w*-L1-integrierbar, und es giltω ◦ f = L1- limnω ◦ fn f.a.ω ∈ A∗.

Beweis.Aus i) und ii) erhalten wir mit dem klassischen Satz von Lebesgue:ωi ◦ f ∈
L1(Γ, µ) undωi ◦ f = L1- limnωi ◦ fn. Damit gilt ‖ωi ◦ f‖1 = limn ‖ωi ◦ fn‖1 ≤
supi ‖gi‖1. Nach Lemma A.3.7 istf w*-L1-integrierbar. Für die AbbildungenTfn aus
dem Beweis von Lemma A.3.6 gilt‖Tfn ‖ = supi ‖ωi ◦ fn‖1 ≤ supi ‖gi‖1 =: M. Also
erhalten wir für eine Teilfolge(ωik)k∈N, dieω ∈ A∗,1 approximiert:

‖(ω−ωik) ◦ (f− fn)‖1 ≤
(
‖Tf‖+ ‖Tfn ‖

)
‖ω−ωik ‖

≤
(
‖Tf‖+M

)
‖ω−ωik ‖

k→∞- 0 ,
gleichmäßig inn ∈ N. Fürε > 0 ergibt sich also bei geeignetemk ∈ N:

‖ω ◦ (f− fn)‖1 ≤ ‖(ω−ωik) ◦ (f− fn)‖1 + ‖ωik ◦ (f− fn)‖1
≤ ε

2
+ ‖ωik ◦ (f− fn)‖1 ≤ ε

2
+ ε
2

= ε

ab einemnε ∈ N, denn nach dem Satz von der dominierten Konvergenz giltωik ◦ f =

L1- limnωik ◦ fn. Damit ist alles gezeigt. �

A.3.9 Satz. Jede w*-L1-integrierbare Funktion läßt sich im w*-L1-Sinne durch eine Folge
von Treppenfunktionen approximieren.

Beweis.(ωi)i∈N sei eine dichte Folge inA∗,1. Wir versehenCn mit der max-Norm und
definieren für eine w*-L1-integrierbare Funktionf und jedesn ∈ N die Abbildung

Φn(f) : Γ → C
n ; t 7→ [ω1(f(t)), ...,ωn(f(t))]

Durch Abänderung auf einer Nullmenge kannΦn f.a. n ∈ N als Borel-meßbar ange-
nommen werden.Bk := {t ∈ Γ | ‖f(t) ≤ k‖} ist µ-meßbar. Wegen

⋃
N
Bk = Γ , kon-

vergierenf · χBk undΦn(f · χBk) in der Norm punktweise gegenf bzw. Φn(f). Nun
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überdecken wirCn mit disjunkten WürfelnWn,m der Seitenlänge2−n und bilden mit
tn,m ∈ An,m := {t ∈ Γ | Φn(f)(t) ∈Wn,m} die Funktion

f̃n :=
∑
m∈Z

f(tn,m) · χAn,m∩Bn . (A.3)

Da f undΦn(f) auf Bn beschränkt sind, tragen zur Summe auf der rechten Seite nur
endlich viele Summanden bei, so daßf̃n eine Treppenfunktion ist. Nun definieren wir die
Approximationfn von f endgültig durch

fn(t) :=

{
f̃n(t) für |ωi(f̃n(t))| ≤ |ωi(f(t))| + g(t) , i = 1, ..., n ,

0 sonst.

Dabei istg eine strikt positive,L1-Funktion aufΓ (da Γ kompakt ist, könnten wir die
konstante Funktion 1l wählen). Jedest ∈ Γ liegt ab einem genügend großennt ∈ N in Bn,
n ≥ nt und erfüllt2−n ≤ g(t), d.h., es gilt f.a.i = 1, ..., n:

|ωi(f̃n(t))| ≤ |ωi(f(t))| + 2
−n ≤ |ωi(f(t))| + g(t) .

Damit haben wirfn(t) = f̃n(t) und|ωi(fn(t)−f(t))| ≤ 2−n f.a.n ≥ nt, i = 1, ..., n, also
die punktweise Konvergenz vonωi◦fn gegenωi◦f f.a.i ∈ N. Nach Konstruktion besitzen
die Approximandenωi◦fn die Majorantengi := |ωi◦f|+gmit supn ‖gi‖1 ≤ ‖Tf‖+‖g‖1
(vgl. den Beweis von Lemma A.3.6). Satz A.3.8 zeigt nun die w*-L1-Konvergenz vonfn
gegenf.
Um für den FallΓ = [0, T ] ⊂ R eine Approximation mit Treppenfunktionen im engeren
Sinne (also Funktionen die nicht nur auf endlich vielenµ-meßbaren Teilmengen von[0, T ],
sondern auf Intervallen konzentriert sind) zu erhalten, muß nur nochχAn,m∩Bn in (A.3) im
L1-Sinne durch solche Funktionen approximiert werden, was durch die gewöhnlicheL1-
Theorie bereitgestellt wird. �

A.4 Ein Gegenbeispiel

Wir schließen an die Notation von 4.2 an und zeigen, daß die modulwertigenL2-
FunktionenL2([0, 1],E) ⊆ B(H0, L

2([0, 1],H)), E ⊆ B(H0,H), normalerweise nicht
einmal in der Norm vonB(H0, L

2([0, 1],H)) vollständig sind. Dafür genügt es, wenn wir
H0 = H wählen und die zerlegbaren Operatoren (vgl. Definition 4.2.3)L2([0, 1],B(H)) ⊆
B(H, L2([0, 1],H)) selbst betrachten. Wir wählenH := L2([0, 1]), alsoL2((0, 1),H) ∼=
L2([0, 1]2) ∼= L2((0, 1))⊗̄L2([0, 1]) ∼=

∫⊕
[0,1]

L2([0, 1])dt.
Wir gehen so vor, daß wir zunächst einen unbeschränkten selbstadjungierten Operatorx̂

aufL2([0, 1])⊗̄L2([0, 1]) definieren, dessen Definitionsbereich den TeilraumL2([0, 1])⊗ 1l
umfaßt. Durchxξ := x̂(ξ ⊗ 1l), ξ ∈ L2([0, 1]), läßt sich dann eine Operatorx aus
B(L2([0, 1]), L2([0, 1]2)) definieren.x wird eine Faserung̃x := (xt)t wie ein zerlegba-
rer Operator besitzen, nur werden fast alle Operatorenxt unbeschränkt sein. Anschließend
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zeigen wir, daßx in der Operatornorm vonB(L2([0, 1]), L2([0, 1]2)) durch zerlegbare Ope-
ratoren approximierbar ist und gelangen auf diese Weise zur Unvollständigkeit dieser Ope-
ratoren.

Wir wählen fürxt, t ∈ (0, 1], den unbeschränkten Multiplikationsoperator aufL2([0, 1])

mit derL2-Funktion[0, 1] 3 s 7→ 1/ 4
√
t− s · χ[0,t) undx0 := 0. Nach [ReSi4], Theorem

XIII.85, wird durchx̂ :=
∫⊕

[0,1]
xt dt ein selbstadjungierter Operator mit Definitionsbereich

D(x̂) :=
{
(ξt)t ∈

∫⊕
[0,1]

L2([0, 1])dt
∣∣ ξt ∈ D(xt) f.ü.;

∫
[0,1]
‖xtξt‖2 dt < ∞} definiert.

Wir zeigen, daß die konstanten Funktionen(ξt)t, ξt := ξ ∈ L2([0, 1]) in D(x̂) enthalten
sind: Für alles ∈ [0, 1] ist t 7→ fs(t) := |xtξ|

2(s) eineL1-Funktion und

s 7→ ∫ 1
0

fs(t)dt = |ξ(s)|2
∫ 1
s

1√
t− s

dt = 2 |ξ(s)|2
√
1− s

definiert ebenfalls eineL1-Funktion. Nach dem Satz von Fubini liegt dann auchs 7→ fs(t)

für fast allet ∈ [0, 1] im L1, und es gilt∫ 1
0

‖xtξ‖2 dt =

∫ 1
0

∫ 1
0

|xtξ|
2(s)dtds =

∫ 1
0

2 |ξ(s)|2
√
1− s ds ≤ 2‖ξ‖2 <∞ .

Für fast allet ∈ [0, 1] liegt alsoξ in D(xt) (eine Funktionξ, die nicht in allen De-
finitionsbereichenD(xt) liegt, ist z.B.s 7→ 1/ 4

√
|a− s|, a ∈ [0, 1]). Damit ist durch

xξ := x̂(ξ ⊗ 1l), ξ ∈ L2([0, 1]), ein beschränkter Operatorx definiert, der alle Anzeichen
eines zerlegbaren Operators gemäß Definition 4.2.3 besitzt, nur daß seine Faserung(xt)t
aus lauter unbeschränkten Operatorenxt besteht.x gehört also nicht zu den zerlegbaren
Operatoren.

Nun zeigen wir, daß die zerlegbaren Operatoren nicht vollständig sind. Die Spektralpro-
jektionenpt(λ) := χ[0,t− 1

λ
] von xt definieren Spektralprojektionenp(λ) := (pt(λ))t von

x̂ zu den Intervallen[0, 4
√
λ], λ > 0. Die zerlegbaren Operatorenxλ := x̂pλ

∣∣
H⊗1 ∈

L2([0, 1],B(H)) bilden eine‖ ‖-Cauchy-Folge, deren Grenzwertx aber nicht mehr zu den
zerlegbaren Operatoren gehört (die Operatorenxλ konvergieren, wegen der Abgeschlos-
senheit von̂x, für λ→∞ in der stop-Topologie gegenx). Fürγ > λ gilt nämlich folgende
Abschätzung:

‖(xγ − xλ)ξ‖2 =

∫ 1
0

∫ 1
0

1√
t− s

(
χ[0,t− 1

γ
](s) − χ[0,t− 1

λ
](s)
)
|ξ(s)|2 dsdt

=

∫ 1
0

∫ 1
0

1√
t− s

χ[t− 1
λ
,t− 1

γ
](s)|ξ(s)|

2 dsdt

=

∫ 1
0

|ξ(s)|2
∫ 1
0

1√
t− s

χ[s+ 1
γ
,s+ 1

λ
](t)dtds

≤
∫ 1
0

|ξ(s)|2
∫ s+ 1

λ

s+ 1
γ

1√
t− s

dt ds
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= 2

∫ 1
0

|ξ(s)|2

[√
1

λ
−

√
1

γ

]
ds = 2 ‖ξ‖2

[√
1

λ
−

√
1

γ

]
γ>λ→∞- 0 ,

gleichmäßig bzgl.ξ in der EinheitskugelL2([0, 1])1 vonL2([0, 1]).

A.5 Anhang zu Kapitel 6

Wir müssen den Beweis von Satz 6.1 noch vervollständigen. Es handelt sich um die
Bestätigung der Abschätzungen (6.2) und (6.3). Die dafür nötigen Rechnungen sind
ziemlich lang, aber nicht besonders schwer. Daher versuchen wir, nur die wesentli-
chen Schritte vorzuführen. Wir benutzen dabei mehrfach die Beziehungpn(0, s + t] =∑n
k=0 pk(0, t]pn−k(s, s + t] und

∑∞̀
=k+1

t`

`!
e−t =

∫t
0
xk

k!
e−x dx. Wir berechnen zunächst

fürm ≥ 1:∥∥ 2n−1∑
i=0

pk(0, iδn]pm(iδn, (i+ 1)δn]
∥∥2
π

=

2n−1∑
i=0

π
(
pk(0, iδn]

)
π
(
pm(iδn, (i+ 1)δn]

)
+

2n−1∑
i>j=0

π
(
pk(0, iδn]pk(0, jδn]pm(jδn, (j+ 1)δn]pm(iδn, (i+ 1)δn]

)︸ ︷︷ ︸
= π

(
pk(0, jδn] p0(jδn, iδn]pm(jδn, (j+ 1)δn]︸ ︷︷ ︸

= 0

)
π
(
pm(0, δn]

)

+

2n−1∑
i<j=0

...

=

2n−1∑
i=0

(iδn)
k

k!
e−iδn · δn ·

δm−1
n

m!
e−δn

n→∞-
{∫t

0
xk

k!
e−x dx =

∑∞̀
=k+1

t`

`!
e−t ,m = 1 ,

0 ,m > 1 .

Damit erhalten wir

∥∥ 2n−1∑
i=0

pk(0, iδn]pm(iδn, (i+ 1)δn] −

∞∑
`=k+1

p`(0, t]
∥∥2
π

=
∥∥ 2n−1∑

i=0

pk(0, iδn]pm(iδn, (i+ 1)δn]
∥∥2
π

+

∞∑
`=k+1

t`

`!
e−t

− 2Re
2n−1∑
i=0

∞∑
`=k+1

π
(
pk(0, iδn]p1(iδn, (i+ 1)δn]p`−(k+1)((i+ 1)δn, t]

)
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=

∫ t
0

xk

k!
e−x dx−

2n−1∑
i=0

(iδn)
k

k!
e−iδn · δn e−δn

≤
2n−1∑
i=0

∫ (i+1)δn

iδn

∣∣∣ (iδn)k
k!

e−(i+1)δn −
(iδn + (x− iδn))

k

k!
e−(iδn+(x−iδn))δn

∣∣∣dx
(∗)
≤

2n−1∑
i=0

∫ (i+1)δn

iδn

(
M

(iδn)
k

k!
+ k · x

k−1

k!

)
dx · δn

≤
(
Mtk+1 + tk

)
· δn
k!

=: Dk(t) ·
δn

k!
.

Für(∗) haben wir dabei die folgende Abschätzung verwendet. Es seiz ≥ 0 und0 ≤ y ≤ δ,
k ≥ 1:

1

k!

∣∣zk e−(z+δ) − (z+ y)k e−(z+y)
∣∣

≤ zk

k!
e−z

∣∣∣e−δ − e−y

y− δ

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
≤M

· |y− δ|︸ ︷︷ ︸
≤ δ

+ y︸︷︷︸
≤ δ

k−1∑
`=0

z`

`!

yk−1−`

(k− 1− `)!
· 1

k− `︸ ︷︷ ︸
≤ 1

e−(z+y)

≤ δ ·
(
M
zk

k!
+ k · (z+ y)k−1

k!

)
.

Diese Ungleichung bleibt auch fürk = 0 richtig.
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