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Einleitung

Die Beobachtung des schottischen Botanikers R. Brown aus dem Jahre 1827, dal3 Bliten-
pollen, die in einer Flissigkeit suspendiert werden, fortwahrende ruckartige Bewegungen
vollfiihren, war der Ausgangspunkt einer Reihe mathematischer und physikalischer Ent-
deckungen. Die Ursache fur dieses Phanomen, das heute seinem Entdecker zu Ehren als
Brownsche Bewegungezeichneten wird, ist die Warmebewegung der Flussigkeitsmole-
kile. Einen Teil ihrer ungeordneten Bewegung Ubertragen sie auf Pollenkérner, die grof3
genug sind, um unter dem Mikroskop sichtbar zu sein und klein genug, um auf die Rich-
tungsfluktuationen der Molekulsté3e mit abrupten Bewegungsénderungen zu reagieren.
Das war A. Einsteins Leitgedanke in seiner 1905 erschienenen Arbeit [Ein] zur Erkla-
rung der Brownschen Bewegung. Unter der idealisierenden Annahme, es gebe in jedem
Moment so viele elastische Molekulsto3e, dald die Richtungséanderungen in beliebig nahe
beieinanderliegenden Zeitintervallen unabhangig sind, konnte er die Diffusionsgleichung

Ay, t) _ A, y, b)
ot - oy?

fir die UbergangsdichteN(x,y, t) eines (eindimensionalen) Brownschen Teilchens ge-
winnen, das irx startend wahrend der Zeitspanneachy gelangt. Mit der Losung

2
eXp<_ (y4D:) )

1
A(X)y)t) - \/m

erhielt er seine beriihmte Beziehung
<(Bt+At - Bt)2> = 2D At (')

fur die mittlere quadratische Abweichung der TeilchenposiBipwéahrend der Zeitspanne

At. Aus ihr kann bereits eine charakteristische Eigenschaft der Brownschen Bewegung ab-
gelesen werden: Dig¢/At-Abhéngigkeit der Distanz, die das Teilchen im Mittel wahrend

der ZeitAt zurlcklegt, hat zur Folge, dalR ihm zu keinem Zeitpunkt eine Geschwindigkeit
zugeschrieben werden kann. Diese aus physikalischer Sicht etwas befremdliche Eigen-
schaft liegt zum einen an der postulierten extremen Irregularitat der Teilchenumgebung
und zum anderen daran, daR die Masse des Teilchens in den Uberlegungen keine Rolle
spielt.

Im Jahre 1908 erzielte P. Langevin ahnliche Ergebnisse wie Einstein. In seiner Arbeit [Lgv]
ging er allerdings von einer Modifikation der Newtonschen Bewegungsgleichungen fur den
Ort X des Brownschen Teilchens zum Zeitpunkius: Er nahm an, dal3 sich das Teilchen
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unter dem Einflul3 zweier Krafte bewegt. Da ist zunachst eine geschwindigkeitsabhangige
Reibungskraft-yX,, die von der Viskositat der umgebenden Flussigkeit erzeugt wird. Die
zweite KraftN, ist stochastischer Natur. Durch sie sollen die vielen elastischen St63e der
Flussigkeitsmolekiile mit dem Teilchen beschrieben werden. Uber sie war wenig bekannt.
Immerhin flhrte ihn die Vorstellung, dal3 sich in jedem noch so kleinen Zeitintervall eine
sehr grofRe Anzahl von raumlich vdllig ungeordneten StéR3en ereignen, zu der Annahme,
dal3 die resultierenden Krafte auf das Teilchen in zwei beliebig benachbarten Zeitinter-
vallen ‘nichts voneinander wissen’, daf3 sie also unabhéngig sind. Die nach ihm benannte
Differentialgleichung

th = _YXt + Ny, (if)
oder, mitY, := Xt, B:=v/mundW;:= N¢y/m
Yt + (5Yt - Wt, (iii)

ist zunachst nur als formale Gleichung aufzufassen. Eine Lo¥ungif3te den stochasti-
schen Charakter vow := (W,)o widerspiegeln, d.h.(Y.)o mif3te als stochastischer
Prozel3 behandelt werden. Gleichung (iii) ist also eigentlich erst im Rahmen einer wei-
tergefal3ten Theorie von Differentialgleichungen zu verstehen, sogenatodleastischer
Differentialgleichungen, die von K. Itd zwischen 1940 und 1950 entwickelt wurden [Itd].

N. Wiener stellte 1923 die Brownsche Bewegung auf ein solides mathematisches Funda-
ment, indem er eine Realisierung auf den stetigen Funkti@i@&1) konstruierte [Wie].
Demnach isB := (Bi)w0 €in Gaul3-Prozel3 mit stationaren unabhangigen Zuwachsen.
Seine Pfade sind fast sicher stetig, allerdings in jedem Zeitintervall von unbeschrankter
Variation und damit nirgends differenzierbar (siehe z.B. [Hitl)) — das sog. weil3e Rau-
schen — |a3t sich nur als verallgemeinerter stochastischer Prozel3, namlich als distributio-
nelle Ableitung der Brownschen Bewegung interpretieren [GeVi, Hid]. Da die Pfade von
B von unbeschréankter Variation sind, ist es nicht méglich, das Integral in der formalen
LOosung

t
Y, = Yoe P! +J e PsIg4B,

0
(dBs = W.ds) von (iii) als Stieltjes-Integral pfadweise zu definieren. K. It6 Ioste das Pro-
blem in einem gréReren Rahmen, indem er Integrale der geforderten AftGlsenzwerte
geeigneter Riemann-Stieltjes-Summen konstruierte. Dabei waren die Orthogonalitéat der
Zuwéachse und die Beziehung (i) die entscheidenden ‘geometrischen’ Eigenschaften der
Brownschen Bewegung, die diesen Zugang ermoglichten. Auf diese Weise wurde eine
mathematisch rigorose Behandlung stochastischer Differentialgleichungen

d
aYt =a(t,Yy) + b(t, Yy ) W,

oder,

dYt — a(t, Yt) dt + b(t, Yt) dBt y (|V)
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wie sie normalerweise geschrieben werden, mdglich, indem man sie als Integralgleichun-
gen

t t

a(s,Ys)ds + J b(s,Ys) dBg

Yt:YO‘}—J
0

0
umformulierte und nun wieder die Ublichen Iterationsmethoden zur Verfligung hatte, um
zu einer Losungstheorie zu gelangen. Von entscheidender Bedeutung fur die Berechnung
konkreter Ergebnisse ist der sog. It6-Kalkil, der sich fir die Differentialend dB; in

der It6-Tabelle

| dB, dt
dB,| dt 0
dt | 0 0

ausdruckt. Die Theorie stochastischer Differentialgleichungen entwickelte sich schnell zu
einem schlagkraftigen Instrument zur Konstruktion von Markov-Prozessen. Lésungen von
(iv) lassen sich als Diffusionsprozesse interpretierenanaits Drift- undb als Diffusions-
koeffizient. Fur nicht explizit zeitabhangigeundb ist die Lésung von (iv) ein stationarer
Markov-Prozel3 ([Fks]).

Ausgehend u.a. von Uberlegungen zum MefRprozel3 und neueren Entwicklungen in der
Quantenoptik rickte in den 70er und 80er Jahren die Theorie offener Quantensysteme
zur Beschreibung irreversibler Dynamiken in das Blickfeld der mathematischen Physik
([Dav4]). Solche Dynamiken werden als stochastische Mittelung tber reversible Dynami-
ken interpretiert: Man erhélt sie, indem man das interessierende System, das Objektsystem,
an ein Umgebungssystem, das Reservoir, koppelt und die Zustandsdynamik des Gesamtsy-
stems durch Mittelung Uber den Zustand des Reservoirs auf das Objektsystem einschrankt
(in der physikalischen Literatur bezeichnet man dieses Vorgehen als Bildumgtiv-

spun). Auf diese Weise erhalt man sdgasterGleichungen fur die Zustandsdynamik, die
normalerweise Gedachtniseffekte, also Ruckwirkungen des Objektsystems auf das Reser-
voir berlcksichtigen und damit meistens zu kompliziert sind, um exakt gelést zu werden.
Unter geeigneten Voraussetzungen ([Davl, Dav2, Dav3]) lassen sich die Gedachtniseffek-
te approximativ beseitigen: Der sog. schwache Kopplungslimes reduziert die Kopplungs-
tarke und kompensiert diese Schwachung der Wechselwirkung mit dem Reservoir durch
Wechsel auf eine grobere Zeitskala. Man gewinnt so eine Halbgruppendynamik auf dem
Objektsystem, verliert aber bei diesem Vorgang meistens das Reservoir, da der schwache
Kopplungslimes normalerweise zu keiner Limesdynamik im Reservoir fuhrt. Um Halb-
gruppendynamiken trotzdem direkt durch Mittelung einer reversiblen Dynamik zu erhal-
ten, mussen an das Reservoir spezielle Anforderungen gestellt werden. Zur Vermeidung
der Gedachtniseffekte, missen die Wirkungen des Objektsystems auf das Reservoir ge-
nigend schnell abklingen, damit sie zu keiner Ruickkopplung fihren kénnen. Das erreicht
man durch die starke Forderung, dafl3 Ereignisse zu beliebig benachbarten Zeitpunkten
unabhéangig sein sollen. Klassisch ist das die zentrale Eigenschaft von weil3em Rauschen.
Dynamiken des zusammengesetzten Systems mit diesen Eigenschaften I6sen das sog. Dila-
tationsproblem fur die Halbgruppendynamik auf dem Objektsystem, also die Aufgabe, zu
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einer vorgegebenen irreversiblen Dynamik durch Vergréf3erung des betrachteten Systems
ein reversibles dynamisches System zu finden, aus dem die Ausgangsdynamik durch Mit-
telung Uber die zusatzlichen Freiheitsgrade entsteht. Ein solches Dilatationsproblem stellt
sich mit unterschiedlichen Anforderungen an die dilatierte Dynamik. Die am leichtesten
zuganglichen Dilatationen sind algebraischer Natur, in dem Sinne, dal} die reversible Dy-
namik keine weitere Eigenschatft, wie etwa die Stationaritat der irreversiblen Dynamik in
einem bestimmten Zustand, respektiert. Uberraschend viel schwerer ist es, zu einem vor-
gegebenen stationaren dynamischen System eine stationare Dilatation zu konstruieren (die
im Ubrigen auch nicht immer existieren muR, [ApFr, Kim1]). In dieser Arbeit sollen We-

ge zur Gewinnung solcher Dilatationen aufgezeigt werden, indem sie als quantenstochasti-
sche Prozesse ([Acc, AFL, Kim4, Kim3]) aufgefal3t werden (genauer gesagt, als quanten-
stochastisches Analogon von Markov-Prozessen), zu deren Konstruktion Werkzeuge einer
hier zu entwickelnden Theorie nichtkommutativer stochastischer Differentialgleichungen
eingesetzt werden kénnen. Arbeiten, die als Wegbereiter der Vorliegenden anzusehen sind,
reichen bis in die 80er Jahre zurtick. Seit dieser Zeit war es der Leitgedanke vieler Arbei-
ten von B. Kimmerer, einen quantenstochastischen Markov-Prozel3 durch Kopplung eines
Objektsystems an ein Warmebad zu erhalten, das durch ein weil3es Rauschen modelliert
wird. Es zeigte sich, dal3 die entscheidende mathematische Struktur zur Beschreibung einer
solchen Kopplung durch Familien von Automorphismen gegeben ist, die einen multiplika-
tiven Kozyklus zum verwendeten weil3en Rauschen bilden ([KiiMa, Kiim3, Kiim4]). Eine
bedeutende Klasse unter diesen Kopplungen sind die inneren Kozyklen, die aus unitdren
Kozyklen zum weil3en Rauschen entstehen.

Etwa um dieselbe Zeit wurde die It6-Theorie von R.L. Hudson und K.R. Parthasarathy
auf die Fockdarstellung der CCR-Algebra ausgedehnt [HuPal, Par]. Als Inkrementprozes-
se fur ihre stochastischen Integrale verwendeten sie den Erzeuger- und Vernichterprozel3
Af = a*(Xo.4) bzw. A, := a(xjoy), Sowie den TeilchenzahlprozeQ, der durch Zweit-
quantisierung des Projektofs— f - o auf L*(R) entsteht. Sie gelangten zu folgender
[t6-Tabelle

dA, dA, dA; dt

dA, |dA, 0 dA* 0
dA,|dA, 0 dt o0
dA*| 0 0 0 0
a | 0 0 0 0

fur die Multiplikation stochastischer Integrale, mit deren Hilfe sie das algebraische Di-
latationsproblem l6sen konnten, indem sie unitare Kozyklen als Losungen geeigneter
stochastischer Differentialgleichungen konstruierten ([HuPaZ2]). Diese Erfolge fuhrten zu
Nachfolgearbeiten, die die erzielten Ergebnisse auf andere Algebren zu Ubertragen such-
ten. Aus diesen vielen Arbeiten seien hier nur einige wenige herausgegriffen, die Ein-
fluR auf die Entstehungsgeschichte der vorliegenden Arbeit hatten. D.B. Applebaum und
R.L. Hudson fuhrten stochastische Integration auf der Fockdarstellung der CAR-Algebra
ein ([ApHu]). Aus physikalischer Sicht ist die stochastische Integration bzgl. der Fock-
darstellung durchaus kritisierbar: In Anbetracht der Rolle des CCR-weil3en Rauschens als
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Warmebad ist es nicht sehr befriedigend, wenn es in der Fockdarstellung als ein Bosonen-
system bei der Temperatur Null interpretiert werden muf3. R.L. Hudson und J.M. Lindsay
trugen u.a. dieser Kritik Rechnung und dehnten die stochastische Integration in [HuLli]
auf eine bestimmte Klasse von Temperaturzustanden der CCR aus. Dieser Ansatz wurde
von J.M. Lindsay und I.F. Wilde in [LiWi] weiterverfolgt und schlief3lich von C. Bar-
nett, R. Streater und I.F. Wilde in [BSW] auf Darstellungen zu quasifreien Zustadnden
der CAR- und CCR-Algebra verallgemeinert. In dieser Arbeit sind die Prozesse Funktio-
nen mit Werten in der Algebra, wéahrend das stochastische Integral als Element des GNS-
Hilbertraumes zum verwendeten Zustand entsteht. Diese Idee wurde von J. Prin in seiner
Diplomarbeit [Pri] fur die vereinfachte Situation eines eindimensionalen Objektsystems
konsequent weitergefihrt, indem er nun die gesamte stochastische Integrationstheorie im
GNS-Hilbertraum zum Zustand des weiRen Rauschens entwickelte. Er konnte sich dabei
auf eine klare axiomatische Fassung nichtkommutativen weil3en Rauschens stutzen, das
z.B. in [KUMa] vorgeschlagen wurde. Demnach ist ein weiRes Rauschen durch ein Qua-
drupel(A,, Sy, (A1)1) gegeben — durch eine von Neumann AlgeHrenit einem treuen
normalen Zustana, einen ZeitschiftS; und eine durch Zeitintervalle C R indizierte
Familie(A;); von Unteralgebren voA, der sog. Filtrierung des weil3en Rauschens. Dabei
sind Elemente € A;undy € A; zu disjunkten Zeitintervallehund] unabh&ngig im Sin-

ne einer direkten Verallgemeinerung des klassischen Ergebnisses, dald das Produkt von un-
abhangigen Zufallsvariablen unter dem Erwartungswert faktorispéxty) = U\ (x) ¥ (y).

In diesem Rahmen konnte erstmals ein Verfahren vorgestellt werden, das einem unitaren
Kozyklus auf kanonische Weise, in Form eines additiven Kozyklus, die abstrakte Version
einer nichtkommutativen Brownschen Bewegung zuordnet. Es war der Ausgangspunkt der
vorliegenden Arbeit, diesen Zusammenhang auch ohne die Einschréankung an die Objekt-
systeme zu etablieren. Dabei stellten sich Fortschritte erst dann ein, als der verwendete
Begriff des weil3en Rauschens eine weitere Verallgemeinerung erfahren hatte. Die ent-
scheidende Idee war, das Objektsystémin das weil3e Rauschen so zu integrieren, daf3

es durch eine bedingte ErwartuRgvon A auf A, zurickgewonnen werden kann. Dabei
muf3te natirlich auch der Unabhangigkeitsbegriff angepalit werden: Die Faktorisierung un-
ter dem Zustand wurde durch die Faktorisierung unfesersetztPy(xy) = Po(x) Po(y).

Um in diesem allgemeinen Rahmen eine stochastische Integration definieren zu kénnen,
war es ndétig ein Substitut fir den GNS-Hilbertralify, von1 zu finden, denn schon bei J.

Prin waren die stochastischen Integrale und vor allem die additiven Kozyklen als Integra-
toren i.allg. nicht mehr Elemente der von Neumann Algebyaondern lagen ifi(,,. Da

P, die Rolle vomy in der bisherigen Definition des weil3en Rauschens ibernommen hatte,
war es naheliegend nach einer Art GNS-KonstruktionP{{izu suchen, was auf die Struk-

tur von Hilbertmoduln mit dendy-wertigen inneren ProdukKix,y) — Po(x*y) fihrte.

Damit war endlich der Rahmen gefunden, in dem der Zusammenhang zwischen unitalen
Kozyklen (der Anpassung des Begriffs unitarer Kozyklen an die Hilbertmodulsituation)
und additiven Kozyklen bewiesen werden konnte:

Mit den additiven Kozyklen wurde eine Theorie stochastischer Integrale entwickelt. Damit
konnte durch Verwendung unserer klar umrissenen Formulierung des weilen Rauschens
die Aufgabe gel6st werden, eine darstellungsfreie Version der stochastischen Integration
einzufuhren (wie es z.B. auch in [AFQ] versucht wurde), in dem Sinne, dal3 nicht fur je-
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de neue Umgebung, wie z.B. die CCR-/ CAR-Algebra, die Cuntz-Algehra[KuSp]),

oder der volle Fockraum ([Spe]), von neuem die Konstruktion eines stochastischen Inte-
grals in Angriff genommen werden muf3. Unsere Version des weil3en Rauschens liefert fur
jeden additiven Kozyklus als Integrator sofort eine kanonische Version des stochastischen
Integrals (der nichtkommutativen Situation der verwendeten Algebren Rechnung tragend,
handelt es sich um ein Rechts- und ein Linksintegral, je nach dem, von welcher Seite der
Integrator auf den Integranden angewandt wird), das nattrlich weitergehende Eigenschatf-
ten besitzen kann, wenn Algebren mit reichhaltiger Struktur verwendet werden, wie etwa
die CCR-Algebra.

Unter Verwendung der stochastischen Integrale war die Definition von stochastischen Dif-
ferentialgleichungen madglich, fur deren Losungen ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz
bewiesen werden konnte. Nun liel3 sich eine Bedingung an den additiven Kozyklus fin-
den und eine stochastische Differentialgleichung angeben, deren Lésung einen unitalen
Kozyklus liefert. Aus diesem wiederum liel3 sich Uber eine Standardkonstruktion der ad-
ditive Kozyklus zuriickgewinnen und so eine eineindeutige Beziehung zwischen additiven
und unitalen Kozyklen beweisen. Dieser Zusammenhang stellt sozusagen die geometri-
sche Grundkonstellation dar, die zur Konstruktion unitéarer Kozyklen (und damit zur L6-
sung des stationaren Dilatationsproblems) vorhanden sein muf3. Tatsachlich ist mit diesen
unitalen Kozyklen eine Losung des Dilatationsproblems soweit mdglich, daf auf die Form
des Lindblad-Generators der dilatierten Halbgruppen zuriickgeschlossen werden kann. In
dieser Arbeit stellen wir auch die Werkzeuge bereit, um die weitergehende Aufgabe zu 16-
sen, unitale Kozyklen, also Elemente eines Hilbertmoduls, mit unitéaren Kozyklen in Ver-
bindung zu bringen. Dafur bendtigt man Bedingungen an Hilbertmodulelemente, die sie
zwar nicht unbedingt als zur Algebra des zugrunde liegenden weil3en Rauschens gehoérig
identifiziert, aber doch immerhin als Operatoren, die zur Algebra affiliiert sind. Mit die-
sen Techniken lieRen sich in [HKK] notwendige und hinreichende Bedingungen an den
additiven Kozyklus angeben, die die Unitaritat der Losung sicherstellen.
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1. Kapitel. Hier stellen wir die Werkzeuge aus der nichtkommutativen Wahrscheinlich-
keitstheorie bereit, die wir fir die vorliegende Arbeit benétigen. Dabei kbnnen wir uns
auf die grundlegenden Arbeiten [Kim1], ..., [KUm5] von B. Kimmerer stitzen, in denen
er die Fundamente einer nichtkommutativen Wahrscheinlichkeitstheorie gelegt und sie so-
weit vorangetrieben hat, dal3 es nun bereits um die Auspragung bestimmter Forschungs-
richtungen gehen kann. Die stochastische Integration, die wir in dieser Arbeit einfiihren
wollen, stellt eine dieser Richtungen dar.

In diesem Kapitel wird die nichtkommutative Wahrscheinlichkeitstheorie soweit ent-
wickelt, dafd erkennbar wird, in welchem Kontext stochastische Integration betrieben wer-
den soll, welche Probleme wir mit ihr I6sen wollen und welchen mathematischen Struktu-
ren wir dabei begegnen werden.

Im einzelnen werden wir den zentralen Begriff des nichtkommutativen Wahrscheinlich-
keitsraumes.A, ) als von Neumann Algebrd mit treuem normalen Zustanpl einfuh-

ren und die wichtigsten wahrscheinlichkeitstheoretischen Begriffsbildungen in den nicht-
kommutativen Rahmen Ubertragen. Besonderes Augenmerk richten wir dabei zunéchst auf
die Definition bedingter Erwartungen und dem damit zusammenh&ngenden Unabh&ngig-
keitsbegriff: Unabhangigkeit wird als Faktorisierung unter der bedingten ErwaRpng

von A auf eine Anfangsalgebrd, definiert. Unsere Definition stellt eine leichte Verall-
gemeinerung der in [KUm3] verwendeten Version dar, die eine Faktorisierung unter dem
Zustandy verlangt (wir kbnnen) als bedingte Erwartung der Algebra auf die eindimen-
sionale Unteralgebr@ auffassen). Im Falle finiter von Neumann Algebren treffen wir mit
dieser Verallgemeinerung auf das Konzept smgnmuting squaregon [GHJ].

Nachdem wir festgelegt haben, was wir unter Zufallsvariablen und stochastischen Prozes-
sen, insbesondere Markov-Prozessen, verstehen wollen, haben wir die Grundlagen, um das
eigentliche Ziel dieser Arbeit angeben zu konreie Konstruktion von Markov-Prozessen

als Kopplung eines Objektsysterig an ein WarmebadDie Schritte, die uns diesem Ziel
naherbringen, bestehen erst einmal in der Identifizierung des Warmebadesadiige-
meinertes weilRes Rausch&rob gesagt handelt es sich dabei um einen nichtkommuta-
tiven WahrscheinlichkeitsraurpA, 1), versehen mit einer reversiblen Dynaniik; )cr

(einer Automorphismengruppe), der ségien Dynamik des Warmebadesd einer Fa-

milie (A;); von von Neumann Teilalgebren, die durch Zeitintervak® indiziert werden,

dal3 zu disjunkten Intervallen unabhangige Algebren gehotren. Als einer der wichtigsten
Begriffe dieser Arbeit, illustrieren wir weil3es Rauschen durch eine Reihe von Beispielen:
An erster Stelle naturlich klassisches, also kommutatives weif3es Rauschen, dann Poisson-
sches und CCR weil3es Rauschen tber einer Anfangsalgghbais diskretes Beispiel den
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Bernoulli-Shift und schlie3lich ein verallgemeinertes Poissonsches weil3es Rauschen, das
wir fUr ein umfangreicheres Beispiel in Kapitel 6 vorbereiten.

Als nachstes fuhren wiKopplungenvon Objektsystemen an Warmebader ein. Wir prazi-
sieren damit die Vorstellung, dal3 das Warmebad mit dem Objektsystem in Wechselwir-
kung tritt. Jede solche Kopplung fihrt auf kanonische Weise zu einem Markov-Prozel3 auf
dem Gesamtsystem (also Objektsystem und weil3em Rauschen) und zu einer Halbgruppen-
Dynamik (der sogreduzierten Dynamijkauf dem Objektsystem, die wir uns als eine

Art Mittelung (in der Physik oft alcoarse grainingbezeichnet) Gber die Wirkung des
Markov-Prozesses vorstellen kdnnen. Fir eine grol3e Klasse von Markov-Prozessen haben
wir damit das Konstruktionsproblem darauf reduziert, Kopplungen an weifl3es Rauschen zu
finden. Eine wichtige Klasse solcher Kopplungen, ndmlichrtheren Kopplungerdassen

sich durchunitéare Kozyklerbzgl. weil3em Rauschen realisieren: Es handelt sich dabei um
eine Familie(u)>o unitarer Operatoren ifl, die neben einer Adaptiertheitseigenschaft

(ut € Ajoy) vor allem die multiplikative Kozyklengleichung.;s = S¢(us)u, erfillt. Das
zentrale Anliegen dieser Arbeit ist es, Wege aufzuzeigen, die uns der Moglichkeit naher-
bringen, unitdre Kozyklen zu konstruieren.

In Abschnitt 1.8 illustrieren wir die eingeflihrten Konzepte, indem wir eine Kopplung an
klassisches Poissonsches weil3es Rauschen untersuchen (ein Beispiel, das auf [Kim5] zu-
rickgeht).Verallgemeinerte®oissonsches weiRes Rauschen fuhren wir bei dieser Gele-
genheit als Kopplung eines verallgemeinerten Bernoulli-Shifts an klassisches Poissonsches
weil3es Rauschen ein. Auf diese Weise sind wir durch die Arbeit [Rup] von C. Rupp, in der
viele verallgemeinerte Bernoulli-Shifts konstruiert wurden, mit einer Fulle neuer weil3er
Rauschen versehen.

Schlief3lich greifen wir in Abschnitt 1.9 ein Beispiel von J. Prin ([Pri]) wieder auf, um die
Rolle stochastischer Integrale bei der Konstruktion unitarer Kozyklen zu beleuchten. Ins-
besondere der Zusammenhang zwischen unitaren Kozyklen und additiven Kozyklen wird
hier hervorgehoben. Obwohl dieses Beispiel nur das sehr kleine Objekts{/sbesitzt,

gibt es uns doch eine Vorstellung davon, wie wir es fir unseren allgemeineren Unabhangig-
keitsbegriff erweitern missen. Die entscheidende Beobachtung besteht darin, daf3 nicht zu
erwarten ist, stochastische Integrale in der von Neumann Algélaefinieren zu kbnnen

(das war schon bei J. Prin nicht méglich, der den GNS-Hilbertraum verwendete), sondern
dald wir dafur eirHilbert-C*-Modul (bzw. Hilbert-W*-Modul) Gber der Anfangsalgebra

Ao verwenden muissen.

2. Kapitel. Im ersten Abschnitt referieren wir die wichtigsten Begriffe aus der Theorie
der Hilbert-C*-Moduln tber einer C*-Algebrd. Etwas ausfuhrlicher verweilen wir bei

der Realisierung solcher Moduln in den beschrankten Operatoren auf einem geeigneten
Hilbertraum (Kolmogorov-Darstellung), weil wir solche Realisierungen zum Ausgangs-
punkt unserer Definition von Hilbert-W*-Moduln machen werden. Wir streben dabei kei-
ne abstrakte Definition des Hilbert-W*-Modul-Begriffs an (wie z.B. in [Sch]), sondern
beschranken uns auf den fir uns wichtigen Fall, in degine von Neumann Algebra ist.
Dabei haben wir von [Sch] und verwandten Uberlegungen in [Fra] profitiert und einen ‘gol-
denen Mittelweg’ zwischen diesen beiden Zugangen gefunden. Die Nahe unserer Hilbert-
W*-Moduln zu den beschrankten Operatoren gestattet es uns, Topologien, wistdjg
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und die w*-Topologie auf diesen Raumen zu verwenden und eine Version des Satzes von
Kaplansky zu formulieren.

Den Rest dieses Kapitels verwenden wir dazu, die entwickelten Konzepte anzuwenden und
das HilbertmodulL?(A, Py) einzufiihren, das zu einem Wahrscheinlichkeitsrauiymp)

und einer bedingten Erwarturi®p von A auf eine Anfangsalgebrd, C A gehort. Wir
werden dabei feststellen, dal3 wir diese Konstruktion als eine Verallgemeinerung der GNS-
Konstruktion ansehen kénnen, auf die sie sich reduziert, wenn wRfden Zustandp
verwenden (aufgefalt als bedingte Erwartung/agt= C). Wir zeigen, dal3 sich wichti-

ge Konzepte aus der Theorie der von Neumann Algebreh’duf, P,) ausdehnen lassen.
Handelt es sich béiA, ) etwa um den Wahrscheinlichkeitsraum eines weil3en Rauschens,
so laRt sich vor allem der Unabhangigkeitsbegriff BéfA, Py) Ubertragen. Insbesonde-

re laRt sich auf ?(A, Py) ein Produkt zwischen unabhangigen Elementen definieren (und
auf diese Weise das bekannte Ergebnis klassischer Wahrscheinlichkeitstheorie verallge-
meinern, daR das Produkt unabhangigeFunktionen wieder ein&?-Funktion ist). Erst

die Mdglichkeit dieser Konstruktion erlaubt es, in Kapitel 4 die Definition eines stochasti-
schen Integralbegriffs in Angriff zu nehmen, wozu ja unter anderem das Produkt zwischen
einem Integranden und einem Integrator bendtigt wird. Aber auch viele Automorphismen
und andere vollstandig positive Abbildungen aufinden ihre Version als Abbildung auf
L(A, Po) — geniigend Struktur also, um die algebraische Version des weilRen Rauschens
zu einer Hilbertmodul-Version fortsetzen zu kbnnen.

3. Kapitel. Wir verwenden eine Hilbertmodul-Version des wei3en Rauschens und pas-
sen zunachst das Konzept des unitaren Kozyklus’ an die Modul-Situation an, indem wir
den Begriff desunitalen Kozyklus einfiihren. Ein solcher Kozyklus erfullt weiterhin ei-

ne multiplikative Kozyklengleichung (mit der Multiplikation unabhangiger Elemente in
L2(A, Py)) und eine abgeschwachte Unitaritatseigenschaft (denn ‘Unitaritat’ steht uns auf
L2(A, Py) a priori nicht zur Verfiigung), die einfach darin besteht, daR jedes Element des
Kozyklus den Betrag eins hat. Die unitale Struktur der Kozyklen ist ausreichend, um auf
dem Objektsystemt, eine Halbgruppendynamik zu induzieren (genau so, wie es bei dem
Markov-Prozel3 zu einemanitaren Kozyklus der Fall ist, s.0.). Sie reicht auch aus, um
auf kanonische Weise einen sog. additiven Kozyklus?ii, Po) konstruieren zu kénnen.
DieseStandardkonstruktiostellen wir in Abschnitt 3.2 vor und illustrieren sie in 3.3 an
einem Kozyklus zur Brownschen Bewegung und zum Poisson-Prozel3. In Abschnitt 3.4.1
untersuchen wir die Eigenschaften additiver Kozyklen und kléaren, wie sich der Lindblad-
Generator der reduzierten Dynamik a4 aus dem unitalen Kozyklus und dem zugehori-
gen additiven Kozyklus bestimmt.

4. Kapitel. Wir benutzen die im 3. Kapitel eingefuhrten additiven Kozykl®n)>o, um

auf dem Hilbertmodul?(A, Py) zu einem weiBen RauschéA, ), Sy, (A1);) eine Ver-
allgemeinerung des klassischen It6-Integrals zu definieren. Dabei schlagen wir den ‘Ubli-
chen’ Weg ein und definieren das Integral zunachst fur Integraxdeie durch einfache
Prozesséx.).>o gegeben sind (also Prozesse, die in jedem Zeitintervall nur endlich viele
Werte annehmen). Der nichtkommutativen Situation Rechnung tragend, unterscheiden wir
zwischen einem Linksintegrg]; db.x, und einem Rechtsintegrgi x,dbs. Mit ihrer Hil-
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fe gewinnen wir die Substitute fur die It6-Isometriebeziehung der klassischen Theorie —
das entscheidende Hilfsmittel zur Ausdehnung der Integrale auf gré3ere Prozel3klassen. In
Abschnitt 4.2 entwickeln wir dafiir zunachst eine Theorie Hilbertmodul-wertiger Funk-
tionen. Diese bilden selbst auf kanonische Weise ein Pra-HilbertmoduHigbAflerdings
begegnen wir dem eigentiimlichen Problem, daR dieser Rauirtdietegrierbaren Funk-
tionen in keiner der sich naturlicherweise anbietenden Topologien vollstandig ist. Die Ver-
vollstandigung des Raumes zu einem Hilbert-W*-Modul iBgmwird also auch Elemente
enthalten, die nicht mehr als Modul-wertige Funktionen interpretierbar sind (ein Beispiel
geben wir in Anhang A.4). Der so erhaltene Raum ist noch zu grof3: Unsere Integrale lassen
sich nur auf seine adaptierten Funktionen fortsetzen, alsb’aktinktionenx, fir die zu

jedem Zeitpunkt > 0 das Bildx, in L*(A ), Po) liegt. Im Abschnitt 4.3 konstruieren wir
einen Projektor, der sie aus dem Raum dlfetegrierbaren Funktionen herauspraoijiziert.
Den so erhaltenen Raum bezeichnen wir als den Rauirdetegrierbaren Prozesse (ob-
wohl auch in ihm Elemente enthalten sind, die nicht mehr als Prozesse im eigentlichen
Sinne, d.h., als adaptierte Funktionen, interpretierbar sind). Auf diesen Raum dehnen wir
unsere Integrale aus. Wir sind dadurch in der Lage, im Abschnitt 4.4 stochastische Diffe-
rentialgleichungen einzufihren (die ja eigentlich Uber Integralgleichungen definiert sind)
und fir sie einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz zu beweisen.

Damit haben wir die technischen Voraussetzungen geschaffen, um im Rest dieses Kapi-
tels das Hauptergebnis dieser Arbeit zu formulieren und zu beweisen: Wir stellen einen
ein-eindeutigen Zusammenhang zwischen additiven und unitalen Kozyklen her. Der Zu-
ordnung eines additiven Kozyklus zu einem unitalen sind wir bereits in der Standardkon-
struktion im Abschnitt 3.2 begegnet. Fir die umgekehrte Richtung erhalten wir fur jeden
additiven Kozyklus den zugehdrigen unitalen Kozyklus als Losung einer geeigneten sto-
chastischen Differentialgleichung.

5. Kapitel. In Kapitel 4 haben wir fur die Herleitung des zentralen Ergebnisses, also des
Zusammenhangs zwischen unitalen und additiven Kozyklen, bis auf die Unabhangigkeits-
struktur keine weiteren Eigenschaften verwendet, die tGber die Hilbertmodul-Struktur hin-
ausgehen. Das druckt sich insbesondere dadurch aus, dal3 wir mit reinen Hilbertmodul-
Methoden nur unitale, i.allg. aber keine unitaren Kozyklen erwarten kbnnen, weil uns die
Modulstruktur keine Methoden an die Hand gibt, mit denen zwischen unitalen und unitér-
en Elementen zu unterscheiden wére. Wenn wir also Fragen nach der Unitaritat der mul-
tiplikativen Kozyklen stellen wollen, miissen wir weitere Eigenschaften der von Neumann
AlgebraA heranziehen, die unserem Hilbertmodld|.A, Py) zugrunde liegt. In Kapitel 5
fuhren wir damit die Techniken ein, die es uns spater einmal erlauben werden, die Frage
nach der Unitaritat des multiplikativen Kozyklus zu beantworten ([HKK]).

Die unitéaren Kozyklen, die uns interessieren, sollen zu stationaren stochastischen Prozes-
sen fiihren und miissen deshalb im Zentralisdtodes Zustands von (A, 1) liegen. Das
vereinfacht unsere Untersuchungen betrachtlich, da dann die Standardkonstruktion zeigt,
daf die zugehorigen additiven Kozyklen in dem Hilbert-W*-MoBY(AY, P,) zu derfini-

tenvon Neumann Algebra ¥ liegen muR. Fir dieses Hilbert-W*-Modul konstruieren wir

auf dem GNS-Hilbertraum votp eine Realisierung durch (i.allg. unbeschrankte) Operato-
ren, die zuA" affiliiert sind. Damit haben wir gentigend algebraische Struktur zur Verfu-
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gung, um diejenigen Elementevon L?(AY, Py) zu charakterisieren, deren Adjungiexte
ebenfalls wieder iL?(AY, Py) liegen (dieadjungierbarenHilbertmodul-Elemente). Au-
Rerdem geben wir Bedingungen an, die sicherstellen, dal das Prxodukeier Elemente
x undy ausL?(AY, Py) wieder inL?(AY, Py) liegt, selbst wenn undy nicht unabhangig
sind.

6. Kapitel. Dieses Kapitel ist zwei Anwendungen unserer Theorie gewidmet. In Ab-
schnitt 6.1 fuhren wir die Standardkonstruktion zur Gewinnung additiver Kozyklen am
Beispiel eines unitaren Kozyklus zum verallgemeinerten Poissonschen weil3en Rauschen
durch. Wir erhalten fur diesen neuen additiven Kozyklus eine explizite Darstellung. In Ab-
schnitt 6.2 geben wir eine Bedingung an den additiven Kozyklus an, die sicherstellt, dal3
der zugehorige unitale Kozyklus (vgl. Kapitel 4) adf eine W*-dynamisches System
induziert, das der sogletailed balanceBedingung gentigt.
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1. Nichtkommutative
Wahrscheinlichkeitstheorie

Die klassische Wahrscheinlichkeitstheorie ist eine ausgereifte Theorie, die leistungsfahige
Werkzeuge zur Untersuchung stochastischer Phdnomene besitzt. Eine nichtkommutative
Wahrscheinlichkeitstheorie sollte die klassische (kommutative) Wahrscheinlichkeitstheo-
rie als Spezialfall enthalten. Daher werden wir Verallgemeinerungen ihrer wichtigsten Be-
griffe angeben mussen. Die Strategie, die wir dabei verfolgen besteht darin, von den spezi-
fisch klassischen Aspekten der Wahrscheinlichkeitstheorie, wie etwa dem MalRraum, oder
den Pfaden stochastischer Prozesse usw. zu abstrahieren, indem wir algebraische Substi-
tute dieser Begriffe suchen, die eine nichtkommutative Fortschreibung erlauben. Bei den
Konzepten, die in eine nichtkommutative Version zu Ubertragen sind, handelt es sich im
Wesentlichen um das des Wahrscheinlichkeitsraumes, der bedingten Erwartung, der Zu-
fallsvariable, des stochastischen Prozesses und des Ubergangsoperators. Darauf aufbau-
end kdonnen wir die zentralen Hilfsmittel einflihren, die wir fir die Formulierung eines
nichtkommutativen stochastischen Integralbegriffs benétigen werden: Wir brauchen eine
nichtkommutative Version des weil3en Rauschens und als Voraussetzung dafur eine genaue
Untersuchung des Unabhangigkeitsbegriffes. Dabei wird uns ein gelegentlicher Blick auf
die kommutative Situation helfen, den richtigen Weg einzuschlagen.

AnschlieRend definieren wir Markov-Prozesse und erklaren, wie diese durch Kopplung an
weilRes Rauschen gewonnen werden kdnnen. In einer einfachen kommutativen Situation
zeigen wir dann, wie eine solche Kopplungen als Losung einer stochastischen Differenti-
algleichung entsteht.

Wenn es unsere Ausfihrungen nicht zu sehr in die L&nge zieht, gehen wir so vor, dafd wir
den nichtkommutativen Versionen die kommutativen gegeniberstellen (fur ausfuhrlichere
Darlegungen, die wir als Richtschnur dieses Kapitel verwendet haben, verweisen wir dabei
generell auf [Kim1, Kim3, Kim4, Kim5]). Damit nutzen wir dieses Kapitel zum einen,

um in die ldeen der nichtkommutativen Wahrscheinlichkeitstheorie einzufiihren und zum
anderen, um die fir den Fortgang dieser Arbeit bendétigte Sprache bereitzustellen.

1.1 Grundlegende Begriffe und Notation

Im folgenden stellen wir grundlegende Begriffe und Notationen zusammen, die flr die ge-
samte Arbeit gelten. Fur weitergehende Informationen zum vorgestellten Stoff verweisen
wir auf [BrRo1l, BrRo2, KaRil, KaRi2, Ped, Sak] und [Tal].
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1.1.1 Allgemeines.N, Z,Z", R, R" undC stellen die naturlichen, die ganzen, die positi-
ven ganzen (einschlief3lich der Null), die reellen, die positiven reellen (ebenfalls mit Null)
und die komplexen Zahlen dar. Gelegentlich benutzenTwiund meinen damiZ oder

R. Fir eine Teilmengé dieser Mengen bezeichnEtihr Komplement. Hilbertrdume und
ihre Unterraume werden durch die Buchstabéond X und ihre Elemente tblicherweise
durch griechische Buchstaben bezeichnet. Das Skalarp8duktH > (&,mn) — (&[n)
verwenden wir rechts-linear. Fir dieschrankten OperatoreB(H) auf H benutzen wir
kleine Buchstaberp und g sind fur Projektoren reserviert. Fir den Abschlul3 eines Un-
terraumedH und den zugehdrigen orthogonalen Projektor schreiben wir mitliHieFur

x,y € B(H) ist [x,y] := xy — yx und{x,y} := xy + yx. Ist § eine Teilmenge eines
VektorraumsV, dann ist IHS} die lineare Hillg die von ihr inV erzeugt wird.

1.1.2 Algebren. C*- und W*-Algebrenbezeichnen wir mit den Buchstabeh B und

C. Meistens verwenden wir sie in einer konkreten Realisierung als Unteralgebren der be-
schrankten Operatorelh(H) auf einem Hilbertraun®, d.h., im Falle von W*-Algebren,
alsvon Neumann AlgebrenA’ := {y € B(H)| [x,y] =0, f.a.x € A} meint dann die
Kommutanteund Z(A) := A N A’ dasZentrumvon A in B(H). Ist H n-dimensional

(n < ), so schreiben wir statB(H) auch M,, und meinen damit den Raum der

n x n-Matrizen. 1, ist derEinsoperatorin A. Normalerweise wird es klar sein, zu wel-
cher Algebra er gehort, so daf’ wir den Index meist weglassen kofirérbezeichnet

die Norm eines Elementes € B(H). A; := {x € A| ||x| < 1} ist die Einheitskugel

und AT := {x € A| x > 0} der positive Kegel vorA. A, bezeichnet defPradual von

A, d.h., den Raum der normalen linearen Funktionaleuwind A die positiven Ele-
mente darinA, sind dienormalen Zusténdealso die positiven, normalen Funktiona-

le der Norm Eins. Fur sie werden die griechischen Symigglg usw. verwendet. Wir
gehen generell davon aus, dd} norm-separabel ist, so dal3 alle Approximationen in
A mit Folgen, statt mit Netzen mdglich sind (vgl. A.2.2). MitVV B bezeichnen wir
denW*-algebraischen Aufspanoweier W*-AlgebrenA und B, d.h., den w*-Abschluf3
(s.u.) des algebraischen Aufspanns vénund B. Fir eine Familie(A;)ic; von W*-
Algebren wird ein solcher Aufspann durgf,_; A; bezeichnet. Istp ein treuer norma-

ler Zustand aufd, dann isto¥ := (0)cr Seinemodulare Automorphismengrupped
AV = {x ¢ A| V(xy) =P(yx) f.a.y € A} derZentralisator d.h., dieFixpunktalgebra
von o%. FUr einen unitaren Operator € B(H) bezeichnet Adl den Automorphismus
u*-uwaufB(H).

1.1.3 Topologie. Von den Topologien dedualen PaaresA, A,) auf A benutzen wir die

o wop- oder w*-Topologie (wir gebrauchen beide Begriffe), alsoldiealkonvexe Topo-
logie auf A, die durch die HalbnormeA > x — |@(x)|, ¢ € A/, erzeugt wird. Dar-
Uberhinaus die stop- und gelegentlich die stop'-Topologie, deren Halbnormen durch
A3d3x— (p(x*x)% bzw. A 3 x — [@(x*x) + @(xx*)]Z, ¢ € A}, gegeben sind. Limiten

in diesen Topologien werden durch die Schreibweise (in der Reihenfolge obiger Aufzah-
lung) ow-, oder w-, os- undos*- lim deutlich gemacht. In konkreten Realisierungen der
Algebra auf einem Hilbertraurfi{ haben wir noch die wop- und die stop-Topologie zur
Verflgung, die durch die Halbnormeh> x — [(&|xn)| bzw. A 5 x — ||x&||, &, € K,
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erzeugt werden. Fiur einéreuennormalen Zustand auf.A, ist durchA > x — w(x*x)%
die sogab-Norm aufA definiert, die mit| ||, bezeichnet werde. Limiten werden durch w-,
s- bzw.l IIy- lim angegeben.

1.1.4 GNS-Darstellung. Der GNS-Hilbertraumeines treuen normalen Zustandesuf

A ist der Abschlu vorl in dery-Norm. Als Bezeichnung wahlen wir?(A, ), oft auch
einfach(,,, oder gemaf obiger Vereinbarui®, wenn klar ist, zu welchem Zustand der
GNS-Hilbertraum gebildet wird. D& treu und normal ist, kbnnen wir davon ausgehen,
dalRA bereits auf seinem GNS-Hilbertraum dargestelltfstc B(F(y,). ¥ ist dann durch

den Vektorzustand mit dem zyklischen und separierenden Vektor 1 und die Darstellung
7y, durch die identische Abbildung gegeben. Die Wirkung von OperatorenB(H,,)
schreiben wir multiplikativ, alsd’ : & — T, & € H,,, wahrend fur die Wirkung von
Operatorenl auf.A die Schreibweisd : x — T(x) vorbehalten ist. Auf diese Weise laft
sich fiir einen vorA auf I, stetig fortsetzbaren Operatbrdasselbe Symbol verwenden:

Tx = T(x), oder, wennT ein Automorphismus istix& = T(x)TE, furx € A C H,,

& € Hy,.

In manchen Situationen, vor allem in der Entwicklung der Theorie affilierter Operatoren,
ist es bequem, den zyklischen Vektor 1 durch den Buchst&beateutlich zu machen.
Dadurch hebt die Schreibweise(’ die Rolle vonx alsL?(A,1)-Element starker hervor.
Den zuQ gehdrendemodularen Operatorbezeichnen wir dann wie blich dur¢hund

die modulare Konjugatiordurch]. Die GNS-Darstellung der modularen Grupp# ist
durch(A%)cr gegeben.

1.2 Wahrscheinlichkeitsraume und ihre Morphismen

1.2.1 Wahrscheinlichkeitsraum. Die klassische Wahrscheinlichkeitstheorie geht bei
der Beschreibung eines stochastischen Vorgangs von einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, X, u) aus, bestehend aus einem Grundraupaer die moglichen Ausgange und einer
o-AlgebraX von Teilmengen vorf), die die mdglichen Ereignisse beschreibt, sowie ei-
nem Malu auf X, das diese Ereignisse stochastisch bewertet. Als algebraisches Bild eines
solchen Wahrscheinlichkeitsraumes bietet sich das Paap) an, das aus der kommuta-
tiven W*-AlgebraA := L™ (Q, X, 1) und dem treuen normalen Zustatd:= fQ- du
gebildet wird. Die mdglichen Ereignisse werden nun durch die Projektionetiv@iso

den charakteristischen Funktionen zu Elemententuseschrieben. Normalerweise laf3t
sich aus der algebraischen Versioh 1) wieder auf ein Modell des Wahrscheinlichkeits-
raumeq Q, X, u) zurtickschlie3en (siehe z.B. [Tal], lll, Proposition 1.21, [Sak], Proposi-
tion 1.18.1). Die nichtkommutative Fortschreibung des Begriffs Wahrscheinlichkeitsraum
besteht nun einfach darin, daf? wir fdrauch nichtkommutative W*-Algebren zulassen:

Ein (nichtkommutativer) Wahrscheinlichkeitsraishein Paaf.A,1), das aus einer W*-
AlgebraA und einem treuen normalen Zustahdbesteht (siehe auch [Acc, AFL, Kim4]).

1.2.2 Morphismen. Ein MorphismusT von einem Wahrscheinlichkeitsraufw, {) in
einen zweiten Wahrscheinlichkeitsraut®, ¢ ) ist einvollstandig positiverl-erhaltender,
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linearer Operator vod nach B mit der Eigenschaftp o T = 1. Die Morphismen
von (A,) in sich bezeichnen wir durch ME#,). Sie umfassen didutomorphis-
menAut(A, ), d.h., die *-Automorphismen voA, die invariant lassen. Morphismen
sind automatiscmormal d.h. w*-w*-stetig (Anhang A.1.1) undreu: T(x*x) = 0 hat
P(T(x*x)) =Pp(x*x) = 0 und, da treu ist,x = 0 zur Folge.

Jeder Morphismu$ 4Rt sich kanonisch zu einer Kontraktidrauf den GNS-Hilbertraum
fortsetzen.T ist auf dem dichten Teilraunil von 3, durchTx = T(x) definiert. Die
Kadison-Schwarz-Ungleichung fur den vollstandig positiven Opeflaraigt die Fortsetz-
barkeit vonT zu einer Kontraktion auf garfely,: || Tx ||, = W(T(x*)T(x)) < b(T(x*x)) =
||x||ﬁ,. Diese Fortsetzung bezeichnen wir auch@NS-Darstellung des Morphismds
GemaR den Bemerkungen in 1.1.4 schreiben wir spaterTsteigeder T. Die Zuordnung

T — T ist punktweiser stop-stop-stetig und injektiv. Es ist allerdings zu beachten, daR die
AdjungierteT " i.allg. nicht mehr die GNS-Darstellung eines Morphisritis/on (A, )

ist (ein Beispiel ist in [Kiim1] angegeben). Damit das doch gilt, ist notwendig und hin-
reichend, daf’ mit der modularen Automorphismengrupgé vertauscht (siehe [Kim2],
oder Anhang A.1.2). In diesem Fall heil3t € Mor(A,{) P-Adjungiertevon T. Sie ge-
nagt der Gleichungh(xT(y)) = ¥(T*(x)y) f.a. x,y € A und ist durch sie eindeutig
bestimmt. Fir einen beliebigen Automorphismius Aut(.A, ) IaRt sich leicht einsehen,
daR einep-Adjungierte existiert und daR diese durEh' gegeben ist. Insbesondere ver-
tauschfl also mito¥.

Ein W*-dynamisches Systefil,, T;) ist ein Wahrscheinlichkeitsraurf, ), verse-

hen mit einer punktweise w*-stetigen Halbgrupp®)~o C Mor(A,p). Liegt sie

in Aut(A,), so laRt sie sich kanonisch zu einer w*-stetigen Automorphismengruppe
(Ty)wer € Mor(A,p) erweitern. Eine einfache Rechnung zeigt, dal3 diese dann auch
punktweiseo stop-stetig ist(.A, 1, T;) heil3treversibles W*-dynamisches Systevenn es

sich beiT; um Automorphismen handelt, andernfalls sprechen wir von eirmenersiblen
W*-dynamischen System. Ist das irreversible Systératetig, so besitzt die Halbgruppe
(Ty)t>0 einen beschrankten Generatorden sogLindblad-GeneratorT, = et

Mitunter begegnen wir auch W*-dynamischen Systemen in diskreteriZeiZ*). T, ist
dann durchT := T; bereits eindeutig bestimmt; = T*. Fir diesen Fall schreiben wir
(A, P, T). Alle weiteren Begriffe der kontinuierlichen Situation tGbertragen sich sinnge-
ma.

1.3 Bedingte Erwartung und Unabhangigkeit

1.3.1 Bedingte Erwartung. Von besonderem Interesse sind fur uns Morphisie&on
(A, ) in (B, @), fur die es einen injektiven *-Homomorphismyson (B, ¢) in (A1)
mit der Eigenschaf®oj = id gibt. Einen solchen Morphismisnennen witbedingte Er-
wartungvon (A, V) auf(B, ¢).j ist die zuP gehdrende Injektion. Sie ist duréreindeutig
bestimmt. Normalerweise werden wifB) mit einer W*-Unteralgebral, von A (die die-
selbe 1 wieA besitzt) undp = 1 o j mit 1\ identifizieren.Py := P o j € Mor(A, )
ist dann diebedingte Erwartung bzghp von A auf A,. Da der Bezug zum Zustand
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1 meist offensichtlich sein wird, werden wir ihn normalerweise unterdriicken und ein-
fach von der ‘bedingten Erwarturigy’ sprechen. Sie besitzt die sogloduleigenschaft
Po(xyz) = xPo(y)z fur alle x,z € Ay undy € A. Nach einem bekannten Satz von
Takesaki ([Ta2], Theorem 7.1) existid?t genau dann, wenil, unter der modularen
Automorphismengruppe™ von 1 global invariant gelassen wird. Nach 1.2.2 existiert
also diey-Adjungierte vonP,, und man lberzeugt sich leicht, dal3 sie Rytuberein-
stimmt: P, ist -selbstadjungiert?, bildet das ZentrunZ,(.A) in das Zentrum vori, ab:
Po(z)x = Po(zx) = Po(xz) = xPo(z) f.a.z € Z(A) undx € Z(Ayp).

Ist1 ein Spurzustand aut, d.h., istA einefinite W*-Algebra, so ist die modulare Gruppe
trivial. In diesem Fall gibt es also zu jeder W*-Unteralgebra voeine bedingte Erwar-
tung. Diese Situation liegt z.B. in der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie immer vor.

Der Zusammenhang mit dem klassischen Begriff der bedingten Erwartung kann nun fol-
gendermaRen hergestellt werden: Eine W*-Unteralgehyaon A := L (Q, Z, ) ist

von der FormA, = L7 (Q, X, no). Dabei istZ, eine o-Unteralgebra vorE und o

die Einschrankung vom auf X,. P, sei die bedingte Erwartung voA auf A, bzgl.

P, = fQ~du. Wahlen wir in der Gleichungb,(xoPo(y)) = VPu(xoy), die fur alle

xo € Ao undy € A gilt, fir x, die charakteristische Funktiog, einer MengeA, € %,

so erhalten wir aus ihr die klassische Bestimmungsgleichung einer bedingten Erwartung
(vgl. z.B. [Hid]):

J Po(y)duzj ydu, fa.Age Xy, yeA.
Ao Ao

1.3.2 Es wird sich im Verlaufe dieser Arbeit zeigen, dal3 es sinnvoll ist, den Begriff des
Wahrscheinlichkeitsraumes noch um eine W*-Unteralgebgazon A zu erganzen (mit

1, = 14,). Dabei wird vorausgesetzt, daf} es die bedingte Erwargriaggl. ) von A

auf A, gibt. Ein solches TripelA,V, Ay) werden wir im folgenden also ebenfalls als
Wahrscheinlichkeitsraum bezeichnen (da die bedingte Erwartung durch das Tripel bereits
eindeutig festgelegt ist, fihren wi in der Notation nicht extra an).

1.3.3 Unabhéngigkeit. Der klassische Begriff dddnabhangigkeikbnnen wir auch mit

Hilfe bedingter Erwartungefformulieren. Dieser Mdglichkeit, die sich in der klassischen
Wabhrscheinlichkeitstheorie nicht gerade aufdréngt, wird uns den Weg weisen, wie wir
den Unabhangigkeitsbegriff fir unsere erweiterte Version 1.3.2 eines Wahrscheinlichkeits-
raumes zu definieren haben. Wir erinnern uns an die klassische FormulierungoZwei
Unteralgebren:; und Z, eines WahrscheinlichkeitsrauméQ, £, i) heilen unabhan-

gig, wenn fur jeweils zwei Ereigniss&; € X;, i = 1,2, die Faktorisierungseigenschaft
(A1 N Az) = n(Ar)u(Ayz), oder aquivalenterweisg, (xa, - Xa,) = Yulxa, JWulxa,)

gilt (Y, = [-dun). Zwei Unteralgebreri™ (Q, Z;,pn), i = 1,2, von L (Q, £, )
heiBen unabhangig, wenn der Erwartungswert des Produkts je zweier Elexneate
I°(Q, i, ), faktorisiert:y,(x1x2) = Pu(x1)bu(x2). Nun kénnen wir den Zustangl,,

aber auch als bedingte ErwartuRg : L7(Q, I, 1) 3 x — Pu(x) - 1 auf die triviale
UnteralgebreC- 1 auffassen. Unabhangigkeit heif3t dann ‘Faktorisieren unter der bedingten
ErwartungP,,’. Von diesem Standpunkt gehen wir bei unserer Definition aus.
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1.3.4 Definition. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsrauim 1y, .Ay). Zwei Unteralge-
bren A; O Ao, 1 = 1,2, fur die die bedingten Erwartungel; bzgl.{ von A auf A;
existieren, heiBennabhangig (libeA,) oder Py-unabhéangigwenn das Produkt von je-
weils zwei Elementex, € A;, 1 = 1,2, unter der bedingten Erwartung, faktorisiert:

Po(x1x2) = Po(x1)Po(x2) . (1.1)
Ist Ao = C - 1, so sprechen wir auch von dér-Unabhangigkeitler Algebrend; undA,.

Meistens sprechen wir vereinfachend von der ‘Unabh&ngigkeit der W*-Unteralgdhren
und.A; von (A, 1, Ay)’ und meinen damit, dald die Voraussetzungen obiger Definition er-
fallt sind.

FurAy, = C-1,d.h.Py = -1, erhalten wir die direkte Verallgemeinerung der klassischen
Formulierung auf nichtkommutative Wahrscheinlichkeitsraume) ). Unsere Definition

ist eine Art Vergroberung dieser direkten Version, denn alle Elementéd @asd gemali
obiger Definition unabhangigi, selbst ist also fur diesen Unabhangigkeitsbegriff struk-
turlos.

Die bedingten ErwartungeP; von A; auf A, existieren, denn sie sind einfach durch die
Einschrankung voR, aufA; gegeben. Aul3erdem folgt ads C A;: Pio Py = Py. Dieser
Sachverhalt ist am einfachsten tUber die GNS-Darstellung einzusehen.

Folgendes Lemma spiegeltim Falle eines treuen normalen Spurzustands die Eigenschaften
sog.commuting squarewieder, wie sie in ([GHJ]) auftreten.

1.3.5 Lemma. Gegeben seien ein Wahrscheinlichkeitsran) und drei Unteralge-
brenAy, B undC vonA, so dal3 die bedingten Erwartungen baglPy undPe von A auf
‘B bzw.C existieren. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

) Ps(C) = Pe(B) = Ao.

ii) Die bedingte Erwartund®, bzgl.1{ vonA auf.A, existiert und ist durclPg o Pe =
Pe o Pg = Py gegeben.

iii) B undC sind unabhangig tbed, (insbesondere gilly, € B undAy C B).

Beweis.i) = ii): Die Fortsetzungen voRg, Pe und Py auf den GNS-Hilbertraum sind
die orthogonalen Projektionen atf(B,1), L%(C,) bzw. L*(Ay, ) (die wir wieder
durch dieselben Symbole bezeichnen). Aus i) erhaltePwite = PoP3Pe und auRerdem
Po < P3g, Py < Pe. Daraus folgt soforPzPe = Py = PeP3. Insbesondere vertauschkg
und Pe, so dalRPy o Pe eine bedingte Erwartung bzgh ist, namlich die vonA auf A,.
Die Umkehrung ii)= i) ist klar.

i) = iii): Zunéchst giltAy € B und Ay C C: Ein Elementx € A liegt genau dann
in Ag bzw. B, wennx = Py(x) bzw. x = Pg(x) gilt. Fir x € A, erhalten wir also
P3(x) = Pg o Py(x) = Py o Py o Pe(x) = Po(x) = x, d.h.,x € B (und genausox € C).
Es folgtPy o Py = Py o Pe = Py und damit:

Po(Ps(x) Pe(y)) = Po o Pg(Ps(x) Pe(y)) = Po(Ps(x) Pz o Pe(y))
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— PO(PB(X) PO(U)) = Po(Pg(X)) PO(PG(U)) )

fa.x,y € A.
li) = ii): Esqilt

Y (x Pg o Pe(y)) =P (Ps(x) Pe(y)) = (Po(Ps(x) Pe(y)))
= (Poo Pg(x) Poo Pe(y)) =P (Po(x) Po(y)) = (xPo(y))

f.a.x,y € Aund damitPz o Pe = Py = Pe o P3. O

1.3.6 Korollar. Fur W*-UnteralgebrerB undC von(A,,.Ay), die unabhéngig Ubed,
sind, gilt (1.1).

Po(x1Uyx2) = Po(x1 Po(y) x2) fa. x;,x2€ B, yeC. (1.2)

Beweis.Die Behauptung ergibt sich unter Verwendung von Lemma 1.3.5 aus der Modu-
leigenschatft der bedingten ErwartuRg:

Po(x1yx2) = Po o Px(x1Pe(y)x2) = Po(x1Ps o Pe(y)x2) = Po(x1Po(y)x2),
fa.x1,x2 € B,y € C. O

Gleichung (1.3.6) wird sich als das entscheidende Hilfsmittel zum Aufbau einer stochasti-
schen Integrationstheorie herausstellen.

1.4 Zufallsvariable und Prozel}

1.4.1 Zufallsvariable. Eine klassische Zufallsvariabl¥ ist eine mef3bare Abbildung
zwischen zwei Wahrscheinlichkeitsraumign, x, i) und (Qy, Lo, 1o). Dabei istuyy das
Bildmafl3X () von 1 unterX. Wir verbinden damit folgende Vorstellung:

(Q, £, u) fassen wir als ‘Hintergrundsystem’ auf, als Quelle des zuféalligen Gesche-
hens. Wir denken dabei z.B. an ein Gas, oder eine Flussigkeit, also an ein (physika-
lisches) System mit vielen Teilche ist dann der Phasenraui’™, d.h., Elemente

w € Q beschreiben die mdglichen Zustande des Syst&rmssteht aus den Borelmengen
B(R®™) und beschreibt die moglichen Ereignisse, wahrend das Maf3B. das Gibbs-
Gleichgewichtsmal3, die Wahrscheinlichkeit dieser Ereignisse wiedergibt. Dieses (grol3e)
System ist i.allg. nicht in allen seinen Eigenschaften vollstdndig beobachtbiat fa
normalerweise aufRerordentlich groR3). Teilinformationen Uber das System werden durch
die ZufallsvariableX ‘extrahiert’ und in dem kleineren (d.h. weniger komplexen) System
durch Ereignisse aus, zuganglich gemacht. Sie werden durch das BildmaBewertet.
Dieses Bild kénnen wir an einem Beispiel noch etwas konkretisieren. Stellen wir uns unter
X als erstes die Projektion auf den Phasenréayn= R® eines der Teilchen vor. Dieses

(vor den anderen ausgezeichnete) Teilchen kénnen wir uns z.B. als ein Brownsches Parti-
kel denken. Das grol3e System ware die Flissigkeit, in der es sich tblicherweise befindet.
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Dann beschreibX lediglich die Einbettung des kleinen Systems in das grof3e. Andererseits
wird das grof3e System mit dem kleinen aber auch in Wechselwirkung stehen, d.h., dieses
im Verlaufe der Zeit beeinflussen: Das Brownsche Teilchen erfahrt durch die Molekule
der umgebenden Flussigkeit eine grol3e Anzahl unregelmafiger Sté3e. Seine Phasenraum-
koordinate wird damit zeitabhangig und beschreibt in ihrer zeitlichen Entwicklung die
Wechselwirkung der Umgebung mit dem kleinen System. Dieser Vorstellung werden wir
gerecht, wenn wir von der einen Zufallsvariaiezu einer ganzen FamilieX;)c; von
ZufallsvariablenX; — zu einem Prozel3 — Ubergehdrkpnnte ein Intervall inR oderZ

sein).

Beobachtungen, oder Messungen am kleinen System beschreiben witGhsehvable
beschrénkte, meRbare Funktionen (Qo, o, o) — (C,B(C)). f € L7 (Qo, Lo, Ho)
konnte z.B. die Energie, oder eine Ortskomponente des Teilchens bedeigerben-
falls eine Zufallsvariable. Seine Verteilung ist das Bildm@B,) = f o X(u). Durch
foX e L(Q, L, u) wird fur jede Observablé € L™ (Qo, Xo, 1o) des kleinen Systems
eine Observable des Umgebungssystémsy, ) definiert. Die Abbildung

j: Bi=1"(Qo Lo tto) = A=01L(Q, L, n); ffoX,

ist ein kerhaltender, injektiver *-Homomorphismusir die Zustande&) und ¢, die von
den MalReru und uy auf.A, bzw. B erzeugt werden, gilt offensichtlicth o j = ¢, d.h.:
durchj wird ein Morphismus voniB, ¢) nach(A, V) definiert. Die Tatsache, daf3 fur die
wichtigsten Wahrscheinlichkeitsraur@,, X, 1o) (z.B. flr Standard-Borelrdume, [Acc])
jeder injektive *-Homomorphismujsvon B in A mit{ oj = ¢ durch eine Zufallsvariable
in der oben beschriebenen Weise entsteht, rechtfertigt die folgende Definition.

Definition. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsra(s, ) und eine W*-AlgebraB.

Dann ist eing(nichtkommutative) Zufallsvariable mit Werten i ein 1-erhaltender, in-
jektiver *-Homomorphismug: B — A, so dal’ es die bedingte Erwartulg bzgl.1 von
A auf Ay :=j(B) gibt.

Es ist klar, dafl3 in der nichtkommutativen Situation die Existenz der bedingten Erwartung
P, in die Definition mit aufgenommen werden mu3. € Mor(A, V) ist normal (Anhang
A.1.1). Daherisj(.A) eine W*-Algebra und ebenfalls normal ([BrRol1], Theorem 2.4.23).
Definieren wir den Zustang auf B in kanonischer Weise durah o j (das entspricht in

der kommutativen Situation dem Ubergang zum Bildmaf der Zufallsvariablen),Pso4st

i~' o P,y die bedingte Erwartung voi, 1) auf (B, ¢) undj die zuP gehdérende Injektion:

Poj = idg (vgl. 1.3.1). Dieser Zusammenhang zwischen Zufallsvariable und bedingter
Erwartung |aR3t sich durch folgendes kommutative Diagramm noch einmal tbersichtlich
fassen:

(A1) 94, (4 )

i| K

(B, ) ids (B, )
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1.4.2 Prozel3. Ein Prozeld auf einem Wahrscheinlichkeitsraum ist eine Familie von Zu-
fallsvariablen. Ein ProzefR a(fl,,.A,) sollte unseren bisherigen Uberlegungen zur Fol-

ge also eine Familig)cr Von Zufallsvariablen mit Werten i, sein. Die Annahme, daf3

sich die auReren Bedingungen, unter denen der Prozel3 ablauft, mit der Zeit nicht andern,
fuhrt zu stationdren Prozessen. Obwohl wir es praktisch ausschlief3lich mit Prozessen in
kontinuierlicher Zeitt € R zu tun haben werden, soll in der folgenden Definition auch der
Fall eines Prozesses in diskreter Zeit, dthe, Z, mit eingeschlossen werden.

Definition. Ein stationarer stochastischer Prozel3 mit Wertefigrauf einem Wahrschein-
lichkeitsraum(A, V, Ay) ist ein Quadrupel A, V, T, Ay). Dabei ist(A, VP, T;) ein rever-
sibles W*-dynamisches System. Der Prozel3 heiflimal, falls A = \/,_ T; 0 j(Ao) gilt

(j ist wie Ublich die kanonische Einbettung vdg in A, die zuP, gehort). Fir den Fall
T = Z diskreter Zeit schreiben wir audd, VP, T, Ao).

DaT, € Aut(A,y) mit der modularen Gruppe" vertauscht, ist durc := T, o j eine
Familie von Zufallsvariablen mit Werten iA, erklart, die folgende Stationaritatseigen-
schaft besitzt: Die Korrelatione(j, +s(x1) -+ - jt4s(xn)), ti,s € T, x4 € A,n € N,
hangen nicht von dem gemeinsamen Zeitparametds. Es |41t sich zeigen, dald unter
der Minimalitdtsvoraussetzung zu jeder solchen Familie von Zufallsvariablen ein Prozel3
(A, ), Ty, Ao) gehort (JAFL]).

Wie schon erwahnt, identifizieren wi, meistens mit seinem Bil§l(.Ay) in A. Daher
werden wir im folgenden die Einbetturjgmeist weglassen kénnen. Die Separabilitats-
eigenschaft des kleinen Systefu,, ) Ubertragt sich auf den Wahrscheinlichkeitsraum
(A,1), wenn der Prozel3 minimal ist. D.h., solche Prozesse filhren nicht aus den Wahr-
scheinlichkeitsrAumen mit separablem Pradual hinaus (vgl. 1.1.2). Das lai3t sich leicht mit
den Methoden aus Anhang A.2 zeigen.

1.4.3 Filtrierung. In der kommutativen Wahrscheinlichkeitstheorie ist alles, was wéh-
rend eines Zeitintervallg, t] GUber einen Proze(X,)r zu erfahren ist, in des-Algebra

2 sy kodiert, die durch die Zufallsvariabl€iX,).c(s y €rzeugt wird. Fir einen nichtkom-
mutativen stationdren stochastischen Praz&f3), T, Ao) ersetzen wir dier-AlgebraX,

(I € T ein Intervall) durch die W*-Unteralgebrd := \/reITr 0 j(Ap). Offensichtlich

gilt Ary = Ti(Ap) I+t := {r+t|rel}), und man Uberzeugt sich auch leicht von
Apy = Apg V Apg, fa.r < s < t. Die AlgebraAy stimmt mit.A, Uberein. DaA;

von o global invariant gelassen wird, defipvertauscht miv™ ([Ped], Lemma 8.14.9),
existiert die bedingte Erwarturigy bzgl.\» von (A, 1) auf A;. Aus der Eindeutigkeit der
bedingten Erwartung;, . von (A, V) auf T,(A;), erhalten wirP;, = T o Py o T_;. Diese
Beziehung und die punktweisestop-Stetigkeit vort — T, sorgen im Fallel' = R dafur,

dal3 die Algebremi; (I ist der Abschlul? des Intervallsin R) und .A; Ubereinstimmen
(siehe das nachfolgende Lemma). Wir machen unsere Uberlegungen zum Ausgangspunkt
folgender Definition:

Definition. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraiin). Ist fir jedes Intervall C T
eine W*-Unteralgebrad; C A gegeben, so nennen wir die Familié;)cr =: (A;); eine
Filtrierung von(A,1p) , wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:
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|) .AK:.AI\/A]fUI'K =JTU]J.
i) Ar =\ {Ayl ] C1,] ist beschrankt
iii) Die bedingten Erwartunge®; bzgl.\{ von(A,{) aufA; existieren.

Die Filtrierung (A;); heiBt minimal, wenn Ay = A gilt. Fir T = R heil3t sieabge-
schlossenwenn A; und Aj fur jedes Intervalll C R Ubereinstimmt. Wir nennen sie
stetig von obenwennA; = ({A;| ] D I,dist(]J,9I) > 0} und stetig von untenwenn
Ar = V{Aj| J C1,dist(J,d1) > 0} fur alle Intervalle I erfullt ist, die ein nichtleeres
Inneres besitzern(A;); heil3t Markov-Filtrierung falls P_, o o Pjos) = Pjo; gilt. Eine
Automorphismengrupp@:)iwct C Aut(A,1{) und eine Filtrierung(.A;); nennen wirver-
traglich wennT,(A;) = A fur alle t € T und jedes Intervall C T gilt. Wir nennen
sielokal vertraglich wenn die Intervalld und I + t in dieser Gleichung das Elemedt
enthalten mussen.

Bemerkungen. dist(], 0I) := inf{|s — t|| s € ], t € 0I} meint den minimalen Abstand

der Punkte au$ zu den Randpunkten voh Aus i) folgt die Monotonied; C A; flr

[ C J. Mitii) legen wir fest, daf? die Algebren zu unbeschrankten Intervallen durch solche
mit beschrankten erreichbar sind, dal’ sie also nicht ‘unnétig grol3’ sind. Das hat auch
zur Folge, dal3 eine Filtrierung bereits durch die Algebren zu beschréankten Intervallen
bestimmt ist. _

Die Abgeschlossenheit einer Filtrierungen folgt sofort alis= oI, wenn sie stetig von
oben oder unten ist. Allerdings gilt die Umkehrung normalerweise nicht.

Den Begriff ‘Vertraglichkeit mit einer Automorphismengruppe’ haben wir etwas strikter
gefaldt als z.B. in [KUmM3], wo lediglichsA[_s 4y = Ap 4 fUr allet, s > 0 verlangt wird.
Fir—t <r < sfolgtdarausl Ay = T_(s—r)A{ot+s) = Astr 111, @lS0 die Version der
lokalen Vertraglichkeit in unserer Definition.

Handelt es sich nicht um die kanonische Filtrierung einer Automorphismengruppe, so kann
es durchaus erwiinscht sein, dal3 nur diese lokale Version der Vertraglichkeit erfillt ist. Wir
kommen bei der Diskussion der Definition von Markov-Prozessen und Kozyklen (1.6.1
bzw. Seite 20) darauf noch einmal kurz zu sprechen. Im weiteren Verlauf wird aber nur die
globale Version der Vertraglichkeit eine Rolle spielen.

Die folgenden Uberlegungen machen iberwiegend nuF f&rR einen Sinn. Die Stellen,

wo T = Z ebenfalls mdglich ist, heben wir nicht extra hervor.

Lemma. Die Filtrierung (A;); eines Wahrscheinlichkeitsraumgs, \) besitzt folgende
Eigenschaften:

i) (Ajp); ist stetig von unten und daher auch abgeschlossen, wenn die Filtrierung mit
einer Automorphismengruppe vertraglich ist. Dartberhinaus sind dann die Abbil-
dungent — P_ 4y undt — Py ) punktweiser stop-stetig.

i) (Ap)pistgenau dann stetig von unten bzw. von oben, wenn die Familie der bedingten
Erwartungen(P;); von unten bzw. von oben punktweisgtop-stetig ist, d.h., wenn
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fur jede Folge(L,, ) ney Mit I, C I bzw.I, D Tund0 < dist(,,, 0I) — 0 die Folge
(P1, Jnen in der punktweisew stop-Topologie gegeP; konvergiert.

Beweis.Zu i): Die Filtrierung (A;); sei mit der Automorphismengruppdy)r C
Aut(A,p) vertraglich.I sei ein Intervall mit nichtleerem Inneren. Dann kdnnen wir zwei
Teilintervalle ] und K von I wéhlen, die folgende Eigenschaften besitzen= | U K,
J+e c TundK — ¢ C I fur alle genigend kleinem > 0. Ein x € Aj liegt
dann weger,(x) € Ay € {Ar| L CI,dist(L,0I) > 0} undx = w*-limg o Tc(x) in
V{AL|l L CI,dist(L,0I) > 0}. Analog folgtAx C \/{AL| L C I,dist(L,0oI) > 0}. Da-
Die Stetigkeit vont — P, y erhalten wir aus der punktweiserstop-Stetigkeit vor
und der Gleichun® (o t+5 = Tso PLwyo T-sf.a.s € R.

Zu ii): Zunachst die Stetigkeit von untefi,,).cy Sei eine geged monoton wachsen-
de Intervallfolge mit digtl,,, 9I) > 0. Fur alleL < I mit dist(L,0I) > 0 gibt es also
einng € NmitI, D L fur allen > n.. Ist die Filtrierung(.A;); stetig von unten, so
folgt A; = \/ A1, . Die GNS-DarstellungeR;, konvergieren monoton wachsend gegen
einen ProjektoQ, der durch die GNS-Darstellungy majorisiert wird. Fur jedes € A
lant sichP;(x) nach dem Satz von Kaplansky in destop-Topologie durch eine Folge
(xx)ken C Uy A1, approximieren. Also giltPixQ = Pi(x)Q = lim, QxQ = QPxQ
fa.x € A, d.h.,P; = Q undPy(x) = lllly-lim,, Py (x) f.a.x € A. Nun folgt die Stetigkeit
von unten fur die bedingten Erwartungen aus der Tatsache, dafsthp-Konvergenz auf
beschrankten Mengen zlir,-Konvergenz aquivalent ist.

Die Umkehrung: (P;); sei stetig von unten un&t € A;. Fur jede monoton ge-
gen J wachsende Folgdl, ).y Vvon Intervallen mit didtl,,,0]) > 0 gilt x =
Pj(x) = os-lim, Py, (x), alsox € \/{AL| L CJ,dist(L,d]) > 0}. Wir erhaltenA; C
V{ALl L CJ,dist(L,9d]) > 0}. Die umgekehrte Inklusion ist klar.

Nun die Stetigkeit von oberiP;); sei in der punktweisen stop-Topologie von oben ste-
tigundx € (oo Aps—ctre 2 Afsg. Dann giltx = oS- 1ime o Ps—e 146 (x) = Prsg(x) €
Asy, alsSoOAy = (owoAis—erre- Die Umkehrung: Fir jede monotone Intervallfolge
(In)nen mit I = (N, I, konvergieren die GNS-Darstellung@n, in der stop-Topologie
monoton gegen einen Projektor. Damit konvergi@i (x)).cy flr jedesx € A in der
P-Norm, und da diese Folge beschrankt ist, in destop-Topologie gegen ein Grenz-
elementy, das offensichtlich ind; = (), Ay, liegt. Ausy = Pi(os-lim, Py, (x)) =
os-lim,, Py o P1_(x) = Py(x) folgt die Behauptung. O

Jeder stationére stochastische Proz&f3), Tt,Ao) erzeugt also seine eigene abgeschlos-
sene, mi{T,)cr Vertragliche Filtrierund.Aq); (\/teI T, Ao)) — diekanonische Filtrie-

rung zum Prozel3. |SM1)I eine Filtrierung, die mit der Automorphismengrupd®)cr
des Prozesses vertraglich ist uAd = ﬁ{m erfullt, so sprechen wir auch von einer Fil-
trierung,die mit dem Prozel3 vertraglich isDie BedlngungAO = A{O\ lant sich immer
erfullen, wenn man zurﬂl{ol-wertlgen ProzeRA, Ti, ¥, A{o}) Ubergenht.
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Bemerkung. Haben wir einen Prozef#, Ti,V, Ay) gegeben, dann bezeichnen wir (vor
allem in der Theorie der stochastischen Integration) auch eine Funktih— A (oder

ihre Hilbertmodul-wertigen Fortsetzung, vgl. Kapitel 4) mit der Adaptiertheitseigenschaft
x¢ € Ay als Prozel. Dahinter steckt das Bild einer Art ‘Koordinatendarstellung’ des
Ausgangsprozesses: FUr jedes Ao wird durch®, : t — T,(x) eine solche adaptierte
Funktion bestimmt. Die Abbildung — ®, bezeichnen wir als den z{A, T, V¥, Ao)
gehorenderrlul? aufAy. Handelt es sich bell, um M,,, so genlgt es, wenn der Flul3 auf
einer Matrixeinheit bekannt ist (daher die Assoziation mit einer Koordinatendarstellung).
Eine adaptierte Funktion kbnnen wir als Verallgemeinerung @Qransehen und so den
NamenProzel¥lr sie in einem gewissen Umfang rechtfertigen.

1.4.4 Konstruktion vertraglicher Filtrierungen. Wenn es um die Konstruktion vertrag-
licher Filtrierungen geht, ist es mitunter hilfreich, von einem kleineren Satz von Unteral-
gebren ausgehen zu kdnnen, die eine solche Filtrierung bereits eindeutig festlegen.

Lemma. Eine minimale Filtrierung (A;);, die mit einer Automorphismengruppe
(Ty)ter C Aut(A, ) vertraglich ist, wird schon von Unteralgebrefy; zu endlichen In-
tervallenI C R, festgelegt, wenn diese folgende Eigenschaften besitzen:

) Apy =ApgV Ay fur0 <s <t. i) To(Apy) = Agsers flrt,s > 0.
i) A =V,coer Ts(Aprn)- iv) Die bedingte Erwartund; auf
o A existiert.

Beweis.FUr eine gegebene vertragliche Filtrierup;); erfullen die Algebren zu Inter-
vallenI C R] die Eigenschaften i)-iv). Sie legen wegen

Ay =Ts(Aprg) fas<t, (*)

die Filtrierung bereits fest. Haben wir umgekehrt nur die Algebren zu Intervall&yin
zur Verfugung, versehen mit den oben aufgefiihrten Eigenschatften, so erheljyehzuir
Definition und mussen zeigen, daf} auf diese Weise ein¢Tit-o vertragliche Filtrie-
rung erzeugt wird. Die Vertraglichkeit ist as) direkt zu ersehen und die Minimalitat
ergibt sich sofort aus ii). Die bedingten Erwartungen.auf, sind durchl;o Py g o T
gegeben. Wir zeigen zunachst i) von Definition 1.4.3: F&rs’ < s < t gilt

‘A[T,S] V A[s’,t} = Tr(‘A[O,s’—T]> V Tr (-A[s’—r,s—r]) V Ts’ (‘A[O,t—s’])
= Tr(‘A[O,s’—T]> V Ts’ (A[O,s—s’] V ‘A[O,t—s/]) = Tr(-A[O,s’—T]) V Ts’ (‘A[O,t—s/])
= Tr(‘A[O,s’—T] V Ts’fr('A[O,t—s/])) = Tr (-A[O,s/—r} V -A[s/—r,t—r]) = -A['r,t} .

Wir definierenAs o) == Voo Als,s+t UNAA (oo 11 := Vo g Aft—s,y UNd erfillen damit ii)
von Definition 1.4.3. - - O

Wenn wir auf ii) verzichten, so erhalten wir immer noch eine vertragliche Filtrierung, die
aber nicht mehr minimal sein muf3. Die besonderen Eigenschaften von Prozessen, die mit
Markov-Filtrierungen vertraglich sind, behandeln wir in 1.6.1.
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1.4.5 Verallgemeinerte stochastische Prozessén der klassischen Wahrscheinlich-
keitstheorie ergibt sich bereits die Notwendigkeit, den Prozel3begriff zu erweitern. Ein
typisches (und fir uns das wichtigste) Beispiel ist der Prozel3 des weiRen Rauschens
([GeVi, Hid]). Wir kommen im Abschnitt 1.5 ausfihrlich darauf zu sprechen und geben
hier nur die Definition:

Definition. Ein verallgemeinerter stationarer stochastischer Prastefirch ein reversi-
bles W*-dynamisches Systér, 1\, T;) und eine mit T, ) cr vertragliche Filtrierung(A;);
bestimmt. Wir schreiben daf(A, ¥, T, (A1)1).

Der entscheidende Unterschied zur bisherigen Definition stationarer stochastischer Pro-
zesse besteht darin, dafi3 die ah ¥, Ty, Ao), Ao := Ajg), kanonisch erzeugte Filtrierung
i.allg. von (A;); verschieden sein kann. Der Prozel3 des weil3en Rauschens, den wir im
nachsten Abschnitt einfihren werden, hat fir diese Definition Pate gestanden. Fur ihn wird
T.(Ay) = Ao gelten, so dald die kanonische Filtrierung trivial sein wird.

Naturlich ist jeder stationare stochastische Prdzefip, T, Ao) auch ein verallgemeiner-

ter Prozel3. Es ist klar, dal3 eine ‘diskrete Version’ eines verallgemeinerten stochastischen
Prozesses zu keiner neuen Definition fuhrt: Wir erhalten einfach einen stationdren stocha-
stischen Prozel3 in diskreter Zeit mit seiner kanonischen Filtriefdng, wobei nunA;
durch\/ ., T™"(Aq) mit Ay := A gegeben ist.

1.5 Weil3es Rauschen

Die wichtigsten Beispiel fir verallgemeinerte stochastische Prozesse sind weil3e Rauschen.
Da es sich dabei um einen unserer zentralen Begriffe handelt, illustrieren wir ihn zunachst
mit einer Reihe von Beispielen, ehe wir die allgemeine Definition vorstellen und Folge-
rungen ziehen. In Abschnitt 1.5.9 untersuchen wir den Typ der von Neumann Algebra
des weil3en Rauschens.

1.5.1 Klassisches (Gaul3sches) weil3es RauschéRiir eine ausfuhrlichere Darstellung

sei auf [GeVi, Hid] verwiesen.) Der Wahrscheinlichkeitsraum des weil3en Rauschens ist
(7,2, u). Dabei ist.’ .= .'(R) der Raum der temperierten Distributionen, also der
Dualraum der reellwertigen, schnellfallenden Funktioén= .#(RR). Der verallgemei-

nerte Prozel3 des weilRen Rauschens ist durch die Fatrilér ZufallsvariableriXy)¢c.s
gegeben, die durcK¢(x’) := (f,x’), x" € &, definiert sind. Die Funktionefi € ./
ubernehmen also die Rolle der Zeit bei klassischen Prozessen. Dahinter steckt das Bild,
daR Xy aus einem Proze(X;)cr durch Mittelung mit einer Funktioi entsteht, die um
einen bestimmten Zeitpunkt herum konzentriertigt= fR f(t)X; dt. Diese Vorstellung

ist zwar mathematisch nicht haltbar, dexyexistiert nicht als klassischer Prozel3, aber sie
liefert immerhin die richtige Intuition fur die Definition.

u, die Verteilung vor, ist durch das charakteristische FunktioGaf) := e 21> tber

den Satz von Bochner-Minlos bestimn@{f) = [, e<"*) du(x’) = [, X" du. Aus
dieser Gleichung erhalten wir die Isometriebeziehlifig? = || X¢[% = [, [X¢*dp,
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die zu einer Einbettung, von L*(R) in L?(*’, X, u) ausgedehnt werden kann. Die
Zufallsvariablen{e™' | f € .} liegen | -total in L*(", £, 1) und w*-total in € :=
(.’ £, ). Die Zufallsvariablen I{ e | suppf C I} erzeugen fiir jedes Intervall
I C R eine o-UnteralgebraX; von X. Aus C(f + g) = C(f)C(g) fur alle f,g € .%¥
mit disjunkten Tragern, erkennt man die Unabhéangigkeit der zugehdrigen Zufallsvaria-
blen X¢ und X,4. D.h., Z; und £; sind unabhéngig, sobald die Intervalleind J disjunkt
sind. Das Ubertragt sich auf die Filtrieruf@;); des Wahrscheinlichkeitsraumgs, ),
Py = jy, -dy, die durch die Algebre; := L (., £, 1) gebildet wird. SchlieRlich
definiert der Rechtsshift, auf L*(R) UberS(Xy) := X, () , T € -, eine Dynamik auf
(C,y,), die mit der Filtrierung C;); vertraglich ist. Damit sind wir bei dem verallgemei-
nerten, stationaren stochastischen Proz&(8, 1, (C1);) angekommen — dem Prozel3
des weilRen Rauschens.

Die Wiener-ItéZerlegung voriL?(.#’, £, u) liefert eine unitare Aquivalenz zwischen die-
sem Hilbertraum und dem symmetrischen FockratnL2 (R)). Daraus ergibt sich auch
die unitiare Aquivalenz zwischel® (.#’, X, 1) und der Fockdarstellung der Weylalge-
braW(LZ(R)) tber dem reellen Hilbertrauiirg (R) ([Hid]). Die Stetigkeit der Filtrierung
(C1)1 von oben und von unten &Rt sich mit den Methoden aus 1.5.3 zeigen.

1.5.2 Poissonsches weilRes RauscheWir gehen von einem Poisson-Prozé®} .=
(Xt)t>0 der Intensitah > 0 und Sprunghohé aus.X; nimmt seine Werte also if¥,
an und besitzt unabhangige stationare Zuwachse mit der Vertailldg— Xs = n) :=
w e M) 0 < s < t. Es ist bekannt, daX eine Realisierung auf der Menge

Q rechtsseitig stetiger Pfade : R — Z mit wo, = 0 besitzt, fur die zu jedem Zeit-
punkt der linksseitige Grenzwert existiert, die stiickweise konstant sind und Spriinge der
Hohe 1 aufweisen.X{(w) = wy ist daher zu jedem Zeitpunkt > 0 die Anzahl der
Springe, die im Zeitintervall, t] erfolgten. Wir setzerX kanonisch zu negativen Zei-

ten fort: —X_(w) = —w_; zahlt die Springe wahrené-t, 0]. Auf den Zylindermengen
Qn((s,t]) == {X¢— X; = n} aller Pfade, die genau € N, Spriinge wahrend des Zeitin-
tervalls(s, t], s < t € R, besitzen, ist das Ma@durchp(Qn((s, 1])) := QLT g A=)
festgelegt und laf3t sich auf die von diesen Mengen erzeugtigebra L fortsetzen. Fir
jedes Intervalll sei Z; die von den Mengerf) . ((s,t]), (s,t] € I, n € Ny, erzeugte
o-Algebra. Wegen der Unabhéangigkeit der Zuwachse % cr, sind Z; und X; fur
disjunkte Intervallel und ] unabhangig. Durcl, : Q — Q; (s.(w)); (= Wer — Wy

t,r € R, wird eine Gruppe mafierhaltender Transformationen des Grundr@udei-

niert: p (s ' Qn((s, 1)) = p(Qnl(s +7,t+1])) = p(Qn((s, 1)). Es gilts ' = Iy

IstTT die Algebral™” (Q, Z, u), S¢ durchS.f := fo sy, f € TT, die mit(Sy)wer vertragliche
Filtrierung (TT;); durch (L™ (Q, X1, 1))1, sowie der Zustana durch das Maf definiert,

dann ist(TT, 7t, S, (TT)1) dasPoissonsche weil3e Rauschen

Die Algebrall wird durch die Projektorep.(s,t] := xa, (s1), s < t, erzeugtX ist ein
L?-ProzeR mit Erwartungswekt t und Varianz\ - t. Offensichtlich giltXs = X; + S¢X;

fur alle t,s € R, wobeiS; nun die kanonische Fortsetzung des Shifts von der Algebra
L (Q, X, u) auf den GNS-Hilbertraurh?(Q, L1, ) ist. Einen ProzeR mit dieser Eigen-
schaft bezeichnen wir atdditiven Kozyklu®zgl. (S¢)r (vgl. 1.9.1, 3.2.3).
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1 5 3 CCR weiRes Rauschen tibed,. Wir wahlen die WeylalgebraV(L2(R)) uber
(R) (bekanntlich durch unitare OperatorétV(f)| f € L*(R)} erzeugt, die den sog.

Weyl RelationerW (f)W(g) = e'™flow(f + g) genigen [BrRo2]) und gehen zum
schwachen AbschluB der GNS-Darstellung bzgl einem treuen, quasifreien, eichinva-
rianten Zustandp tiber, der durchp (W(f)) := e 41Tl A > 1, f € L2(R), definiert wird.
(C, @) ist ein nichtkommutativer Wahrscheinlichkeitsraum, den wir durch Tensorierung
mit einem weiteren Wahrscheinlichkeitsraum,, Vo) (etwa (M, tr(p-)), 0 < p < 1,

tr(p) = 1) zu dem Wahrscheinlichkeitsrauf, ), Ao) := (Ao ® C, Do ® @, Ao ® 1) er-
weitern kdnnen. DurcRy(a ® y) := ¢@(y) a ® 1ist dietensor-bedingte Erwartungon A
aufA,® 1 erklart. Fiir jedes Intervall C R fiihren wir durch®; := {W(f) | supgf) C I}”
(wir unterdrticken die GNS-Darstellung bzglin unserer Schreibweise) eine Familie von
W*-Unteralgebrend; := Ay ® C; ein, fur die die bedingten Erwartung@ndurch

Pi(a® W(f)) = e iltxel’ g o W(f.x;), fa.acd,, fel?(R), (1.3)

festgelegt sind. An dieser Gleichung konnen wir die Unabhéangigkeitdamd.A; (Uber
Ayp) fur disjunkte Intervalld und] sofort ablesen (vgl. Lemma 1.3.5):

A
12

ProPy(a@WI(f)) = e 1™ PP (a @ W(f - x;)) = e 3l
—elfIPqa®1="Pya®W(H).

Hifxxe Mg @ 1

Die UnteralgebreiiA); bilden, wovon man sich leicht Giberzeugt, eine Filtrierung. Durch
Zweitquantisierungdes Rechtsshifts, auf L?(R) erhalten wir eine DynamiISt(a ®
W(f)) = a®@W/(s(f)) auf(A,1p), die offensichtlich mit der FiltrierungA;); vertraglich

ist. Das SysteniA ® C, 1Py ® @, Sy, (A ® C1)1) bezeichnen wir al€CR weil3es Rauschen
UberA, . FirAy, = C - 1 sprechen wir von€CR weilen Rauschen

In [HKR] wird sog. squeezed white noisgehandelt. Es handelt sich dabei um CCR wei-
Res Rauschen, das zu nicht-eichinvarianten Zustandesgieezed stategehort. Unser
Beispiel ist ein Spezialfall dieser weil3en Rauschen.

Zur Stetigkeit der FiltrierungAy);: Gleichung (1.3) fir die bedingten Erwartungg
zeigt, daR dis- undt-Abhangigkeit nur Gber die Integralgrenzen désSkalarproduktes
auftreten. D.h.,

(5,8) = || P Z%@W Hw Zexp (= 2(IF*+ 16519) - wolata;)-

i=1 i,j=1

exp( — iIm (fi| fx,0) + 3 Re(fi| X))

ist Stetig- AUSHP[S—a,tJrS](X) - P[s,t](x) szp = HP[s—s,tJrs](X) ||12p - || P[s,t}(x) ||12J,) fa.x €

A folgt fir die Abbildung(s,t) — Py die punktweiseo stop-Stetigkeit von oben auf
der o stop-dichten Mengel, ®a4 C und wegen der gleichmafiigen Beschranktheit von
(Ps.11)s<t auch auf der gesamten Algebfia Nach Lemma 1.4.3 ist die Filtrierun(giy);
stetig von oben und von unten.



16 1 Nichtkommutative Wahrscheinlichkeitstheorie

1.5.4 Ein Bernoulli-Shift. Ein einfaches Beispiel fur die diskrete Version eines weil3en
Rauschens — eineerallgemeinerten Bernoulli-Shifts lal3t sich leicht folgendermaflen
konstruieren: Wir gehen von den Wahrscheinlichkeitsraufésn Vo), (€, ¢) aus und
bilden das unendliche Tensorprodukt := ®Zé bzgl. ¢ := ®z¢. Der Tensorshift

S : ®ici — ®iciq ist ein Automorphismus voiiC, ¢). Wir bilden (A,{) := (A ®
C,bo® @). Die bedingte Erwartung, von (A, ) auf A ist durchPy(ao®c) := @(c) ao,

ap € Ao, ¢ € C, bestimmt (das ist die sogenanrnémsorbedingte ErwartungMit der
FortsetzungS := id ® s von s auf (A,1) definieren wir die Elemente einer Filtrierung
(A I C Z, durchAy :=\/, ., SM(Ao ® é), wobei wirA; := Ay ® @ mit einer Teilal-
gebra vonA identifizieren (offensichtlich wird diese Algebra von der modularen Auto-
morphismengruppe? global invariant gelassen, so daB die bedingte ErwarPyagif A,
existiert). Die Unabhéangigkeit der Algebrehy und A; fur disjunkte Intervalld und] ist

nun leicht einzusehen. Durdt, V, S, A;) haben wir einen verallgemeinerten Bernoulli-
Shift GberA, definiert. FUr eine ganze Klasse wesentlich komplexerer Beispiele sei auf
[Rup] verwiesen.

1.5.5 Das CCR weil3e Rauschen ubép in Abschnitt 1.5.3 ist ein typisches Beispiel
eines Vertreters derjenigen Klasse verallgemeinerter stochastischer Prozesse, die wir als
(verallgemeinerte) weilRe Rauschen bezeichnen werden. Die Verallgemeinerung, die wir
in unserer Definition gegenuber klassischen weiRen Rauschen vornehmen wollen, kénnen
wir an diesem Beispiel demonstrieren. Der wesentliche Unterschied (neben der Tatsache,
dafd wir naturlich nichtkommutative Wahrscheinlichkeitsraume zulassen) besteht in einer
Abschwachung des Unabhangigkeitsbegriffs. Die klassische Unabhangigkeit zweier Un-
teralgebrem; und.A, eines Wahrscheinlichkeitsraume$, 1) driickte sich in der Fakto-
risierung unter dem Zustand aus, alsxix;) = ¥ (x1)P(x2) f.a.x; € Ay, x, € A,. Das

haben wir in dem Beispiel dahingehend abgeschwéacht, dal? wir nun nur noch die Faktori-
sierungPy(x1x2) = Po(x71)Po(x2) unter der bedingten Erwartury auf die Anfangsalge-
braA, fordern, also dié&Jnabhangigkeit tibeA, (vgl. 1.3.4). In dem Beispiel ist das eine
natirliche Verallgemeinerung. Die klassische Version ist der Spezialfall, indledurch

C und die bedingte Erwartun, dann durch den Zustanp gegeben ist.

1.5.6 Definition. Verallgemeinertes weil3es Rauschen (liigy ist ein verallgemeiner-
ter stationarer stochastischer Proz¢f,, Sy, (A;);) mit einer von Neumann Algebra
Ao C A und einer minimalen FiltrierungA+);, die folgende Unabhangigkeitseigenschaf-
ten besitzt:

|) St O PO = PO'
i) AjundAj sind fur disjunkte Intervallé und] unabhangig tbew,.

Dabei ist, wie tblichP, die bedingte Erwartung vofA,1p) auf Ay. Im Falle diskreter
ZeitZ sprechen wir von einewerallgemeinerten Bernoulli-Shiftd, 1y, S, A;) (UberA,).

Klassisches und Poissonsches weil3es Rauschen sind also kommutative, verallgemeinerte
weilde Rauschen lbgr, = C - 1. Unsere verallgemeinerten Bernoulli-Shifts stimmen mit
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denjenigeramalgamierten Bernoulli-Shifisei [Rup] Gberein, die als Markov-Dilatation
(siehe 1.6.1) des diskreten W*-dynamischen Systéems, Py) entstanden sind?; o
S0Py =PyoPpoSt=PyoS™ =P,

(St)ier 18Rt den Wahrscheinlichkeitsraufd o, ) punktweise invariant, stellt also keine
Wechselwirkung zwischen dem kleinen Systefi, 1)) und dem groR3efA, ) her. Diese
werden wir erst beschreiben konnen, nachdem wir in Abschnitt 1.7 die multiplikativen
Kozyklen zum weil3en Rauschen eingefiihrt haben. Xgraus gesehen is; die freie
Dynamik des Umgebungssysteios, ).

Da die Filtrierung(A;); abgeschlossen ist (ndchstes Lemma), durfen sich die Inteivalle
und] C R inii) in Randpunkten berthren. Wir schreiben dafur KdrzJ| = 0 und meinen
damit, daR der Schnitt vohund] eine Nullmenge ist. So sind also audh s und A
unabhangig.

Im folgenden werden wir den Zusaterallgemeinertmeist weglassen und einfach von
demweil3en Rauschender denBernoulli-Shiftsprechen. Wir ziehen einige Folgerungen
aus unserer Definition.

1.5.7 Lemma. Die Filtrierung (A;); des weil3en Rauschefn4,y, Sy, (A1)1) besitzt fol-
gende Eigenschaften:

i) (Aj);ist abgeschlossen.

i) Esgilt Ay = Ao fur allet € RundAy C A fur alle Intervallel C R.

i) Mg Aol = Nier Altoo) = Nemo Alt—e tre) = Ao

Beweis.i) folgt aus Lemma 1.4.3 i). ii) erhalten wir aus der Abgeschlossenheit der
Filtrierung mit Hilfe von Lemma 1.3.5 ii) folgendermal3eR;; = Py o Py =
P_w o Py = Py. Ap C A; ist bereits in der Definition der Unabhangigkeit zweier
von Neumann Algebren enthalten.
ii): FUr x € Nyeg A=,y S€iz := x — Po(x). Dann giltPs(yz) = Po(y)Po(z) = 0
fa.y € UwrAre)- Wegen der Minimalitat der Filtrierung 1ait siefi in der o stop-
Topologie durch solche Elemengeapproximieren. Diar stop-Stetigkeit vorP, fihrt da-
her aufPy(z*z) = 0. Wegen der Treuheit voR, bedeutet das = 0, d.h.,x = Py(x). Wei-
ter gilt aufgrund der punktweisenstop-Stetigkeit vos — P(_, g unds — P ) (Lem-
ma 1-4'3):ﬂe>0‘A[tf£,t+s] - ﬂg>o A(foo,t—o—d A ﬂs>0‘A[t78,oo) = A(foo,t} N *A[t,oo) = Ao.

O

1.5.8 Lemma. Fir ein weil3es Rauschenl, ), Sy, (A;)1) UberA, gilt fur alle x € A:

w*- lim S¢(x) = Po(x).

[t]— o0

Beweis.Furx € Aj;undy € A gilt offensichtlich
lim ) (ySe(x)) = ltl‘iLnooq)(PO(USt(x)) = (Po(y)Po(x)) = (yPo(x)),

[t]— o0

wennl und] beschrankt sind. Aus der Minimalitat der Filtrierung kann man diese Identitéat
auf allex € A und durch nochmalige Anwendung der Minimalitatseigenschaft auch auf
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alley € A ausdehnen. Da die Funktiondl(y -) | y € A}in A, IllI-dicht liegen, folgt die
Behauptung mit dem Ublichery2-Argument aus der Beschranktheit v (x) )ier. O

1.5.9 Der Typ des weil3en RauschensEine typische Methode, ein weil3es Rauschen
UberA, zu konstruieren besteht darin, von einem weil3en Rausghep, S, (C1)1) Uber

C - 1 auszugehen und es mit, zu tensorieren (vgl. z.B. 1.5.3). Von daher laf3t sich fur
ein weil3es Rauschen jeder Typ erwarten — finit, semifinit und Typ Ill —, je nachdem, was
man als Anfangsalgebré, wahlt. Wenn wir den ‘eigentlichen’ Typ des weil3en Rauschens
untersuchen wollen, also den Anteil des Rauschens, der nicht durch den Tyfp \weT-
falscht’ wird, dann missen wir die relative Kommutante vonin A betrachten. Bei ihr
handelt es sich um ein weiRes Rauschen liber dem Zegtfdy) von A, also Gber einer
finiten von Neumann Algebra.

Satz. Ist A, ein Faktor, so ist die relative Kommutantg, N A eines weiRen Rauschens
(A, Sy, (Ar)1) UberAy entweder finit, oder vom Typ Ill.

Beweis.R := A[N A sei die relative Kommutante vof, in A undz € Z(R) die eindeu-
tig bestimmte zentrale Projektion, diein eine semifinite Algebr& z und eine Algebra
R (41— z) vom Typ lll zerlegt. Dac¥ undS, die AlgebraA, global invariant lassen, wird
auch®R von diesen Automorphismen global invariant gelassen. Wir konnencdisand
S, als Elemente von AR, 1) auffassen. Da fijedenAutomorphismusx € Aut(R, )
die Projektiona(z) wieder semifinit ist, muffx(z) < z gelten (denre ist die maxima-
le semifinite zentrale Projektion fR). Indem wir x durchoc™' ersetzen, erhalten wir die
umgekehrte Abschatzung, also schliel3kglz) = z. Insbesondere liegtalso auch in der
Fixpunktalgebra vors;. Daraus kénnen wir nach Lemma 1.5.8 auE Z(Ay,) = C -1
schlie3en.

Ist z = 0, so gibt es nichts mehr zu zeigen. Wir kbnnen daher annehiheej semi-
finit. Also ist die modulare Automorphismengrupp® inner, d.h., es gibt eine stop-
stetige unitare Gruppéus)secrk C R mit der Eigenschaft¥(x) = uixu, fa.x € R
([Ped], Proposition 8.14.13). D&, mit o¥ vertauscht, folgtS,(u?)xS(u,) = ulxu,
furallex € R, t € T, s € R. Also liegt S¢(u,)ul fa.t € T im ZentrumZ(R)
von R und nach Lemma 1.5.8 auch der w*-GrenzwRBgtu )u; = ulPo(u ). Wegen
Po(us)a = Po(usa) = Po(aus) = ClPo(LLS) f.a.a € Ay, Ilegt Po(us) in Z-(.Ao), d.h., es
gilt Po(ug) =P (u,) - 1. Da dieser Ausdruck fur allein einer gentigend kleinen Nullum-
gebung nicht verschwindet (— u ist stop-stetig), mufd, fir dieses in Z(XR) liegen, also
o¥ = id gelten. Die Gruppeneigenschaft voti zeigt danno?¥ = id fir alle s € R. Also
isty ein Spurzustand ad ([Ped], Lemma 8.14.6) un@ finit ([Tal], Theorem V.2.4)]

1.6 Markov-Prozel}

Wir erinnern daran, daf3 eine Filtrierurigl;); eines Wahrscheinlichkeitsraume4g, 1)
Markov-Filtrierung heil3t, wenn fiir die bedingte Erwartuhg., o, auf die Vergangenheit,
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die bedingte Erwartun® ) auf die Zukunft und die bedingte Erwartufg, auf die
Gegenwart die Beziehur®)_ ¢ © Pjo.o) = Pjoy 9ilt (vgl. Definition 1.4.3).

1.6.1 Definition. Ein stationarer stochastischer Prozd(,, T;, Ao) heil3t Markov-
ProzelRwenn seine kanonische Filtrierung eine Markov-Filtrierung ist.

Die Markov-Eigenschatft ist fur die kanonische Filtrierung aquivalenPizug o Pjoy =

Py f.a.—s < 0 < t([Kim1]). Wir interpretieren das als das Fehlen eines ‘Gedachtnisses’
des Prozesses: Das Wissen Uber das Verhalten des Prozesses wahrend der vergangenen
Sekunden, kodiert iR_; (), liefert nicht mehr Information Uber die nachsteBekunden

(Pio.yy), als das Wissen zum Zeitpunktdas durctP o, reprasentiert ist.

Ein Prozel{ A, V, T, Ay), der mit einer Markov-Filtrierung.A;); lokal vertraglich ist, —
dessen Automorphismengruppi )<z also gemaf Definition 1.4.3 miid,); lokal ver-
traglich ist — und fir deml, = Ay gilt, ist ein Markov-Prozef3: Sind namlidﬁl)l die
bedingten Erwartungen der kanonischen (ihd; die bedingten Erwartungen der Markov-
Filtrierung, so g||t fur alle Intervalld, die die0 enthalten, wegeili;(Ay) C A;fa.t €1,
die InkIusmnAI C AI Daher foIgtP 50 © Pot = P 50 © P01 © Plo,co] oP[Ot =

P[ s,0] OP{010POt —P —5,0] OPOOPOt =Py, furalles,t > 0.

1.6.2 Markov-Dilatation. Durch einen Markov-ProzefRA, P, T, Ao) ist auf kanoni-

sche Weise das irreversible W*-dynamische Systeéiy 1, R;) mit der Halbgruppe der
UbergangsoperatoreR, := P, o T; o j definiert. Weil es den Umgang mit der Markov-
Eigenschaft demonstriert, zeigen wir hier noch einmal die Halbgruppeneigenschaft von
(Ri) >0 ([KUm1]). Fur allea € A, gilt (eingedenk unserer Vereinbarung, daBdiglich

die identische Abbildung vor, nachA darstellt):

Rs+t(a) - P0 OTs OTto )((l) = PO o P[O,s} o Ts o Ttoj(a)
=PooTs0Psgo0PpyoTiojla) =PyoTsoPyoToj(a)
== RS o Rt((l) .

Ein Prozel3 mit dieser Eigenschaft wird auch Riktation (hier alsMarkov-Dilatation
des irreversiblen W*-dynamischen Systemd,, \,R;) bezeichnet (im Sinne von
[Kim1]). Die Dilatationseigenschatft laf3t sich bersichtlich durch folgendes, fiit &llé
kommutierende Diagramm darstellen:

T
i| i
(‘AOad)) T’ (‘AO)II))
t
R vertauscht mit der modularen Grupp® (dennT;, Py undj tun es), besitzt also eine

P-AdjungierteR; (siehe A.1.2). Man sieht leicht, dal3 diese duPgl> T_, o j gegeben ist.
(Ao, W, R}) ist also das irreversible System, das zur Vergangenheit des Prozesses gehort.
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1.7 Multiplikative Kozyklen als Kopplungen

Multiplikative Kozyklen stellen im Rahmen dieser Arbeit die Verbindung zwischen einem
weilen Rauschen und einem Markov-Prozel3 her. Wir zeigen dies zunachst an dem allge-
meinen Kozyklus-Begriff und befassen uns anschlie3end mit unitdren Kozyklen.

1.7.1 Definition. Ein multiplikativer (Links-)Kozyklus bzgl. dem weil3em Rauschen
(A, U, Sy, (Ar)1) ist eine punktweise w*-stetige Familie := (o«)>0 C AUt(A,) mit
folgenden Eigenschaften: Fur allet > 0 gilt

) &gyt = 0Siomg0S (Kozykleneigenschatft)
i) os(Aposig) = Apsry- (Adaptiertheit)

Aus i) folgt firt = 0: &p = xp © g, alsoxy = id. Der Kozyklusx ist sogar punktwei-

se ¢ stop-stetig. Das liegt daran, dal’ die punktweise w*-Konvergenz aufAAut) zur
punktweiseno stop-Konvergenz aquivalent ist: Aus der Automorphismeneigenschatft er-
gibt sich namlich sofort diel,-Konvergenz, die auf beschrénkten Mengen mitalstop-
Konvergenz Gibereinstimmt.

Die Bedingung i) ist &quivalent zur Forderung, daf3 durch

Tt = Xt O St (14)

fur t > 0 eine Halbgruppe aus Aud,{) definiert wird (beachte, dal3 aus i) bereits
xo = id folgt). Diese kann durcA_, := a_¢o S_, mit x_ := S_y 0 ;' o Sy, ka-
nonisch zu einer Gruppe fortgesetzt werden und liefert einen stationaren stochastischen
ProzelJ A, V, T, Aog) mit Werten inA,.

Bedingung ii) ist aquivalent dazu, dafd die Automorphismengrippe-r mit der Filtrie-
rung(A;) lokal vertraglich ist (vgl. Definition 1.4.3 und die daran anschlieRenden Bemer-
kungen): Ist ii) erfdllt, so folgt namlicH Ay = &sSsAsy = XsAp st = A s+4-
UngkEhI’t erhalten wir auEA[,S)ﬂ = .A[(),H_t]i O('S‘A'[O,S—i-ﬂ = OCSSSA[,S,H = .A[o’ﬁ_ﬂ. Tat-
sachlich darfen wir normalerweise auch keine ‘globale’ Vertraglichkeit zwis¢hgp-xr

und (Aq); erwarten, wie sie etwa zwischéA); und dem ShiffS;)cr des weilien Rau-
schens (laut Definition) bestel®;(A;) = A, fur alle Intervallel C R undt € R.

Die Unabhangigkeitseigenschaft des weil3en Rauschens und die Adaptiertheisiah
daflr verantwortlich, dafd es sich bei dem Uber (1.4) definierten Pfozal3, T, Ao) so-
gar um einen Markov-Prozef handelt. Wedefi,) = a:(Ao) € Ap g undT_(Ao) =

S coo;(Ao) C S i(Apy) = Ao liegen namlich die Algebres ., o und A )
seiner kanonischen Filtrierung #_, o) bzw. A}y o). Flr die zugehorigen bedingten Er-
Wartungerﬁopo) und’ﬁ(_w,o] kénnen wir die Markov-Eigenschaft nun leicht folgenderma-
Ren einsehen:

P(—00,01© Pio,00) = P(—00,01 © P(=0,01 © Po,00) © Pi0,c0) = P(=0,01 © Po© Poco) = Po.

Wir wissen bereits (vgl. 1.6.1), dal ein solcher Prozel3 eine Markov-Dilatation des irrever-
siblen W*-dynamischen Systenfgly, 1, Ry), Ry := Py o T; o j, darstellt. Sehen wir uns
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noch einmal die Schritte an, die zu dieser Dilatation fuhrten:

(A, ), Sy, (Ar)1) ist ein Umgebungssystem vdrly, ). Da S, die AlgebraA, element-

weise invariant lafdt, besteht zunéchst keine Wechselwirkung zwischen dem Wahrschein-
lichkeitsraum(.Ay, 1) und dem weiRen Rauschen. Wir nennen dest&lhr auchfreie
Dynamikdes Systems$A, ). « stellt nun eine Wechselwirkung zwischen den beiden
Systemen her: Der Kozyklus koppelt(Ay, ) an (A, P, Sy, (Ar1)1). Die so erhaltene Di-
latation (A, , T, Ag) von (Ao, P, Ry) bezeichnen wir daher aMarkovsche Kopplungs-
dilatation und den Kozyklusx oft auch alKopplung(vgl. auch [Kim3]).

Diese Zusammenhange stellen den allgemeinen Rahmen dieser Arbeit dar. Deshalb for-
mulieren wir sie noch einmal in folgendem Satz:

1.7.2 Satz.Durch einen multiplikativen Kozyklus bzgl. einem verallgemeinerten wei-
Ben RauschehA,V, Sy, (A;)1) Uber Ag wird durch T, := « o S; ein Markov-Prozel}
(A, T, Aog) mit Werten inA, bestimmt.

1.7.3 Unitare Kozyklen.

Definition. Einunitarer (Links-)Kozyklu$zgl. weiRem RauschéA, \, S, (A;)1) ist ei-
ne w*-stetige FamiliaL := (u)>0 C A unitarer Operatoren, die fur alle, t > 0 folgen-
den Eigenschaften besitzen:

) wsit = Se(us)uy, (Kozykleneigenschatft)

i) we € Apy. (Adaptiertheit)

Wir stellen die wichtigsten Eigenschaften unitérer Kozyklen zusammen: Aus i) erhalten
wir fur t = 0: u, = uj, alsou, = 1. Wie fur den Fall multiplikativer Kozyklen kénnen

wir die Kozyklengleichung zu negativen Zeiten w*-stetig fortsetzen::=S_,(uj), t >

0. Die zugehorigen Automorphismen, := Adu, erfillen dann die Kozyklengleichung
1.7.1, i) fur allet € R. Da aus der w*-Stetigkeit der unitdren Familie auch d&top-
Stetigkeit folgt, istt — o punktweise w*-stetig. Um das einzusehen, brauchen wir nur
die I lly-Stetigkeit vonu zu zeigen. Unter Verwendung der Kozykleneigenschaft =
S¢(us)u erhalten wir

||ut+s — Uy ”121; =2 Rell’ (uist(]l - u’s)u’t) =2 Rell) (S,t(ui)(]l - u’s)Sft(ut)) .

Die rechte Seite verschwindet offensichtlich i~ 0. Diese Rechnung zeigt auch, daf3

es genugt, &hnlich wie bei unitaren Gruppen, die Stetigkeitwaoar furt = 0 zu prufen,

um sie fur allet € R zu gewahrleisten. Aus der Adaptiertheit vam,)r folgt die von
(at)ter, d.h., die Automorphismeun, erfullen alle Forderungen von Definition 1.7.1, bis
auf die Invarianz des Zustandéds Fir diese letzte Eigenschaft ist notwendig und hin-
reichend, daf, im ZentralisatorA¥ der modularen Gruppe liegt. In den folgenden
Uberlegungen gehen wir davon aus. Damit bestimmt der unitiare Kozyklus also einen mul-
tiplikativen Kozykluso := (o) er geman Definition 1.7.1.
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1.7.4 Die Halbgruppeneigenschaft van— Pyo o oj hat ein Gegenstiick in— Po(uy):
Die Kozyklengleichung und die Adaptiertheit erglafu) € Ay ++g und

Po(ueys) = PolSe(us)uy) = Polus)Poluy) .

Mit der o stop-Stetigkeit vort +— Py(uy) erhalten wir durchA; = eXt := Py(u,) eine

stark stetige Kontraktionshalbgruppe mit dem Generntdl,(w_;) bildet die adjungierte
Halbgruppe(A}) -

Wir werden uns in dieser Arbeit nur mit-stetigen HalbgruppetA.).>o beschaftigen.
Das bedeutet, daR zur AlgebraA,, (bzw. AY, wenny o oy = 1 gelten soll) gehért,
wahrend im allgemeinen Fall nur zuA, (bzw. A})l’) affiliiert ist. Die folgende Abschat-
zung zeigt, dald aus det-Stetigkeit vont — A, auch die vont — R, folgt, dal3 also
insbesondere der Generator Bnbeschrankt ist. Fir alle € A, gilt

R(a)—a=Po((uf—Da(u,—1)+alA,—1)+ (A} - Da
und fUr positivea € A,
Po((uf =D a(u,—1) <flal(1-A+1-A}).
Daraus laf3t sich nun leicht auf die-Stetigkeit der Halbgruppe schliel3en.

Bemerkung. Wir haben den Begriff Kozyklus nur in der Situation kontinuierlicher Zeit
eingefuhrt, da hier unsere Hauptanwendung liegt. Naturlich gibt es auch eine diskrete Ver-
sion dieser Begriffsbildung. Wir bengtigen sie im Rahmen von Kopplungen an Poisson-
Prozesse (s.u.) und in Kapitel 6. Da die nétigen Modifikationen offensichtlich sind, ver-
zichten wir auf eine explizite Ausfuhrung (vgl. hierzu auch [Kim3]).

1.8 Beispiel einer Kopplung

Die Ubersichtliche und gut interpretierbare Struktur der Pfade eines Poisson-Prozesses
nutzen wir, um ein Beispiel fur eine Kopplung zu geben, deren Wirkungsweise den Be-
griff Kopplungsehr schon illustriert. Bei dieser Gelegenheit werden wir auch ein weil3es
Rauschen kennenlernen, das durch Kopplung eines Bernoulli-Shifts an den klassischen
Poisson-Prozel} entsteht. Wir folgen in unserer Darstellung den Ideen aus [KUm5]. Es sei
aber angemerkt, daf3 wir hier eine leichte Verallgemeinerung gegentber dieser Arbeit vor-
genommen haben: Wir betrachten weil3e Rauschen tber einer Anfangsalgetievon

C - 1 verschieden sein darf. Tatsachlich ist diese Verallgemeinerung aber so geringfugig,
dai3 alle Konstruktionsideen und Beweise aus [KUm5] in kanonischer Weise Ubertragbar
sind. Insbesondere die dortigen Beweise mussen hier nicht noch einmal vorgefihrt werden.
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1.8.1 Die Kopplung. Wir gehen von einem reversiblen W*-dynamischen System
(B,x,T) aus und konstruieren fur das kontinuierliche, aber irreversible System
(B,x, Ry := eT9)) eine Markovsche Kopplungsdilatatior{.A,{, T, (A1);) geman
Satz 1.7.2:

(TT, 7, S, (TT1);) sei das klassische Poissonsche weil3e Rauschen der Intansit&fvgl.
1.5.2). Wir wéhlenA := B @ TTundy = x ® . Q := id ® 7 ist die tensor-bedingte
Erwartung von(A, ) aufB: Q(b @ f) :=m(f)bfa.be B, f e T=17(Q, X, u). Die
Kopplungx := ()0 @an das klassische Poissonsche weil3e Rauschen ist durch

=) (1@pa(0,t]) - (T"@id)(x), x€A, (1.5)
n=0

gegeben(A,tp,Tt, (Ar)1) ergibt mitTt = o (Id® §t) eine Markovsche Kopplungs-
dilatation an das kIastische Poissonsche weil3e Raugchgn.ist dabei die kanonische
Filtrierung, die durchT,)cr undB erzeugt wird.

Wir betrachten die Kopplunge etwas genauer: GemaR unseren allgemeinen Vorausset-
zungen besitzB einen separablen Pradual. Daher kahkanonisch mif™ (Q, X, u; B),

dem Raum aller beschrankten, wtmef3baren un@®-wertigen Funktionen, identifiziert
werden ([Sak], Theorem 1.22.13). Das erlaubt es ung;fidist allew € Q den Ausdruck
a(b®f)(w),be B, fel”(Q,X, ), auszuwerten:

b®f ZTn pn O t :Z X{Xt*n} )f(w)

n=0

=T (x @ f) (w),

also & (x)(w) = T*@(x(w)), fa.x € A unda(b)(w) = TX*(b), fa.b € B.
Daraus konnen wir folgende Wirkungsweise der Kopplungblesen: Der klassische
Poisson-Prozek ‘triggert’ den Automorphismu$. D.h., jeder ‘Klick’ des Prozesses (also
jeder Sprung im Pfad), I6st die Wirkung des Automorphismisaus. Die Halbgrupp®
ergibt sich dann durch Mittelung bzgl. der Poisson-Verteilung tUber diese Wirkungen:

Ri(b) = Qo Ty(b ZT“ m(pa(0,t) =) THb) L et =eT"(b).

1.8.2 Verallgemeinertes Poissonsches weil3es Rausch&¥ir koppeln, wie oben be-
schrieben, einen verallgemeinerten Bernoulli-Stiftx, S, B,) UberA,y, an das klassische
Poissonsche weiRe Rauschen. Wir erhal®np, S, (P1);) mitP:=B I, y:=x @«
und, unter Verwendung von Gleichung (1.5),

[e¢]

Si:=) (1@ pa(0,t]) - (ST @Sy, (1.6)
n=0
Die Filtrierung (P;); dieses Prozesses bestimmt sich aus den Filtrieruf@en,))nez+
und (Py1); des Bernoulli-Shifts bzw. des Poissonschen weil3en Rauschens durch die Alge-
brean[o,t] = {X € fP‘ X = fozoxn, Xn € B[o)n) &® pn(O,t]ﬂ[o,t]}, t >0, B[O,O) = .Ao
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und dem Shift(S)«r, gemal Lemma 1.4.4. Bei diesem Prozel3 handelt es sich um ein
verallgemeinertes weil3es Rauschen ubgrdas wir alsverallgemeinertes Poissonsches
weilles Rauschdrezeichnen. Mit der bedingten Erwartu@g von (B, x) auf A, ist die
bedingte Erwartund, von P auf.A, durchQ, o Q gegeben.

Ist das W*-dynamische SysteffB,x, T) des vorigen Abschnitts selbst eine (diskrete)
Markovsche Kopplungsdilatation, d.h., gilit = «,, o S™ mit einer Kopplung &) nez an
einen verallgemeinerten Bernoulli-Shit, x, S, B), so lal3t sich die Markovsche Kopp-
lungsdilatation(A, b, T, (A;)1) auch als Kopplung an das verallgemeinerte Poissonsche
weille Rauschen auffassen: Aufgrund der Orthogonalitéat der Projekigtént] fur ver-
schiedenen € Ny, laRdt sichT, = &, o SNt auch alsl; = «; o S¢ schreiben. Dabei ist

o0

o= ) (10 pa(0,1]) - (an @ id)

n=0

ein multiplikativer Kozyklus bzgl. dem verallgemeinerten Poissonschen weil3en Rauschen.
Ist «,, sogar innerx,, = Adu,, dann ist auchx; = Adwu, inner, mit dem unitaren Ko-
zyklusuy = Y 0 un @ pn(0,t]. In Abschnitt 6.1 werden wir solchen Kozyklen wieder
begegnen.

1.9 Ein wegweisendes Beispiel

Nachdem wir gesehen haben, dafl multiplikative Kozyklen bzgl. weillem Rauschen zu
Markov-Prozessen fihren, stellt sich natirlich die Frage, wie wir solche Kozyklen ge-
winnen kénnen. Die Idee zur Vorgehensweise laf3t sich wieder tber die klassische Wahr-
scheinlichkeitstheorie motivieren. Wie wir sehen werden, lassen sich unitare Kozyklen in
der klassischen Theorie als Loésungen bestimmter stochastischer Differentialgleichungen
gewinnen (Abschnitt 1.9.2). Da eine stochastische Differentialgleichung eigentlich tber ei-
ne stochastische Integralgleichung definiert ist, miissen wir die Theorie der stochastischen
Integration in die nichtkommutative Wahrscheinlichkeitstheorie tbertragen, um auch hier
stochastische Differentialgleichungen definieren zu kénnen.

Wir werden in diesem Abschnitt flir einen sehr einfachen unitdren Kozyklus die stochasti-
sche Differentialgleichung angeben, und uns Uberlegen, welche mathematischen Struktu-
ren fur eine nichtkommutative Verallgemeinerung herangezogen werden missen. Diesen
Abschnitt kénnen wir also als Wegweiser durch die folgenden Kapitel benutzen.

1.9.1 Das klassische Ito-Integral.Der Zugang zu stochastischen Differentialgleichun-
gen verlauft Gber stochastische Integralgleichungen, erfordert also zunéchst die Konstruk-
tion eines stochastischen Integrals. Im Gegensatz zu gewdhnlichen (Stieltjes-)Integralen
wird fur das Inkrement ein stochastischer Prozel3 zugelassen. Beinit&dgtegral,

fur das wir uns hier interessieren, handelt es sich dabei um den sog. Brownschen Be-
wegungsprozeld (oder einfach um deownsche Bewegunp der durch eine Familie

B := (Bi)i>0 GauRscher Zufallsvariablen aus dem GNS-Hilbertrduifn”’, £, 1) des
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klassischen weiRen RauschdhsS (.7, £, w), Py, Sy, (L (', 1, w))1) (vgl. 1.5.1) ge-
bildet wird, die folgende Eigenschaften besit: € L?(7’, Lj0.q, 1), d.h., der ProzeR

ist adaptiert (1[By), := jy, Bidu = 0, d.h., er ist zentriertund schllethh genugt

er der sogadditiven Kozyklenglelchurigzgl dem weilRen Rauscheb;, s = By + S{B;

f.a.s,t > 0. Eine Realisierung der Brownsche Bewegung ist mit der Einbetiyvon

LZ(R) in L2(./, £, u) aus Abschnitt 1.5.1 durcB; := j.(xj0.y) gegeben. Durch sie
erhalten wir eine gute Vorstellung vom Mechanismus der Kozyklenelgenschaft Sie be-
deutet letztlich einfach das Aneinandersetzen von aufeinanderfolgenden Zeitintervallen:
uXio,ees1) = Ju(Xio,0) + IuXiters) = iulXo,u) + Sdulxio,s). Wir sehen, daf3 die Inkre-
menteB, s — B, fur disjunkte Zeitintervalldt,t + s] und[t’,t" 4+ s’] unabhangig und,
wegen der Zentriertheit, auch orthogonal sind. Damit ist eine der wichtigsten Folgerun-
gen aus der Kozyklengleichung leicht nachzurechfi@: || = || B¢||Z + || Bs |5 Diese
Funktionalgleichung hat wegen def-Stetigkeit vont +— B, (die wir spater in einem
allgemeineren Rahmen zeigen werden), die LosjiBg|;; = At (mit einem geeigneten

A > 0, das fur die klassische Brownsche Bewegung abst).

Nun konnen wir das Ito-Integral fur einfache, adaptierte ProzéSse (Xi)i>o C
L?(.7’, £, u) als Integranden definieren. Es handelt sich dabei um Funktionen der Form
t = Xe = Y X, a(DXi € LA, Zpg, p) (dh. X; € LA, Ejor, 1), die zu
Zerlegungen voiR* in disjunkte Intervalle[tl,tm) C R* gehoren. Das Ito-Integral fir
diesen Integranden definieren wir nun folgendermal3en:

JXdB Zx Bi., — By) -

Aus der Unabhangigkeit des Integranden und des Inkrements folgt erstens, dal? das Integral
wieder inL?(.’, £, u) liegt und zweitens, daf? die Isometriebeziehung

2

t t
stst :J X7 ds,
0 0

n

gilt. Diese erlaubt eine Fortsetzung des Integrals auf grol3ere Prozel3klassen fir die Inte-
granden(X)>o.

Betrachten wir nocheinmal die Schritte, die zu diesem Integral gefiihrt haben, so stellen wir
fest, dalR nur die ‘Adaptiertheit’, die ‘Zentriertheit’ (die nicht unbedingt gebraucht wird)
und die Kozykleneigenschaft nétig sind, um diese Konstruktion durchzufihren. Einen Pro-
zel3 mit diesen drei Eigenschaften bezeichnen wizaitdgrierten additiven Kozyklus zum
weilRen Rauscheas Standardbeispiel dafir ist die Brownsche Bewedunber auch

der Poisson-Prozef der unsin 1.5.2 begegnet ist, stellt einen (allerdings nichtzentrierten)
additiven Kozyklus dar. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden wir uns hauptsachlich
fur nichtkommutative Versionen additiver Kozyklen interessieren (Kapitel 3).

1.9.2 Ein einfacher unitarer Kozyklus. Aus der Brownsche Bewegung bilden wir den
unitaren Kozyklusu, := €8, A > 0, der folgender stochastischen Integralgleichung



26 1 Nichtkommutative Wahrscheinlichkeitstheorie

genugt (vgl. z.B. [Dks])):

t t
ut:]l—l—?\J usdBS—)‘—ZZJusds, (1.7)
0 0

fur die wir auch die symbolische Schreibweise eist@ichastischen Differentialgleichung

due = AucdBy — X udt, up=1, (1.8)
verwenden werden. Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz, der austofilrastisch®iffe-
rentialgleichungen gilt, erlaubt es uns, folgende einfache Beobachtung festzuhalten: Dem
additiven KozyklugB.) >0 kann Gber die Losung der stochastischen Differentialgleichung
(1.8) eindeutig ein unitarer Kozyklust.)>o zugeordnet werden. Von entscheidender Be-
deutung ist es, dald auch eine Umkehrung dieses Zusammenhangs gilt: Zu einem unitéren
Kozyklus (u)>0 bzgl. einem weil3en Rauschen gibt es genau einen additiven Kozyklus
(Bt)t>0, SO dal{u)>o die LOsung der mit ihm gebildeten stochastischen Differentialglei-
chung (1.8) ist. Die Idee zur Konstruktion v@ beruht auf folgender Beobachtung an
u, = e”Be: In derL?-Topologie gilt fir0 < 6 < 1

}\2
Us — ez’ 1~ iABs.
Wenn wir die Unabhéangigkeitseigenschaften ¥arberticksichtigen, sollte

2

A
Sa(t)i= Y [Sisa(us,)—e 2o 1],  fpi=t-27 (1.9)

gegeniAB, konvergieren (beachte aber auch die Ausfihrungenin 3.3.3). Das ist bei diesem
Beispiel einfach nachzurechnen. Wir werden das als lllustration der allgemeinen Konstruk-
tion 3.2 in 3.3.2 tun.

Dieses Programm, dal? wir hier an einem einfachen Beispiel vorgestellt haben, wurde das
erste mal von J. Prin fur die GNS-Darstellung eines verallgemeinerten weil3en Rauschens
tberA, = C - 1 durchgefuhrt ([Pri]).

1.9.3 Ausblick. Beim klassischen weil3en Rauschen ist die Unabhangigkeitsstruktur in
der Faktorisierungp(f - g) = W(f) - {(g) unabhéngiger Elemenfeg € L™ (.%', %, u)
kodiert. Sie ist im wesentlichen fiur die Konvergenz der Folge (1.9) verantwortlich. Beim
verallgemeinerten weil3en Rauschef, 1, Sy, (A1);) UbernimmtP, die Rolle von,

denn unabhangige Elemente faktorisieren uRtgraber i.allg. nicht mehr untep (wie

etwa im Beispiel 1.5.3). Der Grenzwest, dieser Folge lag nicht mehr in der Algebra
(.7, 2, u), sondern im GNS-Hilbertraurh?(.#’, £, 1) von1. Die nichtkommutative
Verallgemeinerung erfordert also eine ‘GNS-Darstellung’ ¥gnd.h., A ist mit dem.A,-
wertigen inneren Produkd x A 5> (x,y) — Po(x*y) zu versehen und in der induzierten
Norm || Po(x*x) ||% abzuschlieRen. Das mathematische Objekt, das auf diese Weise ent-
steht, ist ein Hilbert-C*-Modul. Wir werden das néachste Kapitel dazu verwenden, Hilbert-
C*-Moduln einzufiihren und — da das innere Produkt seine Werte in der W*-Algebra
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Ao annimmt — deren Erweiterung zu Hilbert-W*-Moduln vorzunehmen. Das Hilbert-W*-
Modul zu P, bezeichnen wir, in Anlehnung an die SchreibwdiséA, ) fur den GNS-
Hilbertraum vorp, mit L%(A, Py).

Da additive Kozyklen nun if.?(A, Py) liegen werden, wird sich auch die Konstruktion
stochastischer Integrale in diesem Raum abspielen missen. Aussichtsreich kann das nur
sein, wenn es uns gelingt, iP(A, Py) ein Produkt zwischen unabhangigen Elementen

zu definieren, um das Produkt zwischen Integrand und Inkrement der klassischen Theorie
nachzubilden. Wir werden in Abschnitt 2.4 sehen, dalR die Unabhéngigkeitsstruktur des
verallgemeinerten weil3en Rauschens dafir ausreichend ist.






2. Hilbertmoduln

2.1 Hilbert-C*-Moduln

In diesem Abschnitt wird der Begriff des Hilbert-C*-Moduls (im folgenden auch kurz

als Hilbertmodul bezeichnet) definiert und seine wichtigsten Eigenschaften angefuhrt. Wir
konnen uns dabei auf die wesentlichen Fakten beschranken, da es zu diesem Gebiet inzwi-
schen gute Zusammenfassungen gibt (vgl. [Lan, Sch]). Auf die kanonische Realisierung
eines Hilbertmoduls in den beschrankten Operatoren tber einem geeigneten Hilbertraum
soll dagegen etwas ausfuhrlicher eingegangen werden, denn sie bildet den Ausgangspunkt
fur unsere Definition von Hilbert-W*-Moduln. Verwandte Uberlegungen zu diesem Thema
findet man in [Pas, Fra, Sch, Ske].

2.1.1 Definition. Ein Pra-Hilbert-C*-Modul £ tber einer C*-AlgebraA ist ein A-
Rechtsmodul, versehen mit eingrwertigen inneren Produkt

<|>88><8_>A) (X>U)H<X‘U>ga
mit folgenden Eigenschaften:

) (xloy +Bz)e = alx|y)e + B(x[2)¢, i) (xlya)e = (xly)ea,
i) (xly)e =(ylx)e, iv) (x|y)e >0,
x|y)e=0&x=0,

x,u,z € &, a €A, « p e C.lIst€indervon(|-). erzeugten Nornfx| . := ||Ix|¢],

Ix|¢ :== (x|x)y%, vollstandig, so is€ ein Hilbert-C*-Modul tiberA.

Um die Notation Ubersichtlich zu halten, wird im Weiteren der Ind&xBbeim inneren
Produkt(- | -) ., bei der Normj||| . und dem ‘Betrag|-|. auf & meist weggelassen. Welches
innere Produkt und welche Norm gemeint ist, laf3t sich von den Elementen ablesen, auf die
sie angewandt werden. Mitunter werden wir uns auf ein Hilbertmédibber A mit inne-

rem Produkt(- | -) durch die SchreibweisgE, (-|-)) beziehen, wenn sich die C*-Algebra

A aus dem Zusammenhang ergibt.

2.1.2 Die einfachsten Beispiele fur Hilbertmoduln sind nattrlich Hilbertrause= C)
und C*-Algebren € = A, (x|y) = x*y). Ein Standardbeispiel 1ait sich folgender-
malRen konstruieren: Fir eine (unitale) C*-Algeldta C B(X) und eine Projektion
p € L seiA := pLp. Dannistl, = (1 — p)Lp, versehen mit dem inneren Produkt

29
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(x]y), = x"y € A ein Hilbertmodul GberA. Eine sinnvolle Forderung an die verhin-

dert, dal,, trivial wird, ist die Zyklizitat bzgl.L. Ein Hilbertmodul der beschriebenen

Art, mit einer zyklischen Projektion, bezeichnen wir &lgbertmodul in Standardform

Wir werden sehen, daf} zumindest fur die uns interessierenden Félle, allen Hilbertmoduln
diese Form gegeben werden kann (vgl. Satz 2.1.7).

Viele Konzepte der Hilbertraumtheorie lassen sich fur Hilbertmoduln verallgemeinern. So
gilt insbesondere di€auchy-Schwarzsche Ungleichungolgender Form:

[(x [y)* < |1 ]]Ply 12, Xy €L, (2.1)

woraus wie ublich die Dreiecksungleichung fiir die Norm und die Beziehjulg =
sup{|| (x|uy) ||| |[y]| = 1} folgt. Die Ungleichunglxa|* < ||x||*la|* zeigt die Stetigkeit
der Rechtsmodulwirkung.

2.1.3 Ist F ein weiteres Hilbertmodul Ubed, dann bezeichneB(&,F) (bzw. B(€E)
fur € = J) die Banachalgebra der beschrankMadulabbildungend.h., der stetigen,
(C-)linearen Abbildungeit, die zusatzlickd-linear sind: Txa = (Tx)a f.a.x € €, a € A.
Fur eine beschrankte lineare Abbilduihg € — JF ist die A-Linearitat &quivalent zur Un-
gleichung

(Tx | Tx) < K({x|x) (2.2)

f.a.x € & und ein geeignetds > 0 (vgl. [Pas]). Offensichtlich isK = || T||?.

L(E,F), oderL(€) fur € = F, sei die Menge deadjungierbaren Abbildungerd.h., der
linearen Abbildungerl : € — &, fur die es eine lineare Abbildung* : ¥ — & mit

der Eigenschaftx | Ty)s = (T*x|y), f.a.x € F,y € € gibt. T* ist durchT eindeutig
bestimmt, so daRT*)* = T folgt. Solche Abbildungen sind automatisch beschrankt und
A-linear: L(E,F) C B(E,F). L(E) C B(&) ist eine C*-Algebra. Man beachte aber, daf}
diese Inklusioni.allg. echtist, d.h., daf3 nicht jede beschréalireare Abbildung adjun-
gierbar sein muf3 (vgl. (2.10)).

Ein Hilbertmodul UberA wird als voll bezeichnet, wenn das zweiseitige *-ld8al :=
lh{(x|y)|x,y € el ¢ A mit A tbereinstimmt. Durch Einschrankung der Rechts-
modulwirkung aufl¢: kann das immer erreicht werden, so dal3 wir im folgenden, ohne
besonders darauf hinzuweisen, nur volle Hilbertmoduln betrachten wollen.

2.1.4 Die sogenanntetkompakten’ Operatoren
K(€) :==1h{B.y | x,y € &1 C L(e),

mit O, (z) := x(y|z), x,y,z € &, bilden ein zweiseitiges *-Ideal ii (£): O , = ©
T@X,yS = @T(x)‘s*(y)f x,ye & TSeL(E).

Durch Anpassung des Beweises von Proposition 2.2.18 in [BrRo1]) kann man zeigen, daf3
es eine approximative Eir{g ) .1 Von folgender Form fugk(&) gibt:

y,x?

€a:= ) Oneps, n*eé ael. (2.3)
i=1
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2.1.5 Der Dualraumé&’ von € ist durchL (&, A) gegeben. Wie Ublich definiekt: € >

y — (x|y) eine isometrische Einbettung vénin &', jedoch stimmt ihr Bildé norma-
lerweise nicht mit¢’ tiberein. Hilbertmodulre, fiir die & = &’ gilt, werdenselbstdual
genannt. Zumindest fur den Fall einer W*-Algebfawird in [Pas] gezeigt, dal sich das
innere Produkt- | -) eines Hilbertmoduls ibef so zu einem inneren Produkt atff fort-

setzen lafit, daB’ selbstdual wird. Fir den Fall, da® C B(H) eine von Neumann
Algebra ist, werden wir im Abschnitt 2.2 einen anderen Weg beschreiten, der unseren
Anwendungen angepaldt ist: Wir gelangen durch eine Abschlu3prozedur zu einem selbst-
dualen Hilbertmodul.

2.1.6 Definition. Zwei Hilbertmoduln(&, (-|-).) und (F,(-|-)5) Uber C*-AlgebrenA
bzw.B heilRenisomorph falls es einen *-Isomorphismusvon A auf B und eine lineare
Abbildunga von € aufF mit folgenden Eigenschaften gibt:

) «(xa) = x(x)m(a), i) (x(x) [ x(y))g = n((x]y)e),

x,y € &, a € A. SindA C B(H) undB C B(X) auf HilbertraumenH bzw.X dar-
gestellt und istt durch eine unitare Abbildungl von H auf X gegeben, so heien die
Hilbertmoduln€é und 3 unitaraquivalent

Von den folgenden Eigenschaften kann man sich leicht Uberzeugsheine Isometrie
undo! ein Isomorphismus vottF, (- | -) ;) auf (&, (-|-)). € ist genau dann voll, wenf
es ist. Dariiberhinaus gilt Agl (L (€)) = L(F) mit Ad o (T) := aTa™ flr T € L(&).

2.1.7 Jedes Hilbertmodu€ Uber der C*-AlgebraA (die flr unsere Zwecke als unital
angenommen werden kann) laf3t sich als ‘linke untere Ecke’ einer C*-Algebra, der sog.
Linking-Algebral ¢ auffassen. Damit meinen wir, daf3 es eine Projekpian L ¢ gibt, so

daR& zu (1 — p)Lep isomorph ist. Wir gewinnel . auf einem geeigneten Hilbertraum

mit Hilfe der Kolmogorov-Zerlegung des inneren Produkts (vgl. [EvLe]). Dabei gehen wir
davon aus, dafd bereits auf einem Hilbertrauf dargestellt ist.

Satz. Jedes HilbertmodukE Uber einer unitalen C*-Algebrad C B(XH) ist isomorph
zu einem Hilbertmodul in Standardform und unitaraquivalent zu einem Hilbertmodul in
B(H,H’), mit einem geeigneten Hilbertrauhi’.

Beweis.Das innere Produk{-|-) definiert einen positiv definiten Kerff x € — A;
(x,y) — (x|y). Seine minimale Kolmogorov-Zerlegung sei dufgh & — B(H, H'),
H = Ih{p(x)&|xe &, & e J{}’” I mit einem geeigneten Hilbertraufi’ gegeben:
(x|y) = B(x)*B(y). B(E) definiert ein Hilbertmodul: Die Linearitat vof rechnet man
nach. Genauso einfach |gt(xa)—p(x)al? = 0 fir x € € unda € A einzusehen, so d&R
undB (&) C B(H, H’') unitaraquivalent sind. Wir betteB(H) und B(H, H’) kanonisch

in B(H & H’) ein:
wal= g o] ve={2 0] 2.4
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ae€ A ze B(H,H'). Fur« := vy o 3 und gilt offensichtlich i) und ii) von Defini-
tion 2.1.6, d.h.£ ist isomorph zum Hilbertmoduk(€) Ubermt(A). L¢ sei die vonx (&)
erzeugte C*-Algebra irB(H @ H'). Die Minimalitat der Kolmogorov-Zerlegung hat die
Zyklizitat der Projektiorp := 7t(1) zur Folge, so dak(€&) also in Standardform vorliegt.
(&) = (1—p)Lep ist aus der Konstruktion voi ¢ sofort ersichtlich. O

Die Darstellung vor€ in B(H, H') tber die Kolmogorov-Zerlegung des inneren Produkts
werden wir auchKolmogorov-Darstellungon € nennen.

2.2 Hilbert-W*-Moduln

Die Realisierung eines (Pré-)Hilbertmodulsiber einer C*-Algebrad C B(H) durch

seine Kolmogorov-Darstellung iB(H, H') C B(HaH'), gestattet es uns, die Techniken

der Operatorentheorie zur weiteren Untersuchung von Hilbertmoduln zu nutzen. Insbeson-
dere haben wir nun die Moglichkedt in einer der Operatortopologien va(H & H')
abzuschlieBen. Wir bezeichnen den Abschlu einfachEmitenné besitzt als konvexe
Menge denselben Abschlul in dewop- (oder w*-),o stop- und dew stop'-Topologie.

Die ldentifikation vonE mit seinem Bild inB(H @& H’) bedeutet, da’ das innere Pro-
dukt zweier Elemente undy ausé einfach durch(x|y) = x*y € A gegeben ist (wir
identifizierenA und seine Einbettung(A), vgl. (2.4)), was sich fur die weiteren Unter-
suchungen als sehr bequem herausstellen wird. Nachdem wir eine allgemeine Definition
des BegriffsHilbert-W*-Modul gegeben haben, werden wir sehen, dal3 wir Hilbert-W*-
Moduln, ohne etwas zu verlieren, in ihrer Kolmogorov-Darstellung untersuchen kénnen
(vorausgesetzt naturlich, daf? wir nur Moduln Gber von Neumann Algebren betrachten,
was wir, wie schon erwahnt, ja generell tun wollen). Natirlich wird es sich erweisen, dal3
€ ein Hilbert-W*-Modul ist.

Aber zunachst identifizieren wir die Relativtopologien, die von den Operatortopologien
auf € induziert werden (und deren Namen wir beibehalten).

2.2.1 Die w*-Topologie auf & laBt sich natirlich durch Halbnormen der Form
dig),m0 (%) == | 2_ien(Milx&;) | mit quadratsummierbaren Vektorfolgéd)ieny C H und

(Mi)ien € H’ beschreiben. Das hat aber den Nachteil, dal3 dabei Elemente aus dem mitun-
ter schwer zugéanglichen HilbertrauHy der Kolmogorov-Zerlegung vofi | -) verwendet
werden. Winschenswert ware dagegen eine Beschreibung durch Objekte, die bei Kenntnis
von € direkt gegeben sind. Diesem Problem begegnen wir auch bei der stop*- und der
o stop'-, nicht aber bei der stop- und deistop-Topologie. Zumindest auf beschréankten
Teilmengen vort ist es jedoch mdglich, mit ‘priméaren’ Objekten auszukommen:

Lemma. Die stop- bzw. dier stop-Topologie au wird von den Halbnormen

de(x) == [[IxIE], e, (2.5)

bzw.
dw(x) = (U(<X‘X>)1/2, w E'A;’_» (26)
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und die stop*- sowie die w*-Topologie aéf durch

deny(x) = [[IxIE] + [ (x Tum ] EneX,yes, (27

bzw.
dewy(x) = lw({y|x)), weAl ,yeg, (2.8)

erzeugt.

Beweis.Die Halbnormen fur die stop- bzw:stop-Topologie sind offensichtlich. Der Be-
weis fur die verbleibenden Topologien beruht einfach darauf,&df3n H’ dicht liegt.
0

2.2.2 & versehen mit dem inneren Produki € > (x,y) — (x|y) :=x*y € A" ist ein
Hilbert-C*-Modul tberA”. Offensichtlich ist das innere Produ&tstop-c wop-stetig, so
daR es das innere Produkt v8rstetig aufé fortsetzt. Es ist Routine nachzurechnen, daR
das auch fur die Rechtsmodulwirkung &udilt. T bezeichne eine derwop-, .. .,o stop'-
Topologien. Nach dem Satz von Smuliands€ B(H,H') genau dann-abgeschlossen,
wenn die Einheitskugél; diese Eigenschaft besitzt. Da die Topologtenit den priméren
Begriffen ‘Pradual’ und ‘inneres Produkt’ auskommen, wenn-wauf £, einschranken,
kénnen wir diet-Abgeschlossenheit vo#, zur Definition eines Hilbert-W*-Moduls be-
nutzen.

Definition. Ein Hilbertmodul€ Uber einer W*-Algebra heif$tilbert-W*-Modul, falls die
EinheitskugeE T-abgeschlossen ist.

Es lalt sich leicht einsehen, dal3 ein Hilbert-W*-Modul auch ein Hilbert-C*-Modul ist
und dafd das innere Produktstop-cwop-stetig ist. Die Eigenschaften eines Hilbert-
W*-Moduls Uber einer von Neumann Algebra lassen sich am einfachsten in seiner
Kolmogorov-Darstellung untersuchen. Dazu missen wir uns aber zuvor davon Uberzeu-
gen, dal3 diese Darstellung wieder zu einem Hilbert-W*-Modul fihrt. Das machen wir
gleich in einem etwas allgemeineren Rahmen und zeigen, dal’ der Isomorphie-Begriff fur
Hilbert-C*-Moduln mit der Hilbert-W*-Modulstruktur vertraglich ist.

Lemma. Sind zwei Hilbert-C*-Modulr{&, (- |-).) und(J, (- |-)4) Uber den W*-Algebren
A bzw.B isomorph und ist eines der beiden ein Hilbert-W*-Modul, so handelt es sich auch
bei dem anderen um ein Hilbert-W*-Modul.

Beweis.Wir verwenden die Notation von Definition 2.1.6F, (-|-);) sei ein Hilbert-
W*-Modul und € = «(F), B = m(A) mit (x(x)|x(y))y = 7((x|y).). Der Be-
weis besteht nun eigentlich nur im Ausnutzen der Tatsache;dald Isomorphismus
von A auf B normal ist: (x;)ic1 C &; sei ein w*-Cauchy-Netz. Wege ((y [ xi).) =
@om! ((oc(y) | oc(xi)>§) f.a.p € A, undy € € ist(x(xi))ic1 € F; ein w*-Cauchy-Netz
in F; und besitzt nach Voraussetzung ein Grenzelement;. Nun zeigt

o ((ylxi—a(2))e) = @ o ({otly) | lxi) — 2)) - 0
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die w*-Konvergenz vorx; gegenx'(z) € &; und damit die w*-\ollstandigkeit voig ;.
[l

Ab jetzt werden wir also stillschweigend davon ausgehen, dald Hilbert-W*-Moduln, die
bei uns nur Gber von Neumann Algebren betrachtet werden, in Kolmogorov-Darstellung
gegeben sind.

Der Begriff ‘Hilbert-W*-Modul’ scheint sich in der Literatur noch nicht verfestigt zu ha-
ben. Manche Autoren verstehen darunter einfach ein Hilbert-C*-Modul Uber einer W*-
Algebra, ohne auf dem w*-Abschlul3 des Moduls zu bestehen (vgl. etwa [Fra]). In [Sch]
wird im Wesentlichen der Sakaische Standpunkt eingenommen, nach dem ein Hilbert-W*-
Modul der Dualraum eines Banachraumes zu sein hat. Mit unserer Definition decken wir
den fir uns relevanten Bereich beider Zugange ab.

2.2.3 Satz.Ein Hilbert-W*-Modul £ Gber der von Neumann Algebsa besitzt den Pré-
dualé, =lh{e((y|))|yeé& e A" und ist als Hilbertmodul selbstdual.

Beweis.& C B(H, H') € B(H & H') sei ein Hilbert-W*-Modul Gber der von Neumann
AlgebraA C B(H). Als wr-abgeschlossener Teilraum va@h(H ¢ H’) ist € der Dual
des Banachraumeég H ¢ H')/E°. Dabei sindT (H & H') die Spurklasseoperatoren auf
H & H' und €° die Polare vore in T(H @ H'). Die Funktionalex — (&'|x&), & €
H, & € H' liegen offenbar total ir€, und in diesen wiederum, wegen der Minimalitat
der Kolmogorov-Zerlegung, die Funktionate— (yn|x&) = (| (y|x)&), n, & € K,

y € &, mit denen sich jedes — o¢({y|x)), ¢ € A,, approximieren lait. Also gilt
E.=Ih{o(yl)Nlvee oeaill

Die Selbstdualitat vold zeigen wir mit Hilfe der approximativen Eing ) «c1 von X (&)
aus Abschnitt 2.1.4. Fib € &’ gilt

le) Eoc E,“|X <Zacx Eoc

Dieser Ausdruck konvergiert in der Norm gegérix), d.h., fir allego € A} auch
©(p(exx)) gegenp(W(x)). Ist (z4) xer beschrankt, so konvergiert dieses Netz nach Lem-
ma 2.2.1 in der w*-Topologie gegen eine £. Also gilt ¢(\p(x)) = @({z|x)) fur alle

@ € Afund allex € €, d.h..\p = (z|-) € £'. Die Beschranktheit des Netzgs, ) . 1&Rt
sich folgendermal3en einsehen:

1zall = [ {zal ) | = [[Woeall < [l [[ea] < T.

Damit ist€ = &’ gezeigt. O

>:: (o] %) .

2.2.4 Bemerkungen. Mit Hilfe des Fortsetzungssatzes von Hahn-Banach kann man sich
davon uberzeugen, dafl3 dievop-, dieo stop und dies stop-Topologie au€ Topologien

des dualen Paarg§, £.) sind.

Wir bezeichnen ein Hilbert-W*-Modu€ tber A alsvoll, wenn Ih{(x|y)| x,y € £} in

A t-dicht liegt. Offensichtlich ergibt der-Abschlul? eines vollen Hilbert-C*-Moduls ein
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volles Hilbert-W*-Modul.

Besitzt ein Hilbert-W*-Modul€ einen separablen Préadual, so ist es w*-separabel, ent-
halt also eineo stop-dichte Folge(x,)nen (Vgl. Anhang A.2). Isté voll, so bildet
((xn|Xm))nmen €ine w*-totale Menge inA, d.h., A ist w*- und damit aucho stop-
separabel (oder abzahlbar erzeugt, nach [Ped]). FRabsfinit ist (wenn z.B. ein treuer
normaler Zustand aufl existiert), ist auchA, separabel (vgl. A.2.3). Natrlich laf3t sich
umgekehrt aus der Separabilitdt vdn normalerweise nicht auf die Separabilitat vn
schlieBen (man nehme nur einen nichtseparablen Hilbertraum, d.h., ein Hilbert-W*-Modul
uberA = C). Bei dem Hilbert-W*-Modul, fur das wir uns hauptsachlich interessieren wer-
den, ist das aber maoglich, vgl. Korollar 2.3.2.

Bei aufmerksamem Studium des Beweises von Satz 2.2.3 erkennt man, dal3 fur die Selbst-
dualitat von & schon die Vollstandigkeit vorg; in der Topologie w, die durch die
Halbnormen(|| (z|-)||| z € &} erzeugt wird, ausreicht. Ist andererséitselbstdual und
(zo)ae1 € €7 €in Wy-konvergentes Netz, so definieptx) := Illl- lim 4(z | x) ein Element

P € &1. Also gibt es einz € &; mit der Eigenschafth = (z|-), d.h., (z)«er ISt Wo-
konvergent gegenund &, somit wy-vollstandig. Das ist die Aquivalenz von ii) und iii) im
folgenden Satz:

2.2.5 Satz.Fur ein Hilbertmodul € Uber einer von Neumann Algebré ist folgendes
aquivalent:

i) € istein Hilbert-W*-Modul,
i) €& ist selbstdual,

i) &7 ist wy-vollstandig.

Beweis.i) = ii) ist Satz 2.2.3. Es bleibt i}z i) zu zeigen. Dazu sk, )1 C €1 €in W*-
Cauchy-Netz, d.h., fur alle € € existierey(x) := w*-lim4(z,|x) (vgl. Lemma 2.2.1).
Offensichtlich liegt in £/, so dal3 es ein € £; mit der Eigenschaft(x) = (z|x) fur
allex € & gibt. Das bedeutet aber gerade- w*-lim, z,. Also ist€; w*-vollstandig und
(nach dem Satz von SmuliaB)w*-abgeschlossen. O

2.2.6 Korollar. Fir ein Hilbert-W*-Modul€& gilt B(E) = L(€&).

Beweis.FurT € B(&€) undy € & definiert€ > x — (y| Tx) ein Element aug’, d.h., es
gibt genau ein Elememnt, € € mit der Eigenschaftz, |x) = (y|Tx) f.a.x € £. Nach
[Lan] ist T* : y — z, die Adjungierte vonT. DamitistB(E) C L(E) C B(E) gezeigt. [

2.2.7 Korollar. &€ C B(H,H’) sei ein Hilbert-W*-Modul Gber der von Neumann Algebra
A C B(H). Dann folgt fur einy € B(H,H') ausy*x € A f.a.x € € bereitsy € €.

Beweis.£ 5 x — y*x definiert ein Element au8’, d.h., es gilty*x& = (z|x)& = z*x§&
fa.x € €, & € H und einem Element € £. DaX’ von EH erzeugt wird, gilty* = z*,
alsoy € €. O
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2.2.8 Wir untersuchen nun die Struktur va6(&), B(E) bzw. L(&) unter Bericksichti-
gung der Identifikation vod mit seinem Bild inB(H & H’).

ZunachstisB,,, € X(&) durch den Operatoty* € B(H') gegeben, denn seine Wirkung
auf ein Element € € ist gegeben durct®, ,z = x(y|z) = xy*z (man erhélt dieses
Ergebnis auch, wenn mamo ©,, o o' auswertet, vgl. Definition 2.1.6). Operatoren
T € K(€&) spielen also eine Doppelrolle — zum einen in ihrer Wirkung &ufnd zum
anderen auf Vektoren ad$’ — die genau genommen zu unterscheiden ware:

(Zx@) = Z Txi)é,  xi€E,E€H. (2.9)
i=1

Wir werden gleich sehen, dal3 die Zuordnung- T einen *-lsomorphismus ist. Da aber
K (&) eine Unteralgebra vof (&) ist, behandeln wir dieses Problem gleich£i{i€) selbst.
Dabei ist zunachst zu klaren, ob (2.9) fur alle ElemehteusL(€) zu wohldefinierten
Operatoreﬁ fihrt. Wir skizzieren im folgenden die Konstruktion, die das sicherstellt und
gleichzeitig die *-Isomorphismeneigenschaft von L(€) > T — T € B(H') zeigt.
Zunachst gilt mit Ungleichung (2.2) fur alkey, ..., a,, € A die folgende Abschatzung:

Za (Txi| Tx;) a; —‘ZTX&I < || T ‘leal —HTHZZa (xi|x5)a

i,j=1 i,j=1

woraus nach [Tal], Lemma IV.3.2, die Ungleichuhg || T||2[(xi|%;)]1; — [(Txi | Tx;)li
in A®M,, folgt. Mitihrer Hilfe gewinnen wir die Wohldefiniertheit und die Beschranktheit
vonT:

)

H Z Txi)&

d.h.,||T|| < || T||. Andererseits gilt aber auch:

(@08 [Tl Ty @7 &) < |11 | leal

ITI= sup [(TE]= sup [TxE|l< sup ||TE'|=T|.
x€&1 E€H, x€ &1 E€TH, E,’Ef}(]/
Somit ist||T|| = ||T|. Aus (2.9) kénnen wir nun unmittelbar die *-Isomorphismen-

eigenschaft vony ablesen. Wir kénnen und werden alS6(E) und L(&) als C*-
Unteralgebren vo® (H') auffassen.

In unseren Uberlegungen wurde nur die Beschranktheitddiénearen Abbildungl be-
nutzt (vgl. (2.2)). Wir haben also sogaf&) C B(H') gezeigt: Jeder Operatdre B(H')
mit der Eigenschaffx € € fur allex € € liegtin B(&). Adjungierbar ist er genau dann,
wenn diese Eigenschatft auch vbonerfillt wird (vgl. Korollar 2.2.6 und Korollar 2.2.7):

BE)={TeBH) Txecé& faxecé&},

2.10
LE)={TeB(H')|Txc& T'xcé& faxecé}. ( )
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2.2.9 Satz.€ sei ein Hilbert-C*-Modul tiber einer C*-Algebral C B(H), € das zuge-
hérige Hilbert-W*-Modul tiberA” und+t eine Topologie des dualen Paarg, €, ). Dann
besitzt jeded € B(&) eine eindeutige-T-stetige Fortsetzung zu einem Element &(8)
mit derselben Norm.

Beweis.Seienx,y € &. Wir approximierenx gemaR Satz 2.2.1x = s-limyXq,
sup, || x«|| < co. Dann folgt aus

(Ty) x =w'lim, (T'y) %o = W limy (y | Txy) € A”

und Korollar 2.2.7, daff*y in &, alsoT* in B(€) = L (&) liegt. Die Fortsetzung@ von
T ist nun durchT** = T gegeben (beachte dazu (2.10)). Die restlichen Eigenschaften
folgen daraus, dalf auf & die Multiplikation mit einem Element aus(H’) ist (vgl.
Abschnitt 2.2.8). O

Der Beweis zeigt, da3 e € B(£) C B(H') auf einem Hilbert-C*-Modul€ i.allg.
deshalb keine Adjungierte besitzt, weil fir € € das Bild T*x in & liegt, aber nicht
unbedingt int.

2.2.10 Unter der Linking-Algebrdl ¢ eines Hilbert-W*-Modulst verstehen wir die vo&
erzeugte von Neumann-AlgebraliHaH'). Als nicht ausgeartete C*-Algebra®(H o

H') ist sie der Abschlul3 in einer der dualen Topologien i & H'). Offensichtlich
entstehtCe durch Abschlul® seiner Bestandteilé:fir die linke obere fir die linke
untere,&* := {x*| x € &} fUr die rechte obere un@ (&) fir die rechte untere Ecke. Nur
K (&) ist noch abzuschliel3en. Die approximative Eins (2.3) im zweiseitigen *-[ded)

von L (&) ist monoton wachsend mit stop-Grenzwert 1. Also isK(&)” = L(&), denn
aus (2.10) ist sofort zu sehen, da@ w*-abgeschlossen, also eine von Neumann Algebra
in B(XH') ist. Die Linking-Algebra hat somit die Form

Le = {“g L‘%;) } . 2.11)

2.2.11 Satz. (Kaplansky)Es sei€ das von einem Pra-Hilbertmoddl, erzeugte Hilbert-
W*-Modul. Dann ist die Einheitskugél, ; von&, o stop-dicht in der Einheitskugél; von
E.

Beweis.Folgt aus dem Satz von Kaplansky flig (vgl. (2.11)) und der Kontraktivitéat der
Einbettung vort in B(H @& H'). O

2.3 Hilbertmoduln zu bedingten Erwartungen:
L*(A, Po)

In diesem Abschnitt stellen wir die fir uns zentrale Konstruktion von Hilbert-W*-Moduln
mittels von Neumann Algebren und bedingten Erwartungen vor. Dazu gehen wir von ei-
nem Wabhrscheinlichkeitsrautm, 1) und einer W*-Unteralgebral, aus, fur die die be-
dingte Erwartund®, € Mor(A,) bzgl. existiert (vgl. 1.3.1). Wir geben Bedingungen
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an, die es erlauben, vollstandig positive Operatoredami adjungierbaren Abbildungen
auf dem Hilbert-W*-Modul fortzusetzen.

2.3.1 (A,) sei ein nichtkommutativer Wahrscheinlichkeitsrauig,eine von Neumann
Unteralgebra vo, die von(crﬁ’)teR invariant gelassen wird unB, die zugehdérige be-
dingte Erwartung vorAd auf A,. Wir nehmen wie Ublich an, da bereits auf seinem

GNS-Hilbertraunti := L2(A, ) dargestellt istA C B(H). Dann wird durch
AxXA5>S (a,b)— (alb),=Po(a™d) € Ap

ein inneres Produkt aut definiert.(A, (- |-),) ist ein Pra-Hilbertmodul tGibe#,, das nach
den Uberlegungen in Abschnitt 2.2 zu einem Hilbert-W*-Modul erweitert werden kann.
Den A,-wertigen BetragPo(x*x)!/2 auf diesem Modul bezeichnen wir nit|, und die
daraus entstehende Notfx|, || mit ||x ||,

Definition. Das zu(A,), A, und Py, gehérende Hilbert-W*-Modul wird mit?(A, Py)
bezeichnet.

Das SymboL?(A, Py) soll dabei an den GNS-Hilbertraubi(A, ) von (A, ) erinnern,
der in dem Spezialfall, = C - 1 aus obiger Konstruktion hervorgeht.

2.3.2 Lemma. Ist A, separabel, so hat aud?’(A, Py) einen separablen Pradual.

Beweis. (x ) nen Sei eineo stop-dichte Folge itd und (¢ )nen €ine dichte Folge i,
Mit der Ungleichungp ((x|y),)* < @({(x|x)s)@({yly),), die fur alleg € A und alle
x,y € L?(A, Po) gilt, 1aRkt sich nun leicht zeigen, dd®,,((xm | ),)| n, m € N} total in
L2(A, Po), liegt. O

Wir gehen davon aus, dal3 unsere Wahrscheinlichkeitsrdume generell einen separablen Pra-
dual haben. Daher kbénnen wir alle Approximationen bzgl. Topologien des dualen Paares
(L?(A, Py), L?(A, Py),) mit Folgen durchfihren.

2.3.3 Furden néchsten Satz benétigen wir den Begriffiplekdjungiertereines Morphis-
mus’T (vgl. 1.2.2).

Satz. Ein MorphismusT von (A,1V), der mit der modularen Automorphismengruppe
(cﬁl’)te]R voni vertauscht undd, punktweise fix laf3t, kann eindeutig zu einem adjungier-
baren OperatofT auf L?(A, P,) fortgesetzt werden. Dabei stimmt die FortsetzungWon
mit der Adjungierten der Fortsetzung v@riiberein. Dariiberhinaus isk — T punktweise

w*-w*- und punktweiser stop-o stop-stetig.

Beweis.Da A, in der Fixpunktalgebra ([Kim2, Rob]) von liegt, gilt T(xy) = T(x)y
fa.x e A,y € Ay, also

Y(Po(T(x))y) = (Po(T(x)y)) =W (T(x)y) =Y (T(xy)) =b(xy) = b(Po(x)y).
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DaP,y-selbstadjungiert ist, erhalten wipT = Py = T*P,. Insbesondere liegt, auch in
der Fixpunktalgebra vom*. Die Kadison-Schwarz-Ungleichung zeigt nun fur alle A

ITOI5 = Po(T(x*)T(x)) < Po(T(x"x)) = Po(x*"x) = Ix[3,

so dafdl nach (2.2) zu einem beschranktehylinearen Operator auf das vehundP, er-
zeugte Hilbert-C*-Modul fortgesetzt werden kann. Dieser kann nach Satz 2.2.9 eindeutig
zu einem Element € L(L%(A, Py)) erweitert werdenT* erfiillt dieselben Voraussetzun-
gen wieT (die Vertauschbarkeit vom* mit der modularen Gruppe folgt einfach daraus,
dal3 diey-Adjungierte vonaﬂ’ durch G‘_”t gegeben ist) und besitzt daher ebenfalls eine
Fortsetzungl*. Nun gilt zunachst fux,y € A: (T*(x) |y), = (x| T(y)),, denn far alle

z € Ay haben wir

VT (x) [y)oz) = W(T"(x")yz) = b(x"T(yz)) = b(x T(y)z) =P ((x|T(y))oz) .

Furx = s-lim, xn, xn € A,y € A, folgt wegen dew stopo stop-Stetigkeit vorT (vgl.
Satz 2.2.9)

<FX|U>0 =W"*- Ilmn <T*(Xn) |y>o =W"- llmn <Xn|T(y)>O
= (x|Ty)o = (T xIu)s.

DaA in L2(A, P,) stop-dicht liegt, mu@* = T gelten.

Nun zur Stetigkeit der Fortsetzun@.,) «c1 € Mor(A, 1) konvergiere in der punktweisen
w*-Topologie gegenl € Mor(A, ). JedesT, und T seien fortsetzbar. DAT 4 x) o fiir

x € L?(A,Py) beschrankt ist, kdnnen wir von der Tatsache Gebrauch machen, daR die
w*-Topologie aufL?(A, Py); bereits durch die Halbnormed, ,(x) = |w({y|x),)], mit

w € Al undy € A erzeugt wird. Nun folgt die punktweise w*-Konvergenz der Fortset-
zungenT , gegenT ausdey ((Ta — T)x) = |w ({(Tz—T*)(y)[x),) |, der w*-Stetigkeit
vonA >y = (y|x), furallex € L%(A, Py) und der punktweisen w*-Stetigkeit der Ad-
jungiertenbildung auf MdrA, ). Die letzte Eigenschatt gilt, weil die w*-Topologie auf
Aj schon durch die Halbnorménp(y - )|| y € A} erzeugt wird.

Jetzt sei(T,)«e1 punktweiseo stop-konvergent gegeh. Dann istF, := T, — T punkt-
weise o stop-konvergent gegeh Fir allex,y € A gilt: Yp(y(To T, —To T)(x)) =
Y((T,—T) (T, (x)) +P(T(Y)(T, —T)(x)), d.h., T o T, ist punktweise w*-konvergent
gegenl™*oT. DaT w*-w*-stetig ist, konvergiert} o F , in der punktweisen w*-Topologie
auf A gegen0. Firx € L%(A,Py) undw € A/ folgt, wegenw((-|x),) € A,, fur alle

y e A:

w((YIFLFax)o) = w((FaoFu(y)lx)o) =0,

d.h., w- Iir_na?; F.x = 0. Daraus ergibt sich sofort die punktweisstop-Konvergenz von
T, gegenT. 0
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Bemerkung. Dieses Lemma rechtfertigt es, dafd wir die Fortsetzung eines Morphismus’
T € Mor(A,{) normalerweise nicht durch eine andere Schreibweise hervorheben, son-
dern wieder denselben Buchstalieverwenden werden. Da unsere Uberlegungen auch fir
den FallP, = - 1, d.h., fUr die GNS-Darstellung gilt, paf3t das mit unserer Vereinbarung
zusammen, dald wir hier flr fortsetzbare Morphismieuch keine neuen Symbole fur die
Fortsetzung verwenden, sondern nur durch die multiplikative SchreibWgjse € I,
gegenubel (x), x € A, auf den jeweiligen Gultigkeitsbereich Bezug nehmen.

2.3.4 In diesem Abschnitt stellen wir eine konkrete Realisierung kéi, Py) vor, in-

dem wir den Kolmogorov-Hilbertraufi(’ (vgl. Satz 2.1.7) als GNS-Hilbertraufi,, =
L?(A,1) von1 identifizieren. Diese Realisierung hat den weiteren Vorteil, daR die Paral-
lelen zur GNS-Konstruktion deutlicher hervortreten.

P, bezeichne, gemaR unserer Ubereinkunft auch die GNS-Darstellung,uuhh., die
Fortsetzung vorP, auf JH,,). H, := PoJ(,, ist der Projektionsraum voR,. Dann ergibt
A—P%)(Ysmp C B(Hy,), versehen mit dem inneren Produkiy) — x*y € AoP, ein Hilbert-
W*-Modul tiberAyPy = Ay. Man Uberlegt sich leicht, daAS_POUStOpaus der von Neumann
Algebra{A, P, durch Rechtsmultiplikation mi?, hervorgehtAP, > = {4, P} Po.

Satz. L?(A, P,) istisomorph zu dem Hilbert-W*-Mod(#, Po}" Py C B(Hy,) liberAoPo,
das mit dem inneren Produkt, y) — x*y € AoPo versehen ist.

i) Die Linking-Algebra ist durch

( AoPo Po{A,Po)”

{A,Po}"Po {A,Po}” ) C BHo® 3y

gegeben.

if) Durch
j i L2(A,Po) = LH(A )5 x — (x)

ist eine kontraktive Einbettung var(A, Py) in L%(A, 1) mit dichtem Bild definiert.
Dabei istoc der Isomorphismus zwisch&R(A, Py) und{A, Po}" P.

Beweis.i): Wir mussen einen Isomorphismus gemaR Definition 2.1.6 k&, Py)
auf {A, Po}" Py konstruieren. Dazu set € L%(A,Py) durch eine Folgexn)ney C

A in der stop-Topologie (vo?(A,Py)) approximiert (Satz 2.2.11). Dann konvergiert
(xnPo)nen C APy in der stop-Topologie vof (3{,,) gegen ein Element(x) = «(x)Py €
{A, Po} Po:

|| (Xn_ Xm)POEH = ” ‘Xn_xm|o£|| = d&(xn_ Xm) T, 0

Man Uberlegt sich leicht, daf¥(x) nicht von der approximierenden Folge abhéngt, so daf}
« zu einer wohldefinierten Abbildung voi?(A, Po) in {A, Po}” Po wird. Ist umgekehrt
y € {A, Po}” Py gegeben, so laRt es sich, wiederum nach dem Satz von Kaplansky 2.2.11,



2.4 Die Linksmultiplikation inL?(A, Py) 41

durch eine Folgéx.Py)nen C APy approximieren. Obige Rechnung zeigt dann auch die
Existenz vonx := s-lim,, x,, € L?(A, Py), d.h.,y = «(x). Damit istec surjektiv.

Die Abbildungm : Ay — AoPo; a — aPy ist ein *-IsomorphismusP, € A; zeigt
a(xa) = a(x)mt(a) fur alle a € Ay also i) von 2.1.6. For ii) sek = s-lim, x,, und

y = s-limyy, mit x,,,y, € A. Dann folgt aus deuo stop-o wop-Stetigkeit des inneren
Produktes (2.2.2) und derwop-o wop-Stetigkeit vonr (als *-Isomorphismus zwischen
zwei von Neumann Algebren, [BrRo1], Theorem 2.4.23):

a(x) a(x) = w*-lim,, Poxy,, = W lim 7t((xn [yn)o) = ({(x[y),) -
Damit istx ein Isomorphismus zwischdr?(A, Py) und{A, Py}” Po.

ii): Furx € L?(A, Po) folgt die Kontraktivitat vonj aus|| «(x) ||y = 1|)(7r((x|x>o))% <
[ <x\x>0||]7 = ||x||,- Die Injektivitat vonj und der Rest ist Routine. O

L?(A, Po) ist isomorph zu einem Hilbertmodul in Standardform (vgl. 2.1.2). Aufgrund
dieses Satzes werden wir nicht mehr zwischéf#, Po) und{A, P,}” P, unterscheiden.

Die Einbettungj in L?(A,) ist dadurch einfach die identische Abbildung. Fir das in-
nere Produkt verwenden wir weiterhin die Schreibweisey),, da sie in Formeln zur
Ubersichtlichkeit beitragt. In manchen Beweisen ist es allerdings vorteilhaft, wenn wir uns
daran erinnern, da{k | y), einfach durchx*y gegeben ist.

2.4 Die Linksmultiplikation in  LZ(A, Py)

Die reichhaltige Struktur des Wahrscheinlichkeitsrauo@s), A,) spiegelt sich in eini-

gen Eigenschaften vol’(A, Py) wieder. So laRt sich die Linksmultiplikation mit Alge-
brenelementen auf das Hilbertmodul Gbertragen. Fir unabhangige Elemente a3t sich sogar
ein Produkt inL%(A, Py) definieren. Damit haben wir auch in nichtkommutativen Wahr-
scheinlichkeitsrAumen die Entsprechung zu der bekannten Tatsache aus der klassischen
Wabhrscheinlichkeitstheorie, daR ein Produkt unabhandigétunktionen wieder ini_2

liegt. Gerade dieses Produkt wird uns in die Lage versetzen ein stochastisches Integral zu
entwickeln.

2.4.1 Satz.B und C seien zwei W*-Unteralgebren des Wahrscheinlichkeitsraumes
(A, ,Ap) undP3 bzw.Pe die zugehdrigen bedingten Erwartungen. Dann gelten fur das
Hilbert-W*-Modul L?(A, P,) folgende Eigenschaften:

i) PsL?(A, Po) = L*(B, Po).
i) Es gibt eineLinksmultiplikationmit Elementen aud auf?(A, P)
A X Lz(‘AvPO) > ((l,y) = ay € LZ(‘A>PO) )

die die gewohnliche Multiplikation aufl fortsetzt und in beiden Komponenten
gleichzeitigll -stetig undo stop-o stop-stetig ist, wenn die erste Komponente be-
schrankt bleibt. Sie definiert einen Operator @id ?(A, Py)), dessen Adjungierte
die Linksmultiplikation mit* ist.
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iii) Sind B undC Py-unabhéangig, so laft sich ein Produkt
L%(B,Py) x L*(C,Py) 3 (x,y) — xy € L}(BV €, Py) (2.12)

erklaren, das die Linksmultiplikation mit Elementen ddortsetzt und dieselben
Stetigkeitseigenschaften wie diese besitzt. Fir das innere Produkt gilt:

<X1U1 |X2Uz>o = <U1 | (X1 |X2>oyz>o ) (2.13)

f.a.x;, x> € L%(B,Py), y1,yz2 € L%(C, Py). Darliberhinaus gilt folgende Fortschrei-
bung der Moduleigenschaft der bedingten ErwartunBgrbzw.Pe:

Py xy = xPoy und Pexy = (Pox)y (2.14)
fur allex € L%(B, Py),y € L%(C, Py).

Beweis.Im Lichte von Satz 2.3.4 sind die Punkte i) und ii) klar. Gleichung (2.13) ist fur
xi € B,y; € G, i = 1,2, einfach (1.2). Sie bleibt richtig, wenn wiy; € L?(C, Py)
wéhlen. Dazu mussen dig nur durch beschrénkte Folgen aBisapproximiert und die
Stetigkeitseigenschaften der Linksmultiplikation mit Elementen aus der Algebra sowie die
Stetigkeit des inneren Produkts benutzt werden. Nun definieren wir fivs- lim,, x,, €

L2(B, Py), xn € B, und firy € L?(C, Py) das Element

xy = oS-lim, xy. (2.15)

Dafir missen wir uns von der behaupteten Konvergenz tiberzeugen: Fir eine weitere Ap-
proximationx = os-lim, x,, und allew € A7 gilt

m,n— oo

dw((xn_azm)y) = w(<y‘ <Xn_§m|xn_§m>oy>o) O»
denn die Abbildund %(A, Po) 3 x — w((ylIx[y),) ist o stop-stetig. Damit haben wir
auch gleich die Unabhangigkeit des Produktsvon der approximierenden Folge und
die Gleichung (2.13) erhalten. Es bleibt die Stetigkeit des Produkts zu zeigen. Dazu sei
x = 08-limyxa, xo € L3(B,Po), | x«llp < M undy = os-limgyg, ypg € L3(C,Po).
Dann gilt

Xalp — XY = (xa —x)(yp —Y) + (xa — x)y + x(yp —y) .
w((yl - y),) liegt nach ii) f.a.w € AJ, ebenfalls inA;, . Damit &Rt sich der erste
Summand abschéatzen:

deo((xe — X)(Up — 1)) = @ ((yp — U [xa — %2 (Y — U))o)
< X = x [ dw(yp — ) < 4M?do(yp —u) " =20,

Genauso verfahren wir mit dem dritten Summanden. Der zweite liefert den Ausdruck
w((y|lxa —xI5u),), der aufgrund der Stetigkeit van({(y| - y),) ebenfalls gegen Null
konvergiert. Schlief3lich ergeben sich die Beziehungen (2.14) aus der Definition (2.15) des
Produktesy und dero stop-Stetigkeit der bedingten Erwartundg&nbzw. Pe (vgl. A.1.1).

]
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2.4.2 Bemerkung. Schon in der kommutativen Wahrscheinlichkeitstheorie folgt aus der
paarweisen Unabhangigkeit dreier AlgebrénB und € i.allg. nicht mehr die Unabhan-
gigkeit von z.B.A V B und €. Daher laR3t sich in der allgemeinen Situation von Satz
2.4.1 die Multiplikation nicht ohne weiteres auf mehrere unabhéangige Faktoren ausdeh-
nen. Da wir aber unsere unabhangigen Unteralgebren normalerweise von der Filtrierung
eines weil3en Rauschens beziehen, haben wir die reichhaltigere Struktur einer solchen Fil-
trierung zur Verfigung: Sind die Intervalle ] und K paarweise disjunkt (bis auf even-
tuelle gemeinsame Randpunkte), so sind nach Definition 1.5.6 die zugehdorigen Algebren
Air, Ay und A unabhéngig tbed,. FallsI < J < L gilt, wenn die Intervalle also in
zeitlich aufsteigender Reihenfolge vorliegen, 1&3t sichIfir] ein IntervallK 2 TUJ

finden, das zu. immer noch disjunkt ist. Entsprechendes gilt fiund ] U L. Insbe-
sondere sind dann auch die AlgebrdnV A; C Agx und A bzw. A; und Ay V A
unabhangig UbeA,. Fur Elementex ausL?(A; V Ay, Po) und z; ausL?(Ag, Py) lalt

sich also das Produkt (2.12) bildexz; € 1%(A; V A; V AL Po). x kann aber selbst

ein Produkt seinx = xpyj, x; € L%(Ay,Po), y; € L?(Aj,Po). Mit den bisher ent-
wickelten Methoden 1aR3t sich nun leichtiyy)zi = x1(yjzi) zeigen. Nach (2.13) gilt
Po(x1y1)zL = (Poxryy) (Pozr) = (Pox1) (Poyy) (Pozt).

2.5 Eine Anwendung der Theorie:  A,®3,

WahrscheinlichkeitsraumeA, 1, Ao) in Tensorproduktform Ay, ® C, PR, Ao) gehd-

ren zu den wichtigsten Beispielen solcher RAume. Es lohnt sich daher, wenn wir einiges
der bisher entwickelten Theorie nutzen, um das zugehérige Hilbert-W*-Magair(,,

etwas genauer zu untersuchen. Wir erhalten einen Spezialfall des Tensorp®gdkts

eines Hilbert-W*-Modul<£ mit einem Hilbertrauni, das uns bei der Fortsetzung stocha-
stischer Integrale auf grol3ere Prozel3klassen begegnen wird (vgl. 4.2.5). Es scheint daher
ratsam, zunéchst @K, vorzustellen, seine Struktur aber gleich in dem allgemeineren
Rahmen vor€ @K zu untersuchen.

2.5.1 Die Kolmogorov-Darstellung. Die bedingte Erwartun@, von Ay ® € auf A, ist
vom TensortypPo(a ® y) = ap(y), a € Ay, y € C (wir identifizieren hierA, mit
Ao®1). Sehen wir uns das innere Prodyit ®@c; | a;®c2), = aja, ¢(cjc,) elementarer
Tensorem; ® ¢y, a; € A, ¢y € 6,1 =1,2, an, soist klar, dal3 jeder Abschluf3 vép® C
zumindest das algebraische Tensorproddiktx,g H,, enthalten mul3. Durch das innere
Produkt<a1 ® &Elar ® E,z>0 = a’{az <E,1 | E,z) und die Modulwirkung(a1 ® &)ay =
aja; ® &, fira; € Ao, &, & € Hy, 1 = 1,2, wird es zu einem Pra-Hilbertmodul. Seinen
W*-Abschluf3 bezeichnen wir mil,®@3H, und den C*-Abschlu mid, @ H,. Man
sieht sofort, dafd ® & als Operator irB(Ho, Ho ® Hy) (Ho = Hy,,) aufgefalRt werden
kann:a ® & : Hy 2 no — ano ® &. Lineare Fortsetzung und schwacher Abschluf3 fuhrt
zu einer minimalen Kolmogorov-Zerlegung des inneren Prod(kts von A @, mit
dem Kolmogorov-Hilbertrauni{, @ H,. Wie in 2.3.4 erhalten wir eine Darstellung des
Hilbert-W*-Moduls auf dem GNS-Hilbertraum voido @ €, Po@¢).
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Genauso gehen wir fl@ 2K vor. & sei ein Hilbert-W*-Modul iber der von Neumann
Algebra Ay C B(H,), versehen mit einem inneren Produkt),. Wir kdnnen& C
B(FHo, H), EFy = H annehmen und fassen Elemert® &, x € &, & € K, als Ope-
ratoren inB(Hy, H ® X) auf:

XxXQE:HodMnNo— xno®éEeHRXK.

Das innere Produkt adf@X wird fir x1,x; € €, &1,&, € K durch(x; ® &1 %2 ® &) =
(x11x%2)0 (&11 &2), die Modulwirkung durchix ® &)ap := xao® &, furx € &, & € K,
ap € Ay, erklart.

2.5.2 Direkte Summendarstellung. Ahnlich wie beim Tensorprodukt von Hilbert-
raumen, gibt es auch fif®X eine Darstellung in Form einer direkten Summe. Da-
zu wahlen wir ein vollstandiges Orthonormalsysté);cy von K. Offensichtlich liegt
Ih{€& @ ¢;| i € N} ostop-dicht in€@XK. Wir orientieren uns nun an bekannten Hilber-
traumtechniken, um fiir jedes € €@K eine Darstellung = 2 nXi ® & Mit ostop-
konvergenter Summe zu gewinnen. Dafiir verwenden wir den Projekter 1 ® [ei] €
B(H ®K). Man macht sich schnell klar, d@Rin L (E@K) liegt: Die Ao-Linearitat ist of-
fensichtlich, ebensB; € ®aq K C € ®a4XK. Durcho stop-Abschluf3 bleibt diese Inklusion
erhalten (vgl. (2.10))0; ist selbstadjungiert. Nun definieren wif durchx; ® &; := 0;x.
Wir zeigenx = os-limy Y1, x; ® &i. Aus

N
’x— E X & &4
i=1

folgt ZL Ixi]2 < |x|?, also die Beschrénktheit der Summe und daher die

N
2
=xPP=> x>0 (2.16)
i=1

o stop-Konvergenms-limy 31, [xi3 = Y2, [xil2 < [x[?> (Besselsche Ungleichuhg
Diese Ungleichung muf3 wegen der \Vollstandigkeit Yop i<y eine Gleichung (di®arze-
valsche Gleichungwerden. Die Projektore®y, := ZL 0; konvergieren namlich mono-
ton gegen Iv 1, so daf3

N N
(Eol Y Ixilamo) =) (ol (x]01x) Mo) = (x&o|Onxmo)
i1 i
N — oo

(xEo | xM0) = (&0 l1x|*M0)

f.a. &o,mo € Hy, das gewtinschte Ergebnis zeigt. Da die linke Seite in (2.16) nun eine w*-
Nullfolge ist, erhalten wix = os- limy Z]i\':] Xi @ €1 =t Y. 1% @ ¢4. Die Eindeutigkeit
dieser Darstellung ist klar. Wir fassen unsere Analyse zusammen:

Satz. Das Hilbert-W*-Modul&®X ist isomorph zu
D& = {(x)n C €| X 24Ixil§ existiert imo stop-Sinng

versehen mit dem inneren Prodyke: )y | (yi)n) := > i (xi| Y1), und der Modulwirkung

(xi)ya = (xia)y, a € Ao. Jedesx € E@XK besitzt eine eindeutige Zerlegumg=
DX ® e, Mitxg == 1® [ed x € €.
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Korollar. Das Hilbert-W*-ModulA,@H, zu(Ay @ C,Po ® @, Ap) istisomorph zu
DrAo = {(a)y C Ao | >, aja, existiert imo stop-Sinng,

versehen mit dem inneren Produkt)n | (b)) == > 2, afb; und der Modulwirkung
(ai)yb = (aib)y, b € Ao. Jedesx € ARH,, besitzt eine eindeutige Zerlegurg=
Y 2 ai® e, Mitag = (I® ei|x), € Ao.

Bemerkung. Der AbschluR vonA, ®aq H, in der Norm ist das Hilbert-C*-Modul
Ao ® He = {(ai)y C Ao| X%, aja, existiertin der Norn} ([Lan]). An dieser Stel-
le &3t sich nun einfach einsehen, dafl? durch den w*-Abschluf3yan I, zu A,®@H
normalerweise eine echte Erweiterung stattfindet. So liegt etwa eine Folgepaarwei-
se orthogonaler Projektorgn € A, in Ay®FH,,, nicht jedoch inA, @ H,,. Natirlich
stimmen beide Raume Uberein, wefip endlichdimensional ist.

2.5.3 Zuletzt wollen wir noch den FalM, ® I, vorstellen, weil hier das Modul eine
besonders einprdgsame Darstellung erlaubt. Elemente aus diesem Hilbertmodul kénnen
wie folgt realisiert werden:

Ma® 3, ={ (& 82) | &£y € Ho}
mit der Modulwirkung

(5,11 5,12) (6111 a12> - <a11£11 +an&i anén+axnén

ay € C
& &x az az anén +axnén anént+ azzazz) ’ Y ’

dem inneren Produkt

<(ﬂn mz) ‘ (511 &1z>> _ <<ﬂ11 [En) + (21 [€21) (M| &2) + <ﬂz1!<izz>>

21 M2 En &)/, \M2l&n) + Mazl&a) (M2l &2) + M2l &22)

und fur unabhangige Elemente des Moduls

N Mz (& &z _ (Mn&n+néa M +neés
N2t M2/ \&x &2/ Nar&n +N2én Naéinz +M2én/

Dabei gehdrem;; undé;; zu den GNS-Hilbertraumeq-unabhangiger Unteralgebren von
C, und mitn;;&x ist das Produkt im GNS-Hilbertraut,, gemeint (das in unserer Kon-
struktion 2.4.1 enthalten ist, wenn wir als bedingte Erwartung den Zusgtarsiiwenden).

2.6 Drei Ebenen des weil3en Rauschens

Mit den Ergebnissen der letzten Abschnitte haben wir nun drei Ebenen zur Verfligung, auf
denen wir das weil3e Rauschen betrachten konnen. Da ist zuerst die algebraische Ebene

(AW, Se, (A, (2.17)
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auf der wir das Rauschen eingefihrt haben. Die zweite Ebenen ist die ddswuA,)
gehorenden Hilbert-W*-Modul&?(A, Py):

(L*(A, Po), 1, Sy, (L*(A1, Po))1) - (2.18)

Nach Satz 2.3.3 lassen sishund P; mit allen wiinschenswerten Stetigkeitseigenschaften
aufL?(A, Py) ausdehnen und nach Satz 2.4.1 ist dad zgehorenden Hilbert-W*-Modul
das Untermodul?(A1, Py). Die Unabhangigkeit der AlgebreA; und A; fur disjunkte
IntervalleI und] drickt sich in (2.13) aus.

Als dritte Ebene haben wir noch die GNS-Darstellung

(LA, 1), 1, Sy, (LA )) - (2.19)

Hier gilt dasselbe, was zur zweiten Ebene zu sagen war, denn der GNS-Hilbertraum ist
ja das Hilbert-W*-Modul zu(A,y, C - 1). Allerdings gibt es einen entscheidenden Un-
terschied: Wir haben unte fir unabhangige Elemente keine Faktorisierungseigenschaft
mehr zu erwarten. Das ist der Grund, warum das stochastische Integral ni¢f} ent-

wickelt wird. Zwar 4Rt sich eine Integrationstheorie MoiiA, Py) in L?(A,1) abbilden,

aber das bedeutet, dald nur Prozesse zur Integration zugelassen werden kdnnen, die ur-
spriinglich aug.?(A, Py) stammten.



3. Additive Kozyklen

3.1 Unitale Kozyklen

Wir gehen von der Hilbertmodul-VersiofL.%(A, Py), 1, Sy, (L?(A1, Po))1) eines weilRen
RauschengA, V, S, (A1)1) aus.

3.1.1 Definition. Wir bezeichnen eine w*-stetige Familie:= (u,)>0 C L%(A, Py) als
unitalen Kozyklus(zum weiRen Rausché¢h?(A, Py), 1, S, (L%(A1, Po))1)), wenn sie fir
alle t, s > 0 die folgenden Eigenschaften besitzt:

I) |ut’0 == :“1
i) we € L2 A4, Po), (Adaptiertheit)
i) wes = (Seus)uy. (Kozykleneigenschatft)

Ein unitarer Kozyklus (1.7.3) ist offensichtlich auch ein unitaler Kozyklus. Wie fur unitére
Kozyklen folgt aus den geforderten Eigenschafign= 1: Aus ii) erhalten wiruy, € Ay

und aus iii)u, = u$, oderu,(u, — 1) = 0. SchlieBlich bedeutet yju, = 1, also

U, — 1 =ufuy(uy,—1) =0.

Auch dieo stop-Stetigkeit &3t sich, analog zum unitéren Fall, folgern. Dazu bendtigen wir
ein kleines Lemma, das eine technische Eigenschaft auf den Punkt bringt, die eigentlich
klar ist, die wir aber in unseren Beweisen wiederholt benutzen werden.

Lemma. Eine w*- bzw.o stop-konvergente Folge aukPy C B(IH,) ist auch inB(IHy,)
w*- bzw. o stop-konvergent.

Beweis.Die Abbildung Ay > a — aPy € B(H,,) ist ein *-Isomorphismus vort, auf
AoPo und daher w*-w*- bzw.o stop-o stop-stetig. O

Nun zur Stetigkeit vont. Es gentigt die stop-Stetigkeit zu zeigen, da ein unitaler Kozyklus
jallllo-beschrankt ist. Es gilt (vgl. (2.13)):

< Squs)u U | (Stus) Uy — ut>o
=1 (u| <us [ Bowe)o — (Wl (A ug)our)o + 1
= (e [(T—us[ Doue)o + (e | (AT —ug)oute)o,

|ut+s ut|o =

a7
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also wegen der vorausgesetzten w*-Stetigkeitwamd obigem Lemma fu§ € H,

s— 0

de(Ueps —w)? = (W | (1 — ug | D gweE) + (W& | (11— ug)ouiE) 0.

Diese Rechnung zeigt auch wieder, dafl3 die Stetigkeit nueird geprift werden muf3.
Die Faktorisierung unabhangiger Elemente umgrdie eben bewiesene Stetigkeit van
und iii) ergeben nun die erste wichtige Folgerung: Durch

At = <]l ’ ut>0 = Pout = eKt (31)

wird eine stark-stetige Kontraktionshalbgruppe:= (A¢)w0 C Ao Mit einem zuA,
affiliierten GeneratoK definiert. Fir eirg, aus dem Definitionsbereidd(K) von K und
eina’ € A} gilt namlicha’KE = limg o 1(A¢ — 1)a’E, worausa’é € D(K) unda’KE =
Ka’g folgt. Das bedeutet’K C Ka' fur alle a’ € Aj, also gerade die Affiliiertheit voK
ZUA,.

A ist genau danni-stetig, wennu || [lo-stetig ist. Das liegt an folgender Abschatzung:

1A= 21 = 1 ue = Dol || < [lwe— BRG] = [ — A3
= 11— {ue[ D)o = (A ugo + 1]
< A =T+ AT - 1.

Die zweite wichtige Folgerung ist, dafd duRh(x) := (u|xuy),, x € Ao, €ine punktwei-

se w*-stetige Kontraktionshalbgrupfe:= (Ri)«o auf.A, definiert wird. Die Stetigkeit

folgt sofort aus dew stop-Stetigkeit vont und den Stetigkeitseigenschaften von.),.

Die Halbgruppeneigenschatt ist, wie nicht anders zu erwarten, eine Folge von (2.13): Fur
allex € Ay haben wir

Rips(x) = ((Sews)uy| X(Stus)ut>0 = (Ul (us |Xus>out>o = Ry o Rg(x) .

Istw |l lo-stetig, so isR | [I-stetig. Das ergibt sich vollig analog zum Fall unitérer Kozyklen
in 1.7.4. Wir stellen unsere Uberlegungen in folgendem Satz zusammen:

3.1.2 Satz.Ein unitaler Kozykluar C 1?(A,P,) definiert UberA, := Pyu, eine stark-
stetige Kontraktionshalbgruppe auly, die genau dani|-stetig ist, wennu | llo-Stetig ist.
DurchR; := (u| - uy), wird eine vollstandig positive, punktweise w*-stetijerhaltende
Kontraktionshalbgruppe aud, erklart, die fur| llo-stetigesu | II-stetig ist.

Nachdem wir in 3.2 die Konstruktion additiver Kozyklen aus unitalen behandelt haben,
werden wir die in 3.4.3 gewonnenen Ergebnisse nutzen, um den Generaf®anange-
ben.

3.1.3 Proposition. Fur r,s,t > 0 unda € A gilt:
i) <Srus ’ aut>0 = Rs(aAt—r—s) Ar, 0<s<t-—r,

i) (Syug | aue)y = Rer (AL @) Ay, 0<t—r<s.
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Beweis.
t—r>0:

. (2.13) (X (us | auey) o ur),

= (Us| aug)o A, (+)

<Srus ’ aut>o = <Srus | (Sraut—r) ur>

0<s<t—r:

<Srus ’ au—t>0 (;) <us ‘ a(ssutfrfs) us>0Ar (2.:13) <us ‘ Cl<]l | utfrfs>o us>

= RS (aAt_r_s) AT .

oAr

0<t—r<s:

<Srus ’ aut>o (;) <(St—rusf(t7r)) Wty } aut—r>o Ar (2-:13) <ut—r } A:—t+raut—r>o AT

=R+ (Afc0) A O

T

3.2 Die Standardkonstruktion

Versehen mit den Ergebnissen des vorigen Abschnittes kbnnen wir uns nun daran machen,
dasin 1.9.2 an einem einfachen Beispiel vorgestellte Programm zur Konstruktion additiver
Kozyklen durchzufiihren. Wir gehen von eingéig-stetigen unitalen Kozyklus mit A :=

Pou; = et aus.

3.2.1 Proposition. Fur einen unitalen Kozyklus C L?(A, P,) existiert

ng —1

bt = lllo- Z,!girz,rgt) é Stiuti+1_ti — Ati+]—ti € LZ(A[O’:(], PO) . (32)

DabeiistZ := {t; > 0| 0 =15 < t; < ... < t,,, =t} eine Zerlegung des Intervall8, t]

mit der Feinheity := max{[ti,.; —t;|[i =0, ..., ng—1}. Z(t) ist ein Netz von Zerlegungen
des Intervalld0, t], dessen Feinheit gegen Null konvergiert. Seine Halbordnung ist durch
Inklusion gegeberZ = W, fallsW C Z, fur Z, W € Z(t).

Der Grenzwerb, ist unabhangig von dem verwendeten Netz.

Beweis.Wir setzen

Tl.Zfl

Cz(t) = Z Stiuti+]_ti — Ati+1—ti . (33)

i=0

Wir zeigen, daR(cy(t))zez) in L2(A, Po) ein lllo-Cauchy-Netz ist. FUR, W € Z(t)
bezeichn&'W die gemeinsame Verfeinerung varund'W. Wegen

lez(t) —cwlt) ]l < [[ezlt) —caw(t) ||lo + [[ew(t) — cawl(t) ||, (3.4)
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genugt es||cz(t) — caw(t)||3 zu untersuchen, und fur diesen Ausdruck wiederum ist
(cz(t) | caw(t)), maBgebend. Fur die PartitictW seient; + s;5,j = 1,...,n* — 1 die
zusatzlichen Teilungspunkte im Intervéll], t;, ;). Wir setzenvs :=us — A flrs € [0, t],

Si0 = Ound Sint = tir — b

k1

(CZ(t) | caw(t) >o = <Stivti+1 —t
i0 k=0 j—0

3
~N
L
3
I
L
3

Stk+5k,iv5k,i+1 —Sk,j >o

= <uti+l —t — A, Sij —sij Asi,j+1 —Si >0
i=0 j=0
T\.Zf.l TLi—1
— . *
- <uti+1_ti Ssiviusi»iﬂ_si»i >0 Atwl*tiASi,iH*Si,i
i=0 j=0
T\.Zf‘l TLi—1
_ * * Ak
o ASi,jRSi,jH*Si,j( ti+1*ti*51.j+1) ti+1*ttASi,j+1*Si,j )

denns; i1 — sij < tip1 — ti — sq; erlaubt die Anwendung von Proposition 3.1.3, i),

Si,j (Rsi,iJrl*Si; Id)( g1 —ti—sije1 :“)

(tit1—ti)—(si,j41—5i,5) Si,j+1—Si,j Asi,j+l —Sij )

+ Al (1— A

Diese beiden Summanden werden getrennt untersucht. Zunachst folgt aus der Normstetig-
keit der HalbgruppefiRs)>o und(A+)>o die Existenz einer Zatil > 0 mit
[Re—id| <M-t, A1 <M-t, [[AJA-1|<M-t.

Damit 1aR3t sich der erste Summand folgendermal3en abschatzen:

H Z Z A:i,j (RSLH]*SU d) (A;Jrl —ti—sij+1 _ ]I) H

i=0 j=0

ng—1nt—1

<M? (i1 — s15) (tisa — ti — Si541)
i=0 j=0
ng—Int—1

2

<M~ ($ij+1 — Si)(ti1 — t0)
i=0 j=0
nz—1 nz—1

=M*. (i — t)* < M?- 8, Z tig—t

i=0 i=0
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=M?- 52t < M?-max{dz, Sy} - t.
Der zweite konvergiert gegent - (K + K*) =t - A:

le,f.l T‘Lif1
H Z Z A(ti+1—t1)—(si,j+1—si,j](Jl - Asi,j+1_si,jASi,j+l_Si,j) —t- AH

TIZ71 Tll 1

< Z ‘ t1+1*t1 (si,j+1—5i,j) :“HH]I A51;+1 SL;ASLH]*Sm

ng—Iniol g Ax
|

Si,j+1781j Si,j+1781j

- /\H (81541 — 8ij)
Sij+1 7 Sijj

IA

M? - ((te — t) = (si501 — 815)) - (S50 — Siy)
+ €-(Sij+1 — Sij)

MZ(tigr — i) (sij01 — Siy) + €t

™

< (M2 85+4¢)-t< (M? max{ds,&w) +¢)-t

Dabei wurde|| M—A A| < efuralle0 < 6 < &, mit geeignetens.. > 0, benutzt und
angenommen, daB méd, O} < 6. erfullt ist. Fur alle Zerlegunge, W € Z(t) mit
max{dz, dw} < Min{d., ¢} erhalten wir somit
[{ez(t)czw(t)o— A~ t]| < e (M +1) -, (3.5)
also
[ez(t) —caw(t) 5 < [{ca(t) [ca(t))o — A t] + [[{calt) [czw(t)o — A - t]]
+ [ {caw(t) [ez(t))o — At + [[{caw(t) [ezw(t))o — A -t
< de-(2M241) -t

Dieselbe Abschéatzung ergibt sich nattrlich auchfféiy(t) — czw(t) ||3, so dal

ca(t) —cw(t)]|3 < 16e- (2M? +1) -t

fur alle Zerlegungert,, W € Z(t) mit Z,'W = Z. € Z(t) qilt, sobaldZ. eine Zerlegung
mit einer Feinheit kleiner als mif,, €} ist. Damit iSt(cx(t))zez«) €in Cauchy-Netz mit
einem Grenzelemett, := Il lo- limyc1) c2(t) € L2(A, Po).

Die Unabhangigkeit vorb; von dem verwendeten Netz(t) kann leicht mit Hilfe der
Abschatzung (3.4) eingesehen werden. O



52 3 Additive Kozyklen

3.2.2 Die Kozykleneigenschaft.Aus zwei NetzenZ(s) und Z(t) von Zerlegungen
des Intervalls[0,s] bzw. [0,t] wie in Proposition 3.2.1 definieren wir auf folgen-
de Weise ein NetzZ(s + t) von Zerlegungen fur das IntervalD,s + t]: FuUr

Zs = {si>20]0=s0<s1<..<sn, =s} € Z(s) seit + Zs die Zerlegung
{t+si] 0 =50< 871 < ... <sn, =s}des Intervalldt, t + s]. Fur jede PaafZ.Zs) von
ZerlegungenZ, € Z(t) und Z; € Z(s) definieren wir durchiZ := Z, U (t + Zs) =
{(ti>0|0=to<t1 <..<tn =tfU{t+si|0=s0<s7<..<s, =s} eine Ele-
ment des Netze&(t + s). Die Feinheit dieses Netzes strebt offensichtlich gegen Null.
Wir erhalten:

ny—1 ns—1

CZ(t + S) - Z Stl (vtpr]—t‘l) + Z St+si (VsH]—Si) - CZt (t) + StCZs (S) .
i=0 i=0

Aus der in 3.2.1 bewiesenen Netzkonvergenz Voa(t + s))zezt+s), (Cz (1)) zez)
und (cg, (s))z.ez(s) 9egenbys, by bzw. by erhalten wir die Kozyklengleichung fir
b= (by)=0 C L2(A, Py):

bt+s - bt-l-StbS, t,S Z O (36)
Nach Gleichung (3.5) ist
; 2 2 __ 4 S *
Jim lez(0F = [bd =t A=—t(K+K). (3.7)

Daher ergibt sich diello-Stetigkeit vont — b, aus
|bt - bs% - |S\t75\b\tfs\|é = |b\tfs\‘é = ‘t - S‘ AW

Hier wurde die Kozykleneigenschaft (3.6) und die Unitaritat SeaufL*(A, Py) benutzt.
b, ist zentriert, denm; ist es:

n271

(A1be)o =1l Jim D (v, 1) =0.

Furb gilt der ‘Satz des Pythagoras’ in folgender Form:
beslg=(t+s)-A=t-A+s-A=[b5+]bs5.

Wir fassen diese Eigenschaften zur Definition eines additiven Kozyklus zusammen.

3.2.3 Definition. Eine Familiep := (B+)w>0 C L%(A, Po) heiRtadditiver Kozyklus(zum
weiRen Rauschefl?(A, Py), 1, S, (L?(A1, Po))1)), wenn sie folgende Eigenschaften be-
sitzt:

) Bt € L?(Apuy, Po), (Adaptiertheit)
i) Biis = Pt + SiPs, (Kozykleneigenschatft)

i) t— Py ist ostop-stetig.
Hierbei ists, t > 0. Gilt zusatzlich(1| 3+), = 0, so nennen wir den Kozyklasntriert
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Wir werden uns im nachsten Abschnitt davon Uberzeugen, dald diese Eigenschaften die
‘wesentlichen’ sind, d.h., dal® durch sie die Ergebnisse aus 3.2.2 reproduziert werden kon-
nen.

3.2.4 Durch die Konstruktion (3.2) haben wir also aus eingstetigen unitalen Ko-
zyklus u mit zugehoriger Kontraktionshalbgrupge, = Pou, = €<t einen zentrierten
additiven Kozyklusb mit |b.|3 = —(K + K*)t gewonnen. Eine kleine Abwandlung dieser
Konstruktion ergibt einen nichtzentrierten additiven KozykBus

TIZ71

Bui=llo- lim > Sy (uy,,— — 1), (3.8)
i=0

2e2(t)

denn die beiden Ansatze (3.2) und (3.8) unterscheiden sich nur durch den Term
S Ay, — 1, von dem leicht einzusehen ist, daR er in der Norm gégerkonver-

giert. Der Zusammenhang zwischen dem zentrierten Kozyklusd dem nicht zentrierten

B besteht demnach i, = by + Kt.

Die Konstruktion (3.2) bzw. (3.8) werden wir von jetzt an 8andardkonstruktiome-
zeichnen.

3.3 Beispiele zur Standardkonstruktion

In diesem Abschnitt wollen wir die Standardkonstruktion mit einfachen unitaren Kozyklen
zum klassischen und dem Poissonschen weifl3en Rauschen illustrieren.

3.3.1 Wir Uberlegen uns zunachst, auf welche Ausdriicke wir stol3en, wenn wir versu-
chen, den additiven Kozyklus zu identifizieren, der zur Standardkonstruktion bzgl. eines
unitaren Kozyklusu gehort. Da die Konvergenz der Standardkonstruktion gesichert ist,
benutzen wir fur (3.2) ein€™-Zerlegung’ des Intervallf, t], wie in (1.9):

2n—1

Salt) = Z [Sis s, — As, ],

i=0
mit &, :=t -2, A, := Pouy = e¥t. Abzuschatzen ist der folgende Ausdruck:

1 1

2
‘ Z [Sis, Us, — As, ] — by
i—0

2
= ‘ E Sis, (U, —As, —bs,)
0 : 0
i=0
mog

=Y 1-A}; A, +0ubil§—2Re(u; by )o. (3.9)
i=0

Die Summe der ersten drei Ausdriicke konvergiert geggf+ K*)t + |b;|3t. Der letzte
Summandus, | bs, ), und|b;|3 mussen konkret ausgerechnet werden.
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3.3.2 Die Brownsche BewegungWir starten mit dem unitaren Kozyklus, := et ¢
L*>(8’, %, u), mit dem Brownschen Bewegungsprozé®R).~o C L*(8’,Z, u) aus dem
einfihrenden Abschnitt 1.9.2, ist durch den Erwartungswel(-) bzgl. dem Bochner-
Minlos-Mal3 1 gegeben g, = C - 1). Als Ergebnis der Standardkonstruktion bzgl.
vermuten wirb, := iAB,. Dannistb, |3 = A’E(B}) = A2undA, = e *¥2,d.h.K = -2
Den letzten Summanden in (3.9) erhalten wir folgendermal3en:
d d _ 2%t 2
e 2

3 —iB¢ _ —is t _ _ _ ATt
(U] by =iAE(e B By) = — Ele ABu) T = Nte T .

Damit konvergiert (3.9) gegen(—% — %)t + A%t — 2A%t lim,e%/2 = 0. Unsere

Vermutung erweist sich somit als richtig.

3.3.3 Der Poisson-Prozel3Mit Hilfe des zentrierten Poisson-Prozes3gs= X; — At
der Intensita® > 0 und Sprunghohé (vgl. 1.5.2) bilden wir mit beliebigenx € R die
unitaren Kozyklenu, := et undv; := e***t, Diese Beispiele zeigen, daR wir mit den
Vermutungen Uber das Ergebmisler Standardkonstruktion etwas vorsichtig sein missen:
Anders als im Fall der Brownschen Bewegung erhalten wir nicht étwq, sondern in
beiden Beispielet, = (e'* — 1)Y,. Dabei ist nicht bemerkenswert, daR die Kozykien
undv denselben additiven Kozyklus liefern, denn sie unterscheiden sich ja nur um einen
Phasenfaktor&**t, der bei der Standardkonstruktion nur in dem harmlosen gemeinsamen
Faktor e ***~ zuy Buche schlagt. An diesem Beispiel wird vielmehr deutlich, daR die Stan-
dardkonstruktion bzglv normalerweise nichb, = ixY, liefern darf: Wir missen flirx
nur 27t wahlen, unv, = 1 und damitb, = 0 zu erhalten.
Wir kdnnen den Beweis flr den behaupteten Grenzivert: (e — 1)Y, direkt fihren,
nach dem gleichen Schema, wie in 3.3.1 vorgezeichnet und werden das unten auch tun.
Da aber der klassische Poisson-Prozel3 einen solch ubersichtlichen Pfadraum besitzt, ha-
ben wir hier die Chance, die Standardkonstruktion pfadweise verstehen zu kénnen. Wir
beginnen mit:

A = ]E(eiocxt) _ e(ei“—m\t —. gkt

Damit erhalten wiw € Q:

P P
Sn(t)(@) = ) Sis, (6% —¥n)(w) = Y @hXnnonTihen (o) — 21k
k=0 k=0

2n 1
— E eioc(w(k+])5n—wk5n) . t61:1eK5" .
k=0

Die Summe enthalt fur fast alle € Q und fur gentigend groRes< N nur Summanden,
fur die zwischerkd,, und(k + 1)8,, genau eine, oder keine Sprungstelle votiegt. Die
erstgenannten summieren sich also ¥i&(w). Erganzen wir das z(e** — 1) X{(w), so
ergibt die restliche Summe gengdf,' (1 — e<®~). Zusammengenommen erhalten wir:

n— oo

(e —1) Xy (w) + 5, (1 — e*n)
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(€% — 1) Xe(w) — Kt = (€ = 1)(Xy(w) —At) = (€ — 1) Yy(w).

Nun die direkte Methode nach 3.3.1 fiir A, = E(e!®) = el —la-DAt —. oKt gq
dalR—(K + K*)t = 2At(1 — coq«)) = At|e!* — 1|2 Fir den vermuteten Grenzwert
b, = (e —1) Y, gilt |b,|5 = E(bib,) = At]|e** — 1> und

(el b = E(e % vy (€% — 1) = i L E(e %) (e 1)

‘ ds s=x
= At]e!* — 1% X',
Damit konvergiert (3.9) gegent | — 1| — 2At [e** — T[> Re lim,, €< o = 0.

Bemerkung. In 6.1 fihren wir die Standardkonstruktion zu einem unitdren Kozyklus des
verallgemeinerten Poissonschen weil3en Rauschens aus Abschnitt 1.8 durch.

3.4 Eigenschaften additiver Kozyklen

3.4.1 Stetigkeit. Wir untersuchen zunachst die Stetigkeit zentrierter additiver Kozyklen
b = (bi)wo. ES wird sich herausstellen, dal fur sie die in 3.2.3 geforderte Stetigkeit
automatisch erfullt ist, ja dald sogél-Stetigkeit vorliegt. Die Ursache dafir ist die sog.
Martingaleigenschafton b:

P(foo ,t]bt+s = by

fa.t,s > 0. Diese kann wegen der stochastischen Unabhangigkeif ¥0f o), Po)
und L*(A(_ 4, Po) leicht folgendermaRRen eingesehen werdBp:,, gbiys = by +
P t1Pito0)Stbs = by + Pobs = by. Nach Lemma 1.4.3 und Satz 2.3.3 ist die Abbil-
dungt — P y punktweiseo stop-stetig. Daher folgt aus

bt+s - P(—oo,t+s]bt+1 io’ P(—oo,t]bt+1 - bt (3-10)

o stop

zunachst dies stop-Stetigkeit vorb. Fir die behauptetglo-Stetigkeit zeigen wir etwas
mehr, als wir im Augenblick bendtigen. Wir stellen damit, bei nur geringem Mehrauf-
wand, ein Ergebnis bereit, das wir spater fur die Entwicklung des stochastischen Integrals
brauchen werden (vgl. (4.3), (4.4)). Dazu sei= (ci)>0 €in weiterer zentrierter Kozy-
klus. Fur jedeg > 0 definieren wir durchdy > a — (b¢| acy), eine lineare Abbildung
I, auf Ay. Mit der Kozyklengleichung und der Zentriertheit vonbzw. ¢ erhalten wir
(be|aSics))y = (b [ 1)4(1] acs), = 0 und damit

Mis(a) = (beyslaces)o = (be + Sibglalce + Sice))o = (belacy)y + (bslacy),
=T(a) +Ts(a).

Fur alle w € Ay, ergibt sich daraus die stetige Funktionalgleichun@™ s(a)) =
w(T(a)) + w(Ts(a)) (denn nach unseren obigen Uberlegungen ist I',(a) w*-stetig),
die bekanntlich die einzige Losung(li(a)) = t - w(li(a)) besitzt. Daw € A,, die
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Punkte inA, trennt, folgtl(a) = Iy(a) - t fur alle a € A,. Die Illo-Stetigkeit vonb
erhalten wir nun einfach fit = 1 undc = b aus|b|3 = [bs]3 - t.

Einen nichtzentrierten additiven Kozyklgsspalten wir auff3; =: by + Pof3¢. t — by ist

Io- undt — Py o stop-stetig. Dieselbe Argumentation wie fiergibt Py, = K - t,

mit K := Pyf31 € Ao. Damit ist also auclf | llo-stetig.

Es sei an dieser Stelle bemerkt, daf3 fur nichtzentrierte additive Kozyklen auf die Stetig-
keitsforderung iii) in 3.2.3 nicht verzichtet werden kann. Man braucht ja nur eine nichtste-
tige Losung der Funktionalgleichuri¢t + s) = f(t) + f(s) durchf := f(t) - 1 zu einem
additiven Kozyklus zu machen, um einzusehen, daf3 die Stetigkeit im nichtzentrierten Fall
keine Folgerung aus den Ubrigen Eigenschaften des Kozyklus’ ist.

Schlieflich sind die Abbildunged, > a — A(a) = bjab, und Ay > a — TI'(a) =

bjac, w*-w*-stetig (vgl. Satz 2.3.4).

Wir fixieren unsere Uberlegungen in folgender Proposition:

3.4.2 Proposition. Ein additiver Kozyklug ist Il lo-stetig und a3t sich gemgh = b +

K- t, K € Ay, in einen zentrierten und einen nichtstochastischen additiven Kozlyklus
bzw.K - t aufspalten. Fir einen weiteren zentrierten additiven Kozykiusd allea € A,
folgt mit der w*-w*-stetigen, vollstandig beschrankten Abbildiing- (b | - ¢;), und der
w*-w*-stetigen, vollstandig positiven Abbildumng:= (b;| - by), fur alle a € Ay:

(bi|ace)y=T(a) - t, (3.11)
(belaby)y = Ala) - (3.12)

—+

3.4.3 Der Generator vonR. Mit den Techniken aus 3.2 sind wir nun in der Lage, den
Lindblad-Generatot der Halbgrupp&, := (u.| - w),, die aus einemi-stetigen unita-

len Kozyklusu gebildet wird, mit dem gemal 3.2.1 mugehérenden additiven Kozyklus

b in Verbindung zu bringen. Dazu bestimmen wir die Abbilduk@us Proposition 3.4.2.

Die Netzkonvergenz in Proposition 3.2.1 erlaubt es uns dabei, eine einfache, ndmlich aqui-
distante Zerlegungsfolgg,, := {16,] 6, :=2""t,1 =0,...,2"} € Z(t) von [0, t] in der
Standardkonstruktion (3.2) zu verwenden:

2n—1

Ala) -t = (bylabyy =limy, Z (Sisn (us, —As, ) aSss, (us, — As,))o

1,j=0
2n—1

=limy, Y (us, — As, lalus, —As,))g
i=0

=lim, 3 (Rs,(a) —a+a—Aj aA; ) -t

= (L(a) = K*a — aK) - t.

Damit ist der Generatdr durch
Ao a— L(a) =A(a) + K'a+ akK, (3.13)

gegeben. Aug (1) = 0 ergibt sichA(1) = |by|5 = —(K + K*) > 0.
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3.4.4 Das Ergebnis dieses Kapitels kdnnen wir nun wie folgt zusammenfassen:

Theorem. Ein | llo-stetiger unitaler Kozyklus. ¢ L?(A, Py), mit zugehdriger Kontrakti-
onshalbgruppé\ := Pou, = €t, definiert durch die Standardkonstruktionen

Tl.z—]

Bt = lo- Zggt) ;O Stiuti+],t.l — ]l, (314)
bzw.
T‘I.Zf‘I
bt = lo- Zgggt) % Stiuti+1 — — Atw] — (315)

einen additiven, bzw. einen zentrierten additiven KozyRus: L[%(A,Py) bzw.b C
L%(A,Po).  und b hangen uberf, = b + K - t zusammen. Dartiberhinaus gilt
bel2 = —(K+K*) - t.

DurchR; = (u| - uy), wird auf.A, einellll-stetigel-erhaltende Kontraktionshalbgruppe
definiert, deren Lindblad-Generat@rdurch

L(a) =A(a)+ K'a+ aK, ae A, (3.16)

mit A := (b;| - by), gegeben ist.
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3.4.5 Fur eine spatere Anwendung (Lemma 4.5.4) stellen wir nun noch ein technisches
Ergebnis bereit.

Lemma. b sei der additive Kozyklus zu einem unitalen Kozykigemal der Standard-
konstruktion. Dann gilt miA; := Pou, undA == (b | - by),:

t

(b]awy)y = J A(aAg)Asds, acA,. (3.17)
0

Beweis.Fur0 < s < t—runda € A gilt nach Proposition 3.1.3, i) MR := (u¢ | - ue),:
(Sruslaugy = Ry(aAi ) A;.

Der Lindblad-Generator vofR:) > ist durch (3.16) gegeben. Wir verwenden fur die Stan-
dardkonstruktion (3.15) dieselbg ™-Zerlegung’ wie in 3.4.3 und erhalten:

AL
(b lau)y = Hlo-limy > (Sis,us, — As, |auy),
i=0
2" —1
= o~ ||mn Z |:R5n (ClAt,(iJH)(sn)Aién — Azn ClAén:|
i=0
2n—1

. Rs. —id
= lllo-limy Z [5“6—1 - L} (aAt—(m)én)Aién On
1=0 n

2n—1

+lo-limy >~ L(aA (15, ) Atsy, - On
1i=0
At—én - At 1- Azn
5 om

+ o= lim,, t - {a aAtl

rt

= L(QAH)AS ds —t-(aK+ K*a)A,
Jo

rt

291 A(aAr )Acds+t-K aA,

Jo

rt

4+ | aAKAgds—t-(aK+ K*a)A,

Jo

rt

= A(aA 5)Asds. O
Jo




4. Stochastische Integration in
Hilbertmoduln

Wir haben in den beiden vorangehenden Kapiteln das Handwerkszeug bereitgestellt, das es
uns nun ermoglicht, die stochastischen Integrale im Hilbertmbéud, Py) zum weilRen
RauscherL?(A, Py), 1, Sy, (L?( A, Po))1) einzufiihren. Dabei verwenden wir das erprobte
Verfahren, zundchst das Integral einfacher Prozesse zu definieren und es anschlie3end einer
Fortsetzungsprozedur zu unterziehen. Wir haben dabei versucht, ungeachtet der im folgen-
den tatsachlich bendtigten Prozesse, mdglichst die maximale Prozel3klasse zu finden, auf
die das stochastische Integral fortsetzbar ist, um auf diese Weise die Leistungsfahigkeit
unseres Integrals auszuloten. Anschlieend fuhren wir den Betyrdhastische Differen-
tialgleichung (SDGL) ein und beweisen einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fur ihre
Lésung. Das fuhrt schlieBlich zum zentralen Ergebnis in Abschnitt 4.5 dieses Kapitels —
der kanonischen Korrespondenz zwischen unitalen und additiven Kozyklen.

4.1 Das stochastische Integral von
Treppenfunktionen

4.1.1 Zentrierter Integrator. Der Integrator der stochastischen Integrale ist zunachst ein
zentrierter additiver Kozyklu® C L12(A,P,). Als Integranden wahlen wit (A, Py)-
wertige adaptierte FunktionenRrozesse- d.h. Abbildungenc von R} in L2(A, Py) mit
der Eigenschaft

RS 3 s+ %xs € L*(A( 0., Po)

(vgl. auch die Bemerkung in 1.4.3). Nattrlich missen fir solche Prozesse noch Stetigkeits-
oder Mel3barkeitsforderungen verlangt werden, aber das wird erst im zweiten Konstrukti-
onsschritt (der Fortsetzung) aktuell. Zunéchst betrachten wiemfiache Prozessel.h.
adaptierte Treppenfunktionen

nz]

[OT D S Xg 1= ZXtL' t1t1+1 ),

mit x;, € L*(A (w1, Po) Und einer Zerlegung := {t;| 0=to < t; < ... < t, =T}
des Intervallg0, T], mit endlichemT > 0. Das Inkremenby,, — by, = Sy, by, des
Integrators ist in die Zukunft gerichtet, d.h. unabhangig xpn Der nichtkommutativen
Situation Rechnung tragend, definieren wir nun — unter Verwendung des Préblykfs-

59
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by, ) x¢, bzw.xy, (by, , — by, ) in L*(A, Po) der unabhangigen Elemerig  , — by, undx,
(vgl. Satz 2.4.1, iii)) — eirLinks-und einRechtsintegratles einfachen Prozesseand des
Integratorsb tber(0, T] durch

T ng 1
J dbt Xt = Z (btiJr] — bt,) X (41)
0 i=0
bzw.
T %4 1
J xedbyi= ) xq (by,, —by). (4.2)
0 i=0

Man macht sich leicht klar, dal3 diese Definition nicht von der speziellen Zerlegung
Z fur x abhangt. Das Integral vor Uber ein Teilintervall[s,t] von [0, T] laft sich
dann kanonisch durch Integration des einfachen Prozessgs v Uber[0, T], wie oben
vorgestellt, erklaren. Es ist Routine, sich von den elementaren Eigenschaften des Inte-
grals, wie Linearitat und Additivitdt in den Integrationsgrenzen zu uUberzeugen. Nach
Satz 2.4.1, iii), sind die Funktionen— [_db,x, undt — [ x,db,, t > s, adaptiert:
[idbyxr, [ixrdby € L2(A( g, Po), d.h. es handelt sich wieder um Prozesse. Wegen
Po(by,., — by )xy = Polby,, — by )Poxy, = 0 = Poxy, (by,,, — by,) sind sie auch zen-
triert.

Die wohl wichtigsten Eigenschaften sind die beiden folgenden ‘Isometriebeziehuggen’:
sei ein weiterer einfacher Prozel (0.B.d.A. mit demselben Tragex)wizann gilt fir das
Linksintegral

T T nz—1
<J dby x¢ J dbtyt>0: Z < bm] th Xt (bt]+1 _btj)yti >0
0 0
20 € L2 (Ajt;,00),Po) € L2 (A(_oo,t;1,P0)
Ny — 1
+ Z btw] btl)xtl Ebtjﬂ —btj)Ut5>o
0<i<j c12 (A ’po) c12 (A[tj 00),Po)
ng — 1
+ Z (br., —be) e | (b, — b)) ye ),
Ny — 1
(2.13)
= Z <Xt-l <bti+1 —bti’]bo(bth —btj)ytj>o
i>j>0
lefl
+ Z <(bti+1 - Xh| ]”btm _btj>Oyti>o
0<i<j
nz—]

- Z (xt,

2
‘bti+1 -t ’Oyti>o
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%4 —1

(3.12) Z < X,

i=0

-
_ L (xe] Ay dt, (4.3)

/\(:“)yti>o (ti — t)

mit A nach (3.12). Fur das Rechtsintegral ergibt sich mit derselben Argumentationsweise

< JOT x¢ dby

T le—1
L Ut dbt>o = ;O <bti+1 — by,

Ty —1

3.12
2 Z A (x4 Yt )o) - (B — )
i—0

<Xti |yti>0(bti+1 - bti)>0

-
0

Diese ‘Isometriebeziehungen’ stellen den Ausgangspunkt fur die Fortsetzung der stocha-

stischen Integrale auf gro3ere ProzelRklassen dar.

4.2 Modulwertige L2-Theorie

Fur die Ausdehnung des stochastischen Integrals bendétigen wir eine Hilbert-W*-Modul-
wertigeL?>-Theorie, wie die Isometriebeziehungen (4.3) und (4.4) deutlich machen — also
eine Theorid ?(A, P,)-wertiger, adaptierter Funktiongme t — x, € L?(A, Py), ] C R,

fur die in geeigneter Weise ein |ntegrﬁthyg dt € Ay erklart ist. Da wir von unseren
Prozessen nur das Verhalten in endlichen Zeitabschnitten untersuchen, genugt es, wenn
wir eine lokaleL?-Theorie entwickeln, also fiirnur kompakte Intervalle zulassen.

Hier stellen wir zunéchst die ‘eigentlich&2-Theorie modulwertiger Funktionen bereit,
ohne Adaptiertheit fir die integrierbaren Funktionen zu verlangen. Daher kbnnen wir von
einem allgemeinen Hilbert-W*-ModuWl C B(H,, H) C B(H,d H) tber einer von Neu-

mann Algebrad, C B(H,) mit innerem Produkt- | -), ausgehen. Natirlich werden die
HilbertraumeH,, H und der Pradual vor, wieder als separabel vorausgesetzt.) nen

sei eine VONB vortH,. Dartiberhinaus treffen wir folgende generellen Vereinbarungen
fur diesen Abschnitt: Mel3barkeit bezieht sich im folgenden immer auf das Lebesgue-Malf3
auf]. L2(J, H) ist der Raum der Ubgrquadratintegrierbarefi{-wertigen Funktionen und
L2(J,H) = L%(J)®H der Hilbertraum der Restklassen von Funktionen, die sich nur auf
Nullmengen unterscheiden. Elemente von Restklassen kennzeichnen wir durch ein hoch-
gestelltes ™ und die Restklasse eingi?-Funktion f durch [f]. Fur das innere Produkt
verwenden wir in beiden Raumehn| -),. Wir unterscheiden bei seiner Anwendung auf
Elemente dieser Raume also nicht zwischen einer Funktion und ihrer Restklasse.

4.2.1 Definition. Eine E-wertige Funktionx : ] > t — x; € & heiBtmeRbay wenn
die Funktionenxé&y : J 2 t — x& € H fur alle &, € H, meRbar sind. Sie heil3t
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L2-integrierbar, fallsx&, fur alle &, € H, in L2(], H) liegt. L(], €) bezeichne den Vek-
torraum deré-wertigen,L2-integrierbaren Funktionen.

4.2.2 Eigenschaften und FolgerungenDa H, separabel ist, unterscheiden sich zwei
meRbare Funktionenundy, fur die [x&o] = [y&ol f.a. &y € Hy gilt, hdchstens auf einer
Nullmenge. Der Beweis dieser Eigenschaft kann woértlich aus [Tal], IV, Proposition 7.13
Ubernommen werden. Damit ist die Restklasse ¥adurch die Funktionerxé,, &, €
Ho, bereits eindeutig festgelegt. Die MeRbarkeit vofibertragt sich auf die Funktion
xt:] 3t x; € B(H,Ho), die ausx durch punktweises Adjungieren entsteht: Fur
alle & € Hgilt xj& = Y 7 (Xeen | &)en, d.n.XTE ist als punktweiser Grenzwert der
meRbaren Funktione(nZT]\L’:] (Xéen | E)zan)NeN ebenfalls meRbar. Ist: >t — &, € K
eine meRbare Funktion, so ist aucht,: ] o t — %fét wieder mef3bar ([Tal], IV, Lemma
7.5). Insbesondere ist fir eine weitere meRRbare Funkfiomd fir jedest, € H, die
Funktiony™&, : ] 2 t — yixi&y = (Ulxy) & meBbar. Damit handelt es sich bei
Molytx&) : T 2 t = Mol (U IX,)o&0) flr jede Wahl vonge,mo € I um einel'-
Funktion, wenn wifk undy alsL%-integrierbar voraussetzen.

Lemma. JedeL’-integrierbare Funktionx definiert tiberx : Hy 2 &, — [x&g] einen
Operatorx € B(Ho, L2(], H)).

Beweis.Der Beweis ist, ahnlich wie bei Lemma A.3.6, eine Anwendung des Satzes vom
abgeschlossenen Graphen: () ..y C Ho eine Nullfolge und x&7 ) nen L-konvergent
gegem € L*(J, H), so gibt es eine Teilfolgé,o* )xen, fur die auRerhalb einer gemeinsa-
men Nullmenge limx,&5* = 1, gilt. Aufgrund der Stetigkeit vox, folgt i, = 0 fiir fast

allet € J, d.h.n = 0. Als tberall definierter abschliel3barer Operatoxibeschrankt. [J

4.2.3 Definition. Ein Operatorx € B(H,, L*(]J,H)) heilRtzerlegbaywenn er durch ei-
ne B(J,, H)-wertige, L?-integrierbare Funktiork gemal Lemma 4.2.2 gegeben ist. Den
Vektorraum der zerlegbaren Operatoren bezeichnen wilLAtik, €).

Diese Definition macht Sinn, denn zwei Funktionemnind y, die denselben Operatar
erzeugen, unterscheiden sich nur auf einer Nullmenge. Daher ist es gerechtfertigt, wenn
wir von nun an eind_2-integrierbare Funktiorfx)c; mit dem zugehdrigen zerlegbaren
Operatorx identifizieren. Die Wirkung vonc* auf eineL?-Funktion & € L?(J, H) wird

durch das schwache Integnfa,lxi&t dt € H, wiedergegeben.

4.2.4 Fir jedes Funktionalvy := Y N (£8] - £3) € Aol ist wo o (y*x) eineL'-
Funktion mit Norm

N

lwoo (yx) [ = L|wo(<yt|xt>o)| at= Y | Il ixied)ae

n=1"J

N N
< NESIIXES Il < Hlyll Il Y IESI* < [ly 1]l
n=1 n=I1
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Da solche Funktionale imo*f1 dicht liegen, folgt nach Lemma A.3.7, dal3 es sich bei
y*x um eine w*L'-integrierbare,Ay,-wertige Funktion handelt. Nach Lemma A.3.6
gilt fl(yt\xt)odt € Ay, wobei das Integral im w*-Sinn zu verstehen ist. Wegen

Moly*x&o), = f]<no!yixtéo> dt = L<Tlo‘ (Uil xy) o&0) dt fur alle &, 1 € Ho, folgt
U*X = J <Ut | X't>0 dt € ‘AO . (45)
]

Diese Gleichung legt es nahe, den Ralff], &) zu einem Hilbertmodul tbeH, zu
machen und (4.5) als inneres Produkt zu verwenden. Dem steht aber die eigentimliche
Schwierigkeit entgegen, dd® (], &) kein Hilbert-W*-Modul, ja noch nicht einmal ein
Hilbert-C*-Modul ist: L%(], &) ist weder in der Topologie, die durch die Halbnormen
f]\w(lxtl(z))l dt, w € A,,, erzeugt wird und dew stop-Topologie aufB(H,, H) ent-
spricht, noch in der Normtopologie vdB(H,, H) Folgen-vollstandig (vgl. das Gegen-
beispiel in A.4). Naturlich bleibt immer noch der Weg:(J, €) in der o stop-Topologie
abzuschlie3en, und dabei in Kauf zu nehmen, den Raum um Elemente zu erweitern, die
nicht mehr als Funktionen angesehen werden kénnen. Wir wollen ihn beschreiten, indem
wir L%(], &) dicht in das Hilbert-W*-Modul€®L?(]) einbetten (vgl. 2.5). Das hat den
Vorteil, dal3 fur dieses Modul eine konkrete Darstellung vorhanden ist (vgl. 2.5.2) und daf3
die fir unsere Anwendung, namlich die Fortsetzung stochastischer Integrale, so wichtige
Approximierbarkeit durch Treppenfunktionen mit der Einbettung praktisch schon erledigt
ist.

4.2.5 Die Einbettung. Wir zeigen, daf.?(], &) C B(FH,, L*(], H)) = B(Ho, H®L*(]))

in EQL2(]) C B(Ho, K @ L2(])) enthalten ist. Zu diesem Zweck mussen wir nach Korol-
lar 2.2.7 fur allex € 1.2(J, &) und alley € EQL?(]) nury*x € A, hachweisen. Da eine

o stop-konvergente Reihenentwicklugg= Y ;z, ® en, zn € &, besitzt, wenn wir eine
VONB (&) nen fur L%(J) wéhlen, fiihren wir das zunachst fiir elementare Tensorer,

z € &,f € L%(]), durch. Aberz ® f liegt offensichtlich inL?(J, £), so daR nach (4.5)

(z®f)"'x = J ﬁ(z!xao dt € Ay
J

sofort folgt. Daraus ergibt sich das Gewtinsclyte: = w*- limy Z::1 (zn ® en)*x € Ap.

Da die elementaren Tensorend®L2(]) o stop-total liegen, ist(], &) in diesem Raum

o stop-dicht. Damit ist nun leicht einzusehen, daf jedes ElementL?(], &) und da-

mit auch jede Funktion € L?(J, &) durch eine Folge von Treppenfunktionen in dieser
Topologie approximierbar ist, denn es gentigt, wenn die Tengorefiapproximiert wer-

den konnen. Aus der Theorie des gewdhnlichen Lebesgue-Integrals wissen wir das fir
die Funktionf. Sie ist der.2-Grenzwert einer Folgéf ).y C-wertiger Treppenfunktio-
nenf,, die auf] punktweise fast Uberall gegerkonvergieren. Diese Eigenschaft Gber-
tragt sich auf(z @ fr)nen: |2 ® (f — fu) || = ||z]lo IIf — full ——> 0 und (0.B.d.A.)

zf(t) fast Gberall in der Norm auf.
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Proposition. Der Vektorraum detz-integrierbaren,8-wertigen Funktioneh?(J, &) liegt
o stop-dicht in dem Hilbert-W*-Modug®L?(]). Insbesondere 1aRt sich jede Funktion in
L2(], &) in dieser Topologie durch Treppenfunktionen approximieren.

Natiirlich lassen sich alle Elemente &lsL?(]) durch Treppenfunktionen approximieren.

Da es sich bei diesen aber nicht immer um Funktionen handeln muf3, ist diese Aussage fur
uns nicht von so grol3er Bedeutung, wie die Tatsache, dal’ alle Elemente in diesem Raum,
die sich als Funktionen auffassen lassen, durch Treppenfunktionen approximierbar sind.

4.3 Die Fortsetzung des Integrals

A2(A,]) == L2(A, Po)®L2(]), dessen inneres Produkt dureh-) , bezeichnet sei, ist das
Hilbert-W*-Modul, in dem wir die Klasse der integrierbaren Prozesse abschlie3en wollen.
Dafir bilden wir den Projekto := (P(_w 4)tej, derA%(A,]) auf dasadaptierte Unter-
modulA?(A, ) := fP/N\Z(A, J) projiziert. Anschlie3end zeigen wir, dal3 sich jedes seiner
Elemente durch adaptierte Treppenfunktionen approximieren lafit. Diese Eigenschatft ist
entscheidend dafur, dafl3 wir unseren Integralbegriff von den einfachen Prozessen auf gré-
Rere ProzelRklassen fortsetzen kbnnen.

4.3.1 Adaptiertheit. Wir haben bisher den Begriff ‘Adaptiertheit’ nur zur Charakterisie-
rung einer bestimmten Eigenschaft additiver bzw. unitaler Kozyklen benutzt (vgl. 3.1.1,
3.2.3). Zur Beschreibung der Prozel3klasse, auf die wir unser stochastisches Integral fort-
setzen wollen, missen wir diesen Begriff genauer fassen.

Definition. Eine Familie (x)icr C L?(A, Po) heilRtadaptiertbzw. stark adaptiertfalls
xt € L2(A( o1, Po) f.a. t € Rbzw.x, € L(Apy, Po) f.a.t > 0 gilt.

Bei den Elementen aud?(A,]J), die sich als Funktionen interpretieren lassen, han-
delt es sich also um adaptierte Funktionen. Wir wollen diese von jetzt aRrares-

se bezeichnen und adaptierte Treppenfunktioneneatéache Prozessdie Filtrierung

(L2(A (o1, Po))ter, zU der sie adaptiert sind, ist gerade fein genug, um eine sinnvolle
Fortschreibung des stochastischen Integralbegriffs zu gestatten. Dagegen macht die Defi-
nition additiver Kozyklenb fiir uns nur dann Sinn, wen$ibg zu L*(A(_, 4, Po) unab-

hangig ist. Dafir muf® also stark adaptiert sein. Entsprechendes gilt fir unitale Kozyklen
(vgl. auch 4.5.2).

4.3.2 Der Projektor P. Wir missen zeigen, daf durch die FamilRe_, ) ein Pro-

jektor P auf A2(A,]) erklart ist. Wegen des stop-Stetigkeit der Abbildung — P(_ 4
(vgl. Lemma 1.4.3) 1aRt sict? auf den elementaren Tensorens f, x € L%(A,Py),
f € C(J), durch dieo stop-stetige Abbildung

t— (iPX (059 f)t = f(t)P(foo’ﬂX
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erklaren und auf den linearen Aufspann solcher Elemente fortsetzen:
(Px)¢:=Poot/Xt- (4.6)

Als Modulabbildung aufl?(A, Py) erfillt P,_, y die Ungleichung (2.2){P(_, gyl <
lyl3 f.a.y € L%(A, Py). Das hat fur Elemente des linearen Aufspanns elementarer Ten-
soren

|:PX|§\=J'

zur Folge. Fur allev € Ao, folgt w(|Px[3) < w(/x|3), d.h. P laBt sich unter Beibe-
haltung obiger Ungleichung zu einem Element ausN\z(A,J)) fortsetzen. DdP nach

Satz 2.2.90 stop-stetig ist, handelt es sich ba?(A,]) = PA2(A,]) um ein W*-
Untermodul von7\z(/l, J) UberA,. Die Projektoreigenschaft vdhist aus der Konstrukti-

on sofort ersichtlich. Es sei an dieser Stelle noch einmal angemerkt, daf3 nicht zu erwarten
ist, alle Elemente vom\?(A, ) als Prozesse, d.h., adaptielt§.A, Po)-wertige Funktio-

nen auffassen zu kénnen, ddmt], L2(A, Py)) ist normalerweise kein Hilbert-W*-Modul.

Das ist also auch nicht fiir den Raum der adaptiekteRunktionen (vgl. Abschnitt 4.3.3)
PLA(],L%(A, Py)) C A?(A,J) zu erwarten. Da es sich bai?(A, J) um ein Hilbert-W*-
Modul handelt, wie wir sehen werden, muf3 dieser Raum i.allg. Elemente enthalten, die
nicht mehr als Funktionen interpretierbar sind.

Pl a2 dt < J e dt =[x 4.7)

J J

Bemerkung. /~\2(A, J) ist das Hilbert-W*-Modul, das aus dem Wahrscheinlichkeitsraum
(A®L>(]), @A), wobeiX der Zustand ist, der zum Lebesgue-MaR agéhért, und der
bedingten Erwartunéo = Po @A von ARL>®(]) auf.A, gemaR der Konstruktion in 2.3.1
entsteht (vgl. auch Abschnitt 2.5)\.2(A, ]) ist dagegen ein Hilbert-W*-Modul, das nicht
durch eine bedingte Erwartung wie in 2.3.1 gebildet wird.

4.3.3 Eigenschaften.Wir machen uns zunéachst klar, daf? die Wirkung ¥auf allen
Funktionenin A%(A, J) durch (4.6) wiedergegeben wird, also wieder eine Funktion liefert,
die nun adaptiert ist. Eine offensichtliche Anpassung des Beweises von [Tal], IV, Lemma
7.5 zeigt, daffj : t — P yx fur jede Funktionx € A%(A,]) wieder meRRbar ist. Die
L2-Integrierbarkeit ergibt sich aus Ungleichung (4.7). Nun approximieren @imrch eine
Folge(x™).cn aus dem linearen Aufspann elementarer Tensoren, auf denen die Wirkung
von P durch (4.6) bestimmt ist. Das ermdglicht folgende Abschatzung:

1/2 1/2

w([Px =)' < w(|Plx—x"[)"+ [ w(Prauxt” = x)[) a
]

< w(le )" [ w( el e
J

)

271/2 no oo
= 2w(pex
fur alle w € A,,". Damit stimmt die Restklasse vanmit P x tiberein.

Nun ist auch klar, da(® die Klasse det stop-stetigen Funktionen in sich abbildet. Das ist
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fur dielllo-stetigen Funktionen i.allg. nicht der Fall, debrs P, yx, x € L?(A, Po), ist
l.allg. nichtllllo-stetig, dat — P(_, y sonst punktweisello-stetig ware. Die Ungleichung
(4.7) zeigt aber auch, daf3 die s8pchner-integrierbaren Funktioned.h. die Funktionen
x € A%(A,]), far die [, | x¢]|3 dt < oo gilt, in sich abgebildet wird.

4.3.4 Die Approximation durch einfache ProzesseWir bezeichnen im folgenden
die Halbnormen, die die stop-Topologie aufA?(A,]) erzeugen, durchd’(x)? :=
lw(|x|3)]'/%, w € A,,. Fur die Prozesse aug’(A, J), also fir die Elemente dieses Raum-
es, die sich als Funktionen interpretieren lassen, sind sie difyth)? = J; lw(|xel3)| dt
gegeben.

Satz. Jedes Element aus?(A, J) IaRt sich in dero stop-Topologie durch eine Folge ein-
facher Prozesse approximieren.

Beweis.Nach Satz 2.2.9 isf o stop-stetig. Daher kdnnen wir auf die Approximati-
onseigenschaften von?(A,J) zuriickgreifen: Nach Proposition 4.2.5 laRt sich jedes
x € A%(A,]) durch Treppenfunktionefx™) .y C /~\2(A, J) approximieren. Also gilt

x = Px = os-lim,Px™ d.h. x kann auch durch die Folg&Px™),cn approxi-
miert werden. Da™ im linearen Aufspann von elementaren Tensoren der Rpeny,

y € L%(A,Py), I C J liegt, reduziert sich unsere Aufgabe darauf, adaptierte Funktionen
der FormPy ® x1 durch einfache Prozesgé€" in der o stop-Topologie zu approximieren.
Die Auswertung Py ® x1): = P(—« gU x1(t) und diec stop-Stetigkeit vort — P_, 4y

legt folgenden Ansatz nahe:

y('ﬂ-) = Z P(,Oo,ti}y ® X[ti»ti+l) y
tHEZn
wobeiZ,, eine Folge von Zerlegungen des Intervdlist, deren Feinheit gegen Null kon-
vergiert.t — w(\P(foo,t]yﬁ) ist fir jedesw € Ay auf ] gleichméaRig stetig. Fiir alle

e > 0 gibt es also eird, > 0, so da&u(\P(,oo,Hs]y\i) — w(‘P(,oo,t]y{(z)) < ¢ fir alle
|s| < &, gilt. Damit kdnnen wir abschatzen:

rtis
dﬁ(ﬂ)y & X1 —U(n))z = Z w(\ (Plcoot] — Pleoo ;1)U ’é) dt
tezn h
rtis 5 5
=) (W (|Poo,uuy) = w(|Proouiyy)] dt
tieZn Y b
rtit1
<> edt<el]],
tez, vt
ab einem geeignetan, € N. Das zeigt die Behauptung. O

Bemerkung. An diesem Beweis sieht man, dal3 wir bei Verwendung der Projektion
(Po.4)t=0 bei obiger Abschatzung Schwierigkeiten bekommen wirden. Sie benutzt von
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t — Py die punktweise Stetigkeit vooben die wir furt — P4 nicht zeigen kon-

nen, sondern fordern mufR3ten. Es ist gegenwartig noch ein offenes Problem, ob die Eigen-
schaften eines verallgemeinerten weil3en Rauschens fur die zugehorige Filtrierung schon
die Stetigkeit von oben zur Folge hat. Allerdings sind alle bisher bekannten Beispiele ftir
weilte Rauschen stetig von oben, was nach Lemma 1.4.84drPy 4 die gewlinschte
Stetigkeit bedeutet. Gehen wir von dem pragmatischen Standpunkt aus, nur stetige weil3e
Rauschen zu betrachten, dann Iaf3t sich die gesamte oben ausgefihrte Konstruktion des
ProjektorsP auch mit der Famili¢Po 1) >0 durchfthren.

Definition. A%(A) ist der AbschluR in det stop-Topologie des Raumes der loka-
integrierbaren Prozesse, d.h. der Prozesse, deren Einschrankung auf jedes kompakte In-
tervall ] Cc Rin A%(A,]J) liegt.

4.3.5 Die Fortsetzung. x sei ein Element aud?(A) und (x™),.cy bzw. (x™),.cn Fol-

gen einfacher Prozesse, dién der o stop-Topologie auf\%(A, J) approximieren. Dann
gilt fur alle w € Ao nach (4.4):

2
dof ] 7 =iy av) = [ (Al =) at

_ dgo/\(x(n)_,)z(m))z m,n— oo O,

dennw o A € A,. Damit ist(j](xi“)) dbt)nEN C L%(A, Py) eine o stop-Cauchy Fol-
ge mit einem von der approximierenden Folg€"),.cy unabhéngigen Grenzelement in
L%(A, Po). Wir definieren dastochastische Rechtsintegreines Prozesses ¢ A?(A)
Uber ein kompaktes Intervdlldurch

J x¢dby = cys-limnj X\ db, . (4.8)
J J

Dieselben Uberlegungen lassen sich fur staghastische Linksintegrahstellen:

J dbyx == Gs-limnj db, x\" . (4.9)
J J

Bemerkung. Das stochastische Rechts- und Linksintegral ist auf diese Weise auch fir
Elemente aud\?(A) definiert, die nicht mehr als Prozesse interpretierbar sind. Allerdings
ist daflir bisher noch keine Anwendung in Sicht.

4.3.6 Eigenschaften der stochastischen Integrale.

Satz. Das stochastische Integral besitzt folgende Eigenschaften:

i) Die Abbildungen\?(A) > x — j]xt dby undA?(A) 3 x — J"] db, x; sind linear.
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i) (j(t) Xs dbs) . und (j(t) dbsxs) . bestimmen Martingale aud?(A), die stark
> >
adaptiert sind, wenn der Integranddiese Eigenschaft besitzt.

iii) Es gelten folgende ‘lt6-Isometrie’-Beziehungen:

<J]Xt dby LUt dbt>o = L/\((xtyt>o) dt, (4.10)

< L db x¢

Bemerkung. Die Martingaleigenschaft beziehen wir auf die Filtrieruo_ 1) >0, SO

daR dieo stop-Stetigkeit vort — [ x, db, bzw.t — [ db,x, nach exakt derselben
Rechnung wie in (3.10) aus der punktweisestop-Stetigkeit vort — P_, 4 folgt.

J dowe), = | xeiamuosar. (@.11)

Beweis.i) ist klar. Zu ii): (j(t) Xs dbs) ; (j; dbsxs> € A2(A) folgt aus der Kon-
> >
struktion der Integrale und der punktweisestop-Stetigkeit vort — P_, y, sowie der

Stetigkeit vont + by. Aus i) folgt [, x, db, = [3x, db, + [ x, db,. Fiir eine Appro-

ximation (x™Jncy, X" 1= ZfiGZn X$?)X[ri>ri+1 ) VoNnx = (x¢)izo0 € AZ(A) gilt
t+s tos
Pls J Xy dby = 0S-1im, P_ 4 J x™ db,

t t
= 05-liMy > Ploo 0 Ploom xS, by
riezﬂl
=os-limy, »  Poyx{MPeS, b, | . =0.
TiEZn
Dabei wurde in der vorletzten Gleichung die Fortschreibung der Moduleigenschaft (2.14)
fur unabhangigd.?(A, Py)-Elemente und dann die Zentriertheit vbrbenutzt. Wir er-
halten die MartingaleigenschaR;_, (tfs x,db, = J"; x, db,. Dieselben Uberlegungen
greifen fir das Linksintegral. Die Beziehungen in iii) sind offensichtliche Fortsetzungen
von (4.4) und (4.3). O

4.4 Stochastische Differentialgleichungen

4.4.1 Definitionen. b undc € A?(A) seien additive Kozyklen. Wir sagen, ein ProzeR
x € A%(A) habe dastochastische Differentigfiir t > t,)

dx¢ = s ds + dbg s + vs dcs, (4.12)

falls er als stochastisches Integral aus den Prozessgny € A%(A) in folgender Weise
entstanden ist:
t

db, Bs + J Ysdcs. (4.13)

to

t t

ocsds+J

to

Xt = Xy +J

to
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Wir nennen eine meRbare Funktian R* x L%(A, Py) — L?(A, Po) adaptiv vertraglich
bzw. stark adaptiv vertraglichwenn fir allet € R bzw.t > 0 undy € L*(A(_w.q, Po)
bzw.y € L?(Ajpq, Po) aucha(t,y) wieder inL*(A(_o g, Po) bzw. L*(Ajp4, Po) liegt.
Wir sagen dannx l0se die stochastische Differentialgleichung (SDGL)

dxt - O((tvx‘t) dt + dbt B(t,Xt) +’Y(taxt) dcta Xto = Xo € LZ(A(foo,tob PO) y
(4.14)

falls (x()>1, € A%(A) die Losung folgender Integralgleichung ist:

t t t

dbg B (s, xs) +J v(s,xs) dcs. (4.15)

to

Xt:XO—I_J

to

ds (s, xs) + J

to

4.4.2 Satz. (Existenz- und Eindeutigkeitssatzp, ¢ € A?%(A) seien additive Kozyklen
bzgl. dem weiRen Rausch@r?(A, Py), 1, S, (L?(A1, Po))1) und e, B, v adaptiv vertrag-

liche meRbare Funktionen va@r x L%(A, Py) nachL?(A, Py) mit folgenden Eigenschaf-
ten:

Fur jedes kompakte Intervalty, t;], to > 0 und fir jedesw € A, gibt es eine Zahl

Co = Crw > 0, fa.A > 0, so daB fur allex,y € L?(A,Py), t,s € [to,t;] folgende

Abschatzungen erfullt sind:

) dela(t,x) —als,x)) < Co - (o] + dw(x)) - fw(t) = fuls)], (4.16)
i) do(B(t,x) —B(s,x)) < Co - ([l + dew(x)) - [gw(t) — gwls)], (4.17)
i) dewl(y(t,x) —v(s,x)) < Co - (Jw| + dw(x)) - Tho(t) —ha(s)l, (4.18)
iv)  de(ax(t,x) —a(t,y)) < Cu-dox—1vy), (4.19)
V) do(B(t,x) —B(t,y)) < Cu - dulx—y), (4.20)
Vi) de(v(t,x) —v(t,y)) < Cu - dulx—y), (4.21)
Vi) Cwor £ Cy (4.22)

Dabei sindf,,, g, undh,, stetige, reellwertige Funktionen ali" und I" die normale,
vollstandig positive Abbildung:;| - ¢1), gemaf Proposition 3.4.2.

Unter diesen Voraussetzungen gibt es genau einen Prozelx,)>:, € A%(A), der die
SDGL

dXt — (X(t,Xt) dt + dbt B(t)xt) + Y(t>xt) dct> Xty = X0 S LZ(A(—oo,tob PO) y

d.h.

t t t

db, B(s, x) +J V(s %) des. (4.23)

to

Xt:Xo—i—J

to

ds (s, xs) + J

to

lost. x ist stark adaptiert, fallsxo in L*(Ao ], Po) liegt und &, B undy stark adaptiv
vertraglich sind. In beiden Fallen ist die Losumi-stetig.
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Beweis.

Vorbemerkungen:

1) Fir eineo stop-stetige Funktion — x, € L?(A,Py) ist die Funktiont — o(t,x¢)

ebenfallso stop-stetig:
dew(ofs,xs) — alt, %)) < dewl(ax(s, xs) — als, x¢)) + dewl(a(s, xi) — ox(t, x¢))

S Cw : dw(xs - Xt) + Cw : (1 + dw(xt)) ' |f£(3) - f&(t)‘ .

Nach dem Satz von der gleichmalRigen Beschranktheit ist diese Funktion auf kompakten

Intervalleniillo-beschrankt. Dasselbe gilt fgrund-y.

2) Zum Beweisverfahren: Durch Iteration wird eiostop-stetige Losung; der stocha-

stischen Integralgleichung (4.23) auf dem Intery&l t;] bestimmt. Es wird gezeigt, daf

die Losung auf diesem Intervall eindeutig ist. Das Verfahren hangt nicht vom Zeitpynkt

oder vom Anfangswert, ab, kann daher auf undx,, angewandt werden und liefert ein

weiteres Losungsintervall der gleichen Lange. Auf diese Weise erhalt man die Existenz

und die Eindeutigkeit fur alle Zeiten> 0.

Die lteration auf dem Intervallty, t;], mit noch naher zu bestimmendeén startet mit
x?:=xo f.a.t € [to, t1]. Die Funktionen

te alt,x?), te XY, tey(tx)),

sind nach 1) stop-stetig und nach Voraussetzung adaptiert bzw. stark adaptiertxfalls
B undy stark adaptiv vertraglich sind und in L*(Ao ), Po) liegt. Insbesondere sind sie
integrierbar. Die n&chsten lIterierten sind dann wie folgt erklart:

t

t t
xl = xo—I—J ds oc(s,xS)—i—J dbsB(s,xS)—i—J y(s,xg) dcs,
to to to
t

t t
ds oc(s,xl) —|—J db, B(s,xl) —i—J y(s,xl) dcs,

to to

xf::xo—l—J

to

t t

dbsrs(s,x2)+j Y(s,x%) des.

to

t
XM= %0 +J ds (s, x) + J

to to
Dabei sind die Funktionen — xi', da durch Integration entstandea stop-stetig
(vgl. 4.3.6, ii)) und adaptiert (bzw. stark adaptiert, s.0.), was nach 1) wiederum die In-
tegrierbarkeit vont — o(t,x") usw. garantiert. Der Satz von der gleichméRligen Be-
schréanktheit zeigt dartiberhinaus, da® xi* auf[to, t1] I lo-beschrankt ist. Offensichtlich
setzt sich die Adaptiertheit (bzw. starke Adaptiertheit) der Approximand&nauf den
noch zu bestimmenden Grenzweirfort.

Nun zur Konvergenz auf dem Intervath, t;]. Wir benutzen wiederholt die folgende Ab-
schatzung. Firalle € N,k € Z*, s > 0 und jedesv € Aon gilt:

DL (s) := max{dw (xI —x27"), ..., dgorx (xI —xI1) }
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k
< max{1 r 7} max n n-l .
<max{1 1} max (o Ix o}

Damit erhalten wir:

dw (X?+]

also

und daher

2
max de(x{ —x7)
telto 1]

IN

IN

IN

IA

—x1) < do

rt
(ouls,x2) — (s, x2 1) ds>
Jto
rt

ab, (B(s,x2) — Bls,x") )

%
s

~2

-maX{J DT(L_]’1(S])2dS1,J Dz);}’](s])zds]}
to

to

wol

J max{D"(s;)2, D1 (51)2) ds;
to

. J DE;] ’Z(S] )2 ds;
to

Dz)i]’z(Sz)z ds; ds;

J‘q JS1
to Jto

Dl;“(sn)zdsn...dm

71
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o N 1
< qar-max{1, [T -  Mmax s =505 (= to)"

Ay

D qat- M2
nl

b

wobeiq, := qw max{] l r||%}, M := MaXcp, 4 || X1 — x|, undAt := t; —t, gesetzt
wurde. g, hé&ngt also nicht vom Startwetg, sondern nur vom Zeitintervalkt ab. Wir
wahlenAt < 1. Mittels A-Ungleichung la3t sich nun die Cauchy-Eigenschaft gewinnen:
Far allen > ,/q, erhalten wir

m—1

max d n+m < max d n+k+1 XnJrk
( Z s€lty,t1] (

s€lty,t1] =0
n/2 m 1
< qu(At) (A2 g¥
vn! k_O (n+ k

< Mqp 12" Z( °°> (AL)2

“ vn! o \/T_l
(At)n/z > k n— oo
< Mq" § (At)/2 22, 0,

Wir definieren alsox, := os-lim,, xi*. Die Abschétzung

dew(xe — x7) = liMpy do (™ —xP) < limy, max de (xFH™ —x7)
t€[ty,t1]

zeigt, dal3 der Grenzwext gleichmafig bzglt € [t, t1] existiert undx somit eino stop-
stetiger, adaptierter Prozel3 ist. Nach 1) kann das auah-iikx(t, x,) (genauso fup und
v) gefolgert werden. Stellvertretend fur die beiden anderen Integrale zeigen wir

dof ] brisx) ~vsxD1den))” < | duar(yis ) —vis <0 as
X )2 n— oo

—,0

< CwoF (t] — to) max dwor(xs —
s€lto, ]

d.h. es giltﬁoy(s,xs) dc, = os-lim, j:oy(s,xg) dcs und entsprechendes fiir die Inte-
grale Uberx undf3.

Damit kann nun die Lésungseigenschaft wdfir (4.23) auflt,, t;] nachgerechnet werden:
Xt = 0S-lim, x{

= X0+ 0S- Iimnj (s, x™ 1) ds
t
. 0

+ oS- Iian db, B(s,x") + os- Iian v(s,x? ") des

to
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t t

db, B(s, xs) + J v(s,xs) dcs.

to

t
= xo+J a(s,xs)ds+J

to to
Die o stop-Stetigkeit der Losung hat bereits derégStetigkeit zur Folge. Flw € A0:1
gilt n&mlich

du( | ab,Blrx)) = | du(Blrx))*de < (t=s) sup [|Birox)z.

s s Telto,t1]

fur alles, t € [ty, t1]. Nach Bildung des Supremums uhere Ao:1 erhalten wir

Ahnlich kénnen wir mit den Integralen tber undy verfahren. Diell lo-Stetigkeit der
Ldsung folgt nun unmittelbar aus (4.23). Wie unter 2) schon bemerkt, 1al3t sie sich auf
jedes kompakte Intervalt,, t] fortsetzen.

jt o, B(r,x) | dvrBlrx)

to to

1
< (t—s)7 sup [|B(r,x)]lo-
0 relty,ti]

Eindeutigkeit:
X € A?(A) sei eine weitere Losung der SDGL (4.28)ist dann zumindest stop-stetig:
Fur allew € Ao, bestimmt die rechte Seite folgender AbschatzUggFunktionen :

de(o(s,Xs) — «(s,0)) + dew(ee(s,0) — t(0,0)) + de(x(0,0))
Cw ’ dw(is) + Cw ’ (fw(s) - fw(o)) + dw(OC(O, O)) .

Fur 3 undvy gilt dasselbe. Daher sind

rt

t dw( als, %) ds) < Jt dol(s, %)) ds
t dw( [ dbS[S(s,%S)) - Ut dw(/\(Jl);[S(s,?cs))zdsr
t— dw( [ (s, Xs) dcs> = Ut dewor(v(s,%s))? dsr

stetig. Nun ergibt sich die stop-Stetigkeit vork mittels A-Ungleichung aus der SDGL
(4.23). Wie oben folgt wieder diglo-Stetigkeit vonx.
Wir erhalten fiir allet € [to, t;] und allew € Ao,

dalxi—%) < du(|

to

t t

(x(s, %) — oc(s,is))ds) + dw(L db (B(s,xs) — B(s,is)))
+ dw(Lt (v(s,xs) —y(s,is))dcs>

< Co [ti—tot (IAIF + T (6 — o)} ] - max da(xs— %)

s€ty,t1]
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< max de(xs —Xs),
s€ty,t1]

fir gentigend kleines; — to. Daraus folgtd,, (x; — X) = 0 zunachst fit € [to, t4] und
— durch Anwendung dieses Verfahrens auf die anschlie3enden Intervalle gleicher Lange —
schlief3lich fir allet > t,. Daw beliebig war, mufk = x gelten. 0

Bemerkungen. Die Ungleichung (4.22) verknupft die Abschéatzungen fur den Integran-
den des Rechtsintegrals mit den Abschatzungenxfiind 3. Ihre Hauptaufgabe besteht
eigentlich darin, den Satz fur Rechts- und Linksintegral gemeinsam formulieren zu kén-
nen. Als relevante Anwendungen, bei denen (4.22) erfillt sind, haben wir dabei z.B. die
Folgenden im Sinn: Die einfachste und wichtigste ist sicher der Fall, in dem die Konstan-
ten C,, unabhangig vom Zustand gewéhlt werden konner€,, = C. Dann gelten die
Abschatzungen (4.16) - (4.21) in delb-Topologie. Eine andere Méglichkeit ist gegeben,
wenn das Rechtsintegral in (4.23) gar nicht auftritt und damit (4.22) ent€allt;(:= 0).

Beide Situationen werden gemeinsam erfillt sein, wenn wir den Existenz- und Eindeutig-
keitssatz in Theorem 4.5.1 bendétigen werden.



4.5 Korrespondenz zwischen unitalen und additiven Kozyklen 75

4.5 Korrespondenz zwischen unitalen und additiven
Kozyklen

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden Theorems. Es handelt sich dabei um
das zentrale Ergebnis dieses Kapitels und um eines der Hauptergebnisse dieser Arbeit. In
3.4.4 hatten wir eine Konstruktion angegeben, die jedem unitalen Kozykdus kanoni-

sche Weise einen additiven Kozyklbzuordnet. Da wir die stochastische Integration bzgl.

b inzwischen zur Verfigung haben, wollen wir nun, ganz wie im einfiihrenden Teil 1.9.2
vorgezeichnet, den unitalen Kozyklus als Lésung einer SDGL bzglriickgewinnen.

4.5.1 Theorem. (A, W, Sy, (A1)1) sei ein weiRes Rauschen Uhdyp. Die zugehdrige
Hilbert-W*-Modul-Version se{L?(A, Py), 1, Sy, (L?(A1, Po))1). Dann gibt es eine kano-
nische Bijektion zwischen

) Illlo-stetigen unitalen Kozyklem € A?(A) mit zugehdoriger Kontraktionshalbgruppe
A := Pou, = et und

i) zentrierten additiven Kozyklel € A%(A) undK € Ay mit|b|3 = —(K + K*)t.

Diese Korrespondenz kommt folgendermafien zustande: Bei gegébenek?’(A) und
K € Ay istu die Losung der SDGL

t t
wue =1+ J dbsus + J dt Kug. (4.24)
0 0
Umgekehrt entsteltt ausu durch die Standardkonstruktion
be=llo- lim t;sh (Wi, s 6 — Atr 1) - (4.25)

Dabei istZ(t) das Netz der Zerlegungen des Interv@list], nach Feinheit halbgeordnet.

Die Korrespondenz zwischenundb, K ist konsistent im folgenden Sinne:

Bei gegebeneb undK ist der additive Kozyklus, der nagh.25) zur Losung vor{4.24)
gehort, wieder durchb gegeben. Andererseits entsteht jeder unitale Kozyklus als Losung
von(4.24) wobei danrb durch (4.25)definiert sein muf3.

Bemerkungen. Die Forderungen in ii) lassen sich folgendermal3en verstéhiexgt Gber
b113 = —(K + K*) nur den Realteil voiK fest. Um (iber (4.24) den unitalen Kozyklus
zu definieren, mufd auch noch der Imaginarteil ¥oangegeben werden.

Dieser Satz laRt sich noch etwas knapper formulieren, wenn statt zentrierte additive Ko-
zyklenb nichtzentrierte benutzt werden. Dann besteht eine Bijektion zwischemd 3
wie oben angegeben, wenn (4.24) durch

t
wue =1+ J dpsus (4.26)
0
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und (4.25) durch

— o~ lim Se (we . —1 4.27
Bt =1llo zézmé tl(utlﬂ t ) ( )

ersetzt wird. Dabei ist der Generator der Kontraktionshalbgrifgpe durchPy3; gege-
ben.

Den eigentlichen Beweis des Theorems verteilen wir auf mehrere Lemmata. Wir beginnen
mit den Losungseigenschaften der SDGL (4.24) bei gegebenem additiven Kolyklus

4.5.2 Lemma. Die Lésungu der SDGL(4.24)ist eindeutig und einl [o-stetiger Kozy-
klus mitPou, = €Xt. u ist genau dann unital, weniv,|3 = —(K + K*)t gilt. Der nach
Theorem 3.4.4 zu gehorende additive Kozyklus ist wieder

Beweis.Die SDGL (4.24) erfllt offensichtlich die Voraussetzungen des Existenz- und
Eindeutigkeitssatzes 4.4.2. Damit ist klar, daf3 die eindeutig bestimmte Lasupestetig

ist. Dauy = 1 natirlich in Ay liegt, istu stark adaptiert. Anwendung vdty auf beide
Seiten von (4.24) ergitRou, = 1 + [, dt KPous, mit der Lésungt — Pou, = <.

Als néachstes ist die Kozykleneigenschaft zu zeigen. Dazu bezeithireb] eine Zer-
legungsfolge des Intervalls, b], deren Feinheit gegen Null konvergiert. Wir bestimmen
zunéchst fur beliebiges € L*( Aoy, Po)

(St‘[S dbrur) w = os-lim, Z (St(brm — bri)) (Stuy )W

0 T €2n[0,]
= 0S- ||mn Z (bt+n+] — bt+Ti) (Stut+ri,t)w
T1E€Zn [0,s]
= 0S- I|mn Z (bti+] - bti) (Stuti,t)w
t €2Zn [t,s+t]

t+s
= J dbr (Sturft)w .

t

Dabei haben wir die Stetigkeitseigenschaften des Produktes unabhangiger Elemente auf
L%(A,Po) benutzt (Satz 2.4.1, iii) und, da die Faktorep.,,,, — by, Siur, W zeit-

lich absteigend geordnet sindt 4 ri,t + vl > [t,t + v > [0,t]), die Mog-

lichkeit iterierter Produkte (Bemerkung 2.4.2). Fur festes- 0 definieren wir dann

) w ,0<r <,

V= { Se(ur—Jue ,t<r.

Die Stetigkeitseigenschaften des Produkts unabhangiger Elemente liefeststhe-
Stetigkeit vorr — v, und damit die Integrierbarkeit. FOr< r < t erflllt v, offensichtlich

die SDGL (4.24). Daher folgt

Virs = St <Ill + J db,u, — J dr Kur> Ut
0 0
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t+s S
= Uy + J db; (Seur—g)ue + J dr K(Seur)uy
t 0

t t+s

dr Ku, — J dr K(Squ,—)uy

t

t+s

db, (Seu—t)uy — J

t
:1+J deuT—i—J
0

0 t

t+s t+s

:]l—I—J dbrvr—J drKv,,
0 0

d.h.v genugt (4.24). Aufgrund der Eindeutigkeit der Losung gilt= v, fur aller > 0,

insbesondere also auch, s = vi;s = (Siug)uy.

Far allea € A, folgt mit A := (b | - by), aus (4.24)
t t

(welaug)y = a+ (1| aJ dbsus>0—|- <J db s | a>o
0 0

t t

—|—<]l]aj dsKus>o+<J dsKus|a>O
0 0

t

ot
+ (| dbsus | aJ dbsus>0
0
rt

t t t
+( dsKus|aJ dbsus>0+<J dbsus‘aj ds Kus)
0 0 0

rt

t
+ (| dsKug] aJ ds Kuy)
0

JO

t t
= a-+ J ds (1] aKug), —I—J ds (Kug| a),
N 0 0
+ | ds(us|Ala)ug),
dfi s t S
+ | ds <Kus}aJ dbrur>o+J ds<J dbrur‘aKus>o
0 0 0

rt rs t pr
+ J (Kug | aKu,)y drds + J J (Kug | aKu,),ds dr.
JoJo 0Jo

Die w*-Ableitung vonR(a) := (u | aw,), ist also fur allea € A, erklart:

d d
—R¢(a) = E(“t’ aut>o

= (laKuy)o+ (Kue|a)o + (ue[ Ala)ug),

t t
+ (Kuy | aJ db,u,), + <J db, u, | aKuy),
0 0

t t
+ (Kuy | aJ dTKuT>O+ <J dr Ku, | aKut>O
0 0

= (1] aKuy)y + (Kula)o + Re(A(a))
— (Kug|a(d—wuy))g — (1 —ue | aKuy),



78 4 Stochastische Integration in Hilbertmoduln

= RyA(a)) + R¢(K*a + aK).

Damit ist(R)>o einellll-stetige Halbgruppe mit Generatofa) := A(a) + (K*a + aK).
u ist genau dann unital, werRy 1-erhaltend ist, wenn alsib(1) = 0 gilt. Das wiederum
ist aquivalent zyb;[3 = A(1) = —(K + K*), d.h. nach (3.12) z{b| = —(K + K*)t.

Die letzte Behauptung ist in dem folgenden Lemma enthalten: Nach Theorem 3.4.4 exi-
stiert die rechte Seite von (4.29), sogar fur eine beliebige Zerlegungsfolge des Intervalls
[0, t], deren Feinheit gegen Null konvergiert. Zur Identifikation des Grenzwertes kann also
die spezielle Zerlegungsfolge in (4.29) benutzt werden. O

4.5.3 Lemma. Fir eine Losung. der SDGL(4.24)gelten folgende Beziehungen:

t t
i) (b aJ dbsug), = J Ala)Agds, acA, (4.28)
0 0
AL
i) by=1llo-limy Y Sis, (us, — As,), 5= t27M. (4.29)
i=0

Beweis.Aus dem vorausgehenden Lemma wissen wir,dai unitaler Kozyklus ist und
dalBA. := Poyu, einellll-stetige Kontraktionshalbgruppe definiert, deren Generator durch
den OperatoK € A, der SDGL (4.24) bestimmt ist. Daher haben wir die Ergebnisse von
Theorem 3.4.4 zu unserer Verfuigung. Wir wissen also, daf3 die rechte Seite von (4.29) exi-
stiert und einen additiven Kozyklus definiert, den wir nur noctbatientifizieren missen.

Im folgenden sei\ wieder durch(b, | - b;), gegeben.

Zui): Wegen deri llo-Stetigkeit vont — wu, (vgl. 4.4.2) gilt:

t 21
(by| aJ dbsite), = llo-limy Y (by | a(Sis, bs, s, )
0 i=0
2
=llo-limn Y (Sis, b, | a(Sis, bs, Wis, )
i=0
2n—1
= |lllo- ||mn Z <<b5n ’ a*b‘sn)O | ui5n>o
i=0
2n—1

t
= lllo-limy Z Ala)Ais, On = J A(a)Agds.
i=0 0

Zu ii): Bestimme zunéachst die Ordnung vsﬁg"l‘ K(us — 1) ds:

dn on
HL K(us—1)ds||,= sup dw(J K(us — 1) ds)

weAy :1 0

< sup Jén de(K(us — 1)) ds
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on
sj 1K (s — 1)y ds
0

on
SJ V2K 1= A2 ds < o(537).
0

Nun zur Approximation vorb,:

LN o PN
D Sis(us, —As,) = Z Sis, (us, — 1) — Z As, — 1
i=0 i i
2n—1 PASS
= Z swnJ dbsu, — Z slénj ds Ku,g
0
P ]Aan =

pa

Der erste Summand konvergiert in déis-Norm gegerb,, der zweite gegekt und der
dritte ersichtlich geger-Kt:

moq 5. 5
= ‘ E Sisn, J dbsus — Sis, bs,
i=0 0 0

P 5 5
b swnj dbyu, — by
i=0 0 0

P IS

2
= Z ‘J dbsus_bén
i=0 0 0
PA
= > (J Rs(/\(]l))ds+6n/\(11)>
i=0 0
2" —1
_ZReZ (bs, | J dbsuy),
0
2" —1 .5,
= ZJ Ry(A(1)) ds + A(D)t
i=0 v0
—)ZX(].)
2" —1
-2 ReZ J 1)A, ds o,
0
- Z/\(l)
2" —1 om_1 _ 61/2
ZSuan Kugds — Kt = ZS%J u.— 1) ds %O
0

Dabei istR, := (us| - us), dielll-stetige Halbgruppe gemaR Satz 3.1.2. O
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Mit Lemma 4.5.2 und Theorem 3.4.4 sind, bis auf eine, alle Behauptungen von Theo-
rem 4.5.1 abgedeckt. Was noch fehlt ist die Letzte: Wir wissen noch nichjedafuni-

tale Kozyklusu als Losung einer SDGL der Form (4.24) entsteht. Immerhin ist aus Lem-
ma 4.5.2 ersichtlich, dal3 der additive Kozykhlisden wir zur Aufstellung dieser SDGL
bendtigen wirden, ausgemald der Standardkonstruktion entstehen muf3te.

4.5.4 Lemma. Jederi llo-stetige unitale Kozyklus ist die Losung der SDG({4.24) wobei
b ausu gemalf der Standardkonstrukti¢h25)entsteht.

Beweis. Wir stellen zunéchst einige Ergebnisse zusammen, die wir im Verlaufe des Bewei-
ses zur Hand haben wollen. Wir kdnnen auf Theorem 3.4.4 zuruckgrBifea: (w | - ),
besitzt den Generatoty, > a — L(a) := A(a) + K*a + aK, mit A := (b;| - by), und

A = Pou, = €<, sowieA (1) = —(K* + K). Die Standardkonstruktion vanverwenden

wir in der Form

2n—1
by =llo-limy Y Sis, (us, — As,), 5 =127,

Um die Behauptung des Lemmas zu beweisen, wird

t t 2
ut—]l—J dbsus—J ds Kus| =0 (4.30)
0 0

gezeigt. Dafur werden wir folgende Ausdriicke berechnen:
) hwli=1,
i) 13=1

iy | [ dbsus|s =

|5 = [oRA(1) ds,

iv) | [sdsKug -

o= [oRA() ds — [[RA(A_ + A} )ds+1—A +1— A,

V) —2Re(u| 1), = —A,— A,

vi) —2Re(uq| [ydbsus), = — [ RA(A_+ A7) ds,

vii) —2Re{u| [ydsKug), = [{RAA_+AL)ds— (1—-A) — (1—A}),
vii)  2Re(1]| [, dbsu,), =0,

ix) 2Re(1| [ydsKug),=—(1—A,)— (1—A}),

x) 2Re([ydsKug| [ydbsus),=—2 [ RA(D) ds+ [{RA(A_ + A} ds.
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Gleichung (4.30) erh&lt man jetzt einfach durch Addieren von i) bis x). i), ii), iii), v) und
viii), sowie ix) sind Klar.
Zu iv):

t P tpr trt
‘ J ds Kug| = J J (us| K*Kuy ), dsdr+J J (us | K*Ku, ), dsdr
0 0 JoJo oJr

(+)

ter
= J J R (K*KA,_) dsdr + J
0Jo 0

t t
Rr<J AL_K* K ds) dr.
r~~——
=35AL
Das zweite Integral laf3t sich zjllt) R.((A}_, — 1)K) dr auswerten und das erste durch
Vertauschen der Integrationsreihenfolge zu

t

t t
J qu K'KA, dr) ds :J Ry(K*(Ay o — 1)) ds.
0 s 0

Zusammengefal3t:

t 2 t t
‘ J ds Kug = J RA(1) ds +J Ry (AT K+KA_)ds.
0 0 0

Fir die nachfolgende Rechnung formen wiff j R (K*A}_,) ds um:

t t d t
—J RS(K*ALS) ds = J R, (—Ai_s> ds=1—- A% —J R,L(A} ) ds.
0 0 ds 0

Genauso verfahren wir mit jg R, (A_(K) ds. Unter Berlicksichtigung der Form des Ge-
nerators. erhalten wir damit

t 2 rt
” dsKu,[ = | RA(D)ds
0

t

+ | Ry(AL_K+KAL ) ds+ J R (AL_K+KA_,)ds
0

rt

t
[ roxeAr ) as— JRS(At_SK) ds
0

t
+ | Ry(AL_K+KAL ) ds+ J R (A _K+KA_,)ds
0

—| RL(A L +AL )ds+1—-A +1—-A]

t
= | RA(1) ds—J RA(A_ +AL)ds+1—A +1— AL
0
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Zu vi):
Bestimme zunachst filr< s <t —9:

<ut ‘ (Ssbé)

und erhalte damit:

1

limy Y (u,|

i=0

lim,, Z Ris

t
(u, ‘ L dbsus>o

Uy = ((SqugJu|(Sb
R ((ue s | b6>o)

) o
(3.17) R <J Ai/\(quALS*Z’J dr) =R <J Ai/\(
; 0

4 Stochastische Integration in Hilbertmoduln

)us>0

R (<At7576u5 ‘ b5>o>
A*

t—s—r

) dr)

2n—1

+I|ngR

t
J R
0

Zu vii):

t
(u, ‘ Jo ds Kus>o

rt

JO
rt

JO
rt
= | R,L(AL,)
JO
t
=1-A; — J
0

((Sate g [Ku,), ds = J

R (AT K+ KAL) ds — J

(Sisnbzsn)uién>o
on
(— J /\(Atfiénfr) dr — /\(Aiién)) On
0(\6,11) ’
AAL5,)) - 8n

ds.

t
R, (AL_K) ds
0
t
R (K*AL,) ds
0
t

t
ds—J RA(A} ) ds — J R (K*AL) ds
0 0

RA(AL) ds.

Die letzte Gleichung erhalten wir wieder, wie unter iv), durch partielle Integration.

Zu X):

Dieselbe Rechnung wie fur (vi) zeigt:

(Ku | J db, u,
0

Damit ist

Yo = J RA(KAL) dr.
0

t t t S tprs
<J ds Ku | J dbu,), :J (Ku | J db,u,),ds :” RA(K*AL) drds
0 0 0 0 0JO



4.5 Korrespondenz zwischen unitalen und additiven Kozyklen 83

tpt t
— J J RA(KAL ) dsdr = J RA(AL,— 1) dr
0Jdr 0

t

t
:J RA(AL) dr — J R.A(1) dr. 0
0 0

Damit haben wir alle Hilfsmittel beisammen, um Theorem 4.5.1 zu beweisen.

Beweis von Theorem 4.5.Die eindeutige Zuordnung eines unitalen Kozykiubei ge-
gebenem additiven Kozyklus ¢ A?(A) undK € A,, vermittelt durch die Losung der
SDGL (4.24), sowie der erste Teil der Konsistenzbehauptungen wurde in Lemma 4.5.2
gezeigt. Die Umkehrung ist der Inhalt von Theorem 3.4.4. Die Konsistenzbehauptungen
ergeben sich aus Lemma 4.5.2 und Lemma 4.5.4. O






5. Affiliierte Operatoren

Wir hatten in Abschnitt 2.3.4 eine konkrete Realisierung des Hilbert W*-Mokkild, P,)

durch Operatoren ad(J,, H,,) kennengelernt. In dieser Realisierung ist es aber schwie-
rig Kriterien anzugeben, die sicherstellen, daf? ein konkretes Elemeht@usP,) bereits

in A liegt, oder dal3 es sich bei diesem Element etwa um einen unitdren Operator handelt.
Tatsachlich soll es einmal ein wesentlicher Bestandteil dieser Theorie sein, die unitalen L6-
sungen der stochastischen Differentialgleichungen (4.24iéigre Operatoren zu identi-
fizieren. Wir benétigen demnach eine Realisierung k&, P,), die es fiir eine gewisse
Klasse von Elementen i?(A, P,) gestattet, auch einfache algebraische Operationen, wie
Quadrieren und Betragsbildung durchzufihren. Wir werden sehen, dal3 zumindest fir den
Fall, dal3 es sich bel um eine finite von Neumann Algebra handelt, eine Realisierung von
L?(A, Po) durch bestimmte affiliierte Operatoren existiert, die wirRdsaffiliiert bezeich-

nen wollen. Bekannterweise bilden die zu einer finiten von Neumann Algebra affiliierten
Operatoren eine *-Algebra (vgl. [KaRi2], Ex. 8.7.60).

Finite Algebren stellen in unserem Kontext keine wirkliche Einschrédnkung dar. Der Zu-
standp unseres Wahrscheinlichkeitsraumes ) ist zwar nicht notwendig ein Spurzu-
stand, aber die uns hauptsachlich interessierenden unitéaren Kozyktdhen im Zentra-
lisator A¥ von (A,) liegen. Nur so kann Ad; € Aut(A,{) undR; = Pyo Adu, €

Mor (A, ) erfiillt sein. Uber die Standardkonstruktion (4.25) folgt dann, dafR der zuge-
horige additive Kozyklud in L?(AY, Py) liegt. Die geforderte Stationaritat unserer dyna-
mischen Systeme bringt es also mit sich, daf3 ein wesentlicher Teil unserer Theorie in der
finiten W*-Algebra A% und dem zugehdérigen HilbertmodUf(AY, Py) formuliert wer-

den kann. Dieses Hilbertmodul 1ai3t sich dufigfaffilierte Operatoren realisieren, wie

wir in diesem Kapitel sehen werden. Das bedeutet jedoch nicht, dal3 wir uns von vorn-
herein auf finite W*-Algebren beschranken kénnen, indem wir nur auf dem Zentralisa-
tor von (A,p) arbeiten. Zwar kann mit einem unitaren Kozykhusc AY der Markov-
Proze3T; = Adu, o S; auf A und daraus die KontraktionshalbgrupRe = Py o T;
auf A, gewonnen werden, aber der Lindblad-Generatar) = (b;| abq), + K*a + ak,

a € A, gemall Theorem 3.4.4, a3t sich nur Uber die Hilbertmodul-Theorie formulieren.
Die Py-affiliierten Operatoren stellen also eine wertvolle Ergdnzung der Hilbertmoduln
dar, da sie ‘nah’ genug an der Algebfldiegen, um die Frage nach Unitaritat bestimmter
Hilbertmodul-Elemente stellen zu kénnen.

Wir werden in diesem Kapitel zunédchst den Zusammenhang zwischen Hilbertmodul-
Elementen bzgl. einer finiten von Neumann Algebra gehffiliierten Operatoren her-
stellen. Dann beschreiben wir den Unterraum der adjungierbaren Hilbertmodul-Elemente.
SchlieRlich werden wir eine Teilmengé derP,-affiliierten Operatoren bestimmen, in der

85
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die Adjungierte und das Betragsquadrat eines Elementes wiedBg-aifiliierter Opera-

tor (d.h., wieder ein Element alg(A, Py)) ist. Dieses Kapitel geht in Teilen Uiber das
hinaus, was fur die in dieser Arbeit gesteckten Ziele ndétig ist. Da aber an dieser Stelle alle
Hilfsmittel bereitgestellt sind, ware es schade, sich nur auf das unbedingt Notwendige zu
beschranken.

5.1 Py-affiliierte Operatoren

In diesem Abschnitt wird eine Realisierung v@A(A, Py) durch affilierte Operatoren
angegeben. Es handelt sich dabei um die Verallgemeinerung einer Konstruktion aus der
Tomita-Takesaki-Theorie, wo jedem Vektor aus dem Definitionsbereich des modularen
Operators ein affiliierter Operator zugeordnet werden konnte ([BrRo1], Proposition 2.5.9).

5.1.1 Proposition. (A,,.Ay) sei ein finiter Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gehdrt zu
jedemx € L%(A, Py) genau ein affiliierter OperatoXn.A mit H, C D(X), der durch

Xa'&o = a'x&y, o€ Ho,a € A, (5.1)
definiert ist. Insbesondere igt'H, ein Core furX.

Beweis.Um die Wohldefiniertheit vorX zu zeigen, approximieren wir das Element
L2(A, Py) durch eine Folgdx,)neny € A: x = s-lim,x,.. Aus a’éy = 0 folgt dann
a'xéy = limy a’xnéo = lim, x,a’&y = 0. Offensichtlich istX dicht definiert und hai{,
im DefinitionsbereichX ist abschliel3bar, da audt dicht definiert ist:

[(a'Q[Xb'Eg)| = limp [(a'x} Qb E)| = limn [(a'Tx,, Q[ b'Eo)]
< [la’|l sup, [xn Q| b &l

zeigt, daR der dichte Teilraurd’Q im Definitionsbereich vorX* enthalten ist. Den
Abschluf3 vonX bezeichnen wir wieder mit demselben SymbohA ist aquivalent zu

Xa’' D a’Xfurallea’ € A’. Auf dem CoreA’H, von X folgt diese Beziehung direkt aus
(5.1): Xa'b’éy = a’b’XEy = a’Xb'Ey fur alleb’ € A', &y € Hy. Da die Affiliiertheit
eines Operators bereits auf seinem Core gepruft werden kadm.sgezeigt.

Ein weiterer affiliierter Operatoy, der (5.1) erfillt, ware eine Fortsetzung vlnDa aber
Operatoren, die zu einer finiten von Neumann Algebra affiliiert sind keine echten Fortset-
zungen besitzen, muR mit Y Ubereinstimmen. O

5.1.2 Bemerkung. Ein affilierter OperatoX, dessen Definitionsbereidfi, umfaft, ent-

héalt auchQ. Die Proposition fird, = C- 1 sagt dann, daf durcta’Q = a'xQ, a’ € A’,
genau ein affiliierter Operat(’ft mit CoreA’Q) definiert wird. Dieser besitzt offensichtlich

X als Fortsetzung und muf3 daher mitlibereinstimmen. Somit wird auch duregtiQ

ein Core furX bestimmt. Diese Beobachtung wird uns spater mitunter die Beweistechnik
etwas erleichtern.
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5.1.3 Definition. Ein OperatorX, der zur von Neumann Algebraeines Wahrscheinlich-
keitsraumesA, , Aop) affiliiert ist, heil3tPy-affiliiert zu.A, falls H, im Definitionsbereich
von X enthalten ist undd’H, ein Core furX darstellt. IstA, = C - 1, so sprechen wir
auch vonyp-affilierten Operatoren.

5.1.4 Lemma.Ist der WahrscheinlichkeitsraumiA,\{, Ay) finit, so folgt die Py-
Affiliiertheit eines OperatorXn.A bereits ausH, C D(X).

Beweis.Die Affiliiertheit von X hat A’H, € D(X) zur Folge. Es mul} also nur noch
gezeigt werden, daR| 44, ein abschlielbarer Operator ist (der daqals Fortsetzung
besitzt und daher miX Ubereinstimmt): Auga’Q |Xb’&y) = (a'JXQ|b'E) fur alle
a’ b’ e A, & € Hy, ist ersichtlich, dal3 die Adjungierte vofi 4.4, dicht definiert und
dieser Operator folglich abschlie3bar ist. !

5.1.5 Satz.Fur einen finiten Wahrscheinlichkeitsrauf, y,.Ay) bestimmt Gleichung
(5.1) eine 1-1-Beziehung zwischen Elementen latigl, Poy) und Py-affiliierten Opera-
toren.

Beweis. Proposition 5.1.1 stellt eine injektive Abbildung vaA(A, Py) in die Menge der
Po-affiliierten Operatoren bereit, von der also nur noch die Surjektivitdt nachgewiesen wer-
den muR. Zu einerR,-affiliierten OperatoX muR ein Element € 12(A, Py) angegeben
werden, fur das Gleichung (5.1) erflllt ist. Da der abgeschlossene Teiltguim D (X)
enthalten ist, isk := X|s, ein beschrankter Operator, derlif(A, P,) liegt, falls er in
der stop-Topologie auf?(A, Py) durch eine Folge aud approximiert werden kann (die
Einheitskugel inL?(A, P,) ist stop-vollstandig). Diese Folge 4Bt sich mit Hilfe der Po-
larzerlegungX = ulX| von X und der Spektralprojektoresy, := x o (|X|) in der Form
xn = Xe, € A gewinnen:

1(x — xn) &l = || (X = Xen)&oll = [ u(1 — en)uwX&o||

n— oo
0

fur alle &, € H, beweist die gewlinschte stop-Konvergenz der Félgg ..y gegenx.
Gleichung (5.1) folgt nun direkt aus der Affiliiertheit voa O

5.1.6 Korollar. Fur einen finiten Wahrscheinlichkeitsraui, , C - 1) bestimmt Glei-
chung(5.1) - mit Hy, = C - Q — eine 1-1-Beziehung zwischen dem GNS Hilbertraum
L%(A,1) und denp-affilierten Operatoren. Dariiberhinaus gilt fur alle-affilierten
Operatoren]xQ = x*Q, d.h. mitx ist auchx* {-affiliiert.

Beweis.Es ist nur noch diep-Affiliiertheit von x* zu zeigen. Dafiur setQQ = lim,, x,,Q
mit x,, € A. Dann gilt fur allea’ € A’:

(IxQ]a’Q) =lim, (x;Q|a’Q) =lim,(Q]a'x,Q) = (Q|xa'Q),
d.h.Q € D(x*) undJxQ = x*Q. Insbesondere ist* V-affiliiert. O

5.1.7 Definition. Die Approximationx,,)ncny C A vonX, die mittels der Spektralprojek-
torene,, := Xjon(IX]) von|X| durchx,, := Xe,, konstruiert wird, heil3Standardapproxi-
mationvon X.
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5.1.8 Die Menge€ := {XnA| Hy, C D(X)} derPy-affiliierten Operatoren kann in nattr-
licher Weise zu einer Realisierung v@A(A, Py) gemacht werden: Offensichtlich ist mit
X auchXay, ag € Ay, Po-affiliiert, d.h. die Rechtsmodulwirkung vaf, auf € ist einfach
die Operatormultiplikation. Die Modulabbildung : & — L?(A, Po); X — X]4, ist nach
Satz 5.1.5 eine Bijektion. Wir definieren das innere Produk€aaiirch

(X[ Y)e = (a(X) | (Y)), X,Ye€. (5.2)

Auf diese Weise wird ein Hilbertmodul iber,, das gemal Definition 2.1.6 unitéar &qui-
valent zuL?(A, Py) ist. Die vonL?(A, P,) aufé induzierte stop-Konvergenz entspricht da-

bei derKonvergenz aul,. Darunter wollen wir folgendes verstehen: Eine FAI¥g) .cx
Po-affiliierter Operatoren konvergiert aty gegen derPy-affilierten OperatorX, falls

fur alle &, € H, die Folge(X.&o)nen gegenXéy konvergiert. Naturlich ist das aquiva-

lent zur stop-Konvergenz fur die zugehérige Folgg)neny € L*(A, Po), xn = Xnlsg, -
Entsprechend werden Cauchy-Folgen eingefuhrt. Satz 5.1.5 zeigt dann, daf} diese einen
Po-affiliierten Grenzwert besitzen.

Satz. Das Hilbertmodul derPy-affilierten Operatoren ist unitaraquivalent zu dem
Hilbert-W*-Modul L%(A, Py).

Wir sehen also, dal? Elemente duf$.A, Po) je nach Bedarf als z®(Ho, H,,) gehorig,

oder alsP,-affiliierte Operatoren aufgefal3t werden dirfen, sofern der Wahrscheinlichkeits-
raum(A,, Ao) finit ist. Satz 5.1.5 zeigt ja, daBe L*(A, Py) C B(Ho, H,,) auf genau

eine Weise zu einerf,-affilierten Operator fortgesetzt werden kann, den wir kiinftig mit
demselben Symbal bezeichnen wollen. Je nach Problemstellung kann man danmunter
einenP,-affiliierten Operator, oder seine Einschrankung &ifverstehen, d.h. wir wer-
den nicht mehr zwischen diesen beiden Realisierungeh(oh, P,) unterscheiden. In der
Notation werden wir weiterhin kleine Buchstaben fiir Elementel&d, P,) verwenden

(und die GroRbuchstaben fBg-affilierte Operatoren nur als Ubergangslésung ansehen).
Gleichung (5.1) lautet nun

xa'&y = a'x&y, Eo€Hpy,a' € A (5.3)

Bemerkung. Tatsachlich 1a3t sich das Konzept der Zuordniegffiliierter Operato-

ren auch auf nicht finite Wahrscheinlichkeitsraume ausdehnen, allerdings ist diese dann
nicht mehr surjektiv, sondern erfa3t nur noch ein stop-dichtes Untermodil¥ah P,).

Da wir in der vorliegenden Arbeit nur an finiten Wahrscheinlichkeitsraumen (oder genau-
er: am Zentralisator-Modul) interessiert sind, soll diese aufwendigere Untersuchung hier
nicht vorgestellt werden. Wenn nichts anderes gesagt wird, wollen wir fir den Rest dieses
Kapitels generell von finiten von Neumann Algebren ausgehen.

5.1.9 Da jeder finite WahrscheinlichkeitsraurmA,\, Ay) auch den finiten Raum
(A,p,C - 1) umfal’t, mul? noch der Zusammenhang zwiscReaffilierten und -
affilierten Operatoren geklart werden. Nach Lemma 5.1.4 ist ein affilierter Operator
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genau dannp-affiliiert, wenn Q in seinem Definitionsbereich enthalten ist. Je@gr
affiliierte Operator ist also auch-affiliiert. Eine spater mitunter niitzliche Bedingung an
einen-affiliierten Operator (d.h. an einen Vektor des GNS Hilbertraums, vgl. Korol-
lar 5.1.6), die diePy-Affiliiertheit zur Folge hat, stellt das folgende Lemma bereit.

Lemma. Einel lo-beschrankte Folge aus’ (A, Py), die in derp-Norm gegen ein Element
ausL?(A,1) konvergiert, ist auch stop-konvergent und besitzt dasselbe Grenzelement (aus
L2(A, Py)). Insbesondere ist eitp-affiliierter Operator genau danR-affiliiert, wenn er

einel lo-beschrankte| Iy,-konvergente Approximation ausbesitzt.

Beweis. (xn)neny C L?(A, Po) sei in derlllo-Norm durchM > 0 nach oben beschrankt
undl l,-konvergent geger € 1%(A,1). Um die stop-Konvergenz dieser Folge zu zeigen,
wahlen wir zu gegebenen > 0 und &y, € H, eina’ € A’ mit der Eigenschaff &, —
a’Q || < 7z und schéatzen ab:

1 Oen = xm)&oll < [10xn = xm) llo [ &0 — @’ Q[ + [ @’ || [} (xn — xm) Q|

€ , € €
<Mt % = xmlle < 5 45 =<,

fur eine geeignete Zahl, € N und allen, m > n.. Das ist die stop-Cauchy-Bedingung

fiir die Folge(xn)nen. DaL?(A, Py) stop-folgenvollstandig ist, besitzt sie ein Grenzele-

mentxX € L?(A, Py). AusQ € D(X) folgt Xa’Q = lim, a’x,Q = a/xQ = xa’Q fur alle

a’ € A’, d.h.x ist eine Fortsetzung vox und stimmt daher mit diesem Uberein. Damit

ist der erste Teil des Lemmas bewiesen. Fur den zweiten Teil ist nur noch zu zeigen, dal3

einp-affilierter Operatorx einellllo-beschrankte|,-konvergente Approximation au%

besitzt. Das wird aber durch die Standardapproximationxsichergestellt (vgl. Defini-

tion 5.1.7 und den Beweis von Satz 5.1.5). 0J

5.1.10 Satz.Ein zuA affiliierter Operator gehort genau dann 4if(A, Py), wenn seine
Standardapproximatiofillo-beschrénkt ist.

Beweis.Fir einx € 1?(A, Py) zeigt der Beweis von Satz 5.1.5 die stop-Konvergenz der
Standardapproximation und daher auch dedrerBeschranktheit. Ist diese andererseits
gegeben, so zeigt die folgende Abschatzung fur&jle Hy, n € D(x),

[(EolIxm)[ = limy [(Ixlen&o )| < sup, [|[x[en&o|l [l < sup, [ xnllo [0l (M1l

daR¥H, in D(x) enthalten ist und somitin L%(A, Py) liegt. O

Dieser Satz zeigt insbesondere die Verwandtschaft mit der nichtkommutativen Integrati-
onstheorie, wie sie E. Nelson entwickelt hat (vgl. [Nel, Ter]). Fy = C - 1, d.h. fur
L2(A,) stimmt sie mit ihr Giberein (vgl. auch Korollar 5.1.6).

5.1.11 Diese Zusammenstellung allgemeiner Eigenschdfteaifiliierter Operatoren be-
enden wir mit ihrer Einbettungseigenschaft in den GNS-Hilbertradid, V).
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Lemma. Durch die Abbildung
i L2(A,Py) — LA, ) x+— xQ
wird eine kontraktive, stop-stetige Einbettung definiert.
Beweis. || xQ||? = (Q | Po(x*x)Q) < ||x||3, x € L*(A, Po), zeigt die Kontraktivitat vor.

Die stop-Stetigkeit ist klar. Die Injektivitat voyfolgt aus Satz 5.1.1 fur den Fadl, = C-1
und Bemerkung 5.1.2. O

5.2 Adjungierbare Py-affiliierte Operatoren

Wir charakterisieren die Elementeaus?(A, Py), deren Adjungiertec* ebenfalls zu
L%(A, Po) gehort. Wir nennen sie diadjungierbarenElemente vorlL?(A, Py). Der fol-
gende Satz kann als eine Verallgemeinerung von [Tal], Lemma V.2.27 angesehen werden.

5.2.1 Satz.Die Adjungiertex* eines Elements < L[?(A,P,) gehort genau dann zu
L2(A, Py), wenn es eine stop-Approximation, ).cy C A vonx gibt, mit der Eigenschaft

sup, 1%, llo < 0.
In diesem Falle giltc* = s-lim,, x..

Beweis.Wir zeigen zuerst, dal3 eiRy-affilierter Operatorx, der eine Approximation
(xn)neny C A der geforderten Art besitzt, eirig-affiliierte Adjungierte hat. Dazu sei-
enno, &0 € Hounda’ € A’. Dann folgt aus

(Mo lxa’&)ol = limy (Mol a'xn&o)ol = liMy [(Xim0l a’&o)l
< sup, [[xinoll [[a’& |l < sup, x50 Mol l[a’&o]l,

dalRH, in D(x*) enthalten ist. Nach Lemma 5.1.4 ist Py-affiliiert.

Nun sei(x,)nen C A irgendeine stop-Approximation vox, deren adjungierte Folge

(X )nen in derllllo-Norm durch eine ZahM > 0 beschrénkt ist. Um die stop-Konvergenz
dieser Folge gegex* zu zeigen, reicht es nach Lemma 5.1.9 [dig-Konvergenz nach-
zurechnen. Diese folgt aber leicht aus Korollar 5.1.6 und der Isometrieeigenschaft der
modularen Konjugatiom. O

5.2.2 Korollar. B und € seienPy-unabhangige von Neumann Unteralgebren vband

L?(B, Py) bzw.L?(C, Py) die zugehodrigen Untermoduln vdrf(A, Py). Fir ein adjun-
gierbares Elemenk < L?(B,P,) gehort die Adjungiertect ebenfalls zul?(B, P,).

Fur ein weiteres adjungierbares Elementc L%(C,P,) gilt: xy ist adjungierbar und
(xy)* =y*x* € L2(BV €, Py).
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5.2.3 Gegenbeispiel.Fur A, = C - 1 sind die Voraussetzungen von Satz 5.2.1 automa-
tisch erfullt: Die stop-Konvergenz vofx:,).cy ist dann einfach diep-Konvergenz, die
leicht aus der Isometrieeigenschaft vpfolgt. Dagegen stellt di¢llo-Beschranktheit der
Folge (x},) nen fur den Fall dimAy) = oo i.allg. eine echte Bedingung an die Adjungier-
barkeit eines Elementsinnerhalb vorlL?(A, Py) dar. Es ist instruktiv, dafiir ein einfaches
Beispiel an der Hand zu haben:

Wir wahlen firA die AlgebraM, @ L* ® L* und fury den Spurzustanéltr RARA,
mit A = f;-dx, L[> := L[*([0,1],dA). A, sei die (kommutative) Diagonalalgebra
(1957 [0y 1], deren zugehérige bedingte Erwartung dush:= Adey; ® ¢ ® id +
Adey; ® id ® @ bestimmtist (ey)ij—1,.. 4 bezeichne die kanonische Matrix-Einheit von
M,). Das Hilbertmodul?(A, Py) und der Teilrauni{, sind folgendermafRen gegeben:

[2QL® [*®L2

2 _
L ('A)PO)_|:L2®L00 L00®L2

:|®]lz, 5{0261@]12@[_2\/64@{_2@]12,

Dabei fassen wir die Funktionen Irf := 1.2([0, 1], d\A) als Multiplikationsoperatoren auf
((ei)i=1...4 bezeichne die kanonischen Basisvektore@th Von den Operatoren

10 1ef . 0 0
X'_{o 0 ]@le, X‘[Jl@f 0}@112

f =f* ¢ 12, f ¢ L=, gehortx offensichtlich zuL?(A, Py), nicht aberx*.

5.3 Die Multiplikation in  L?(.A, Py)

Das HilbertmodulL?(A, Py) verhalt sich bzgl. der Multiplikation wesentlich ungiinstiger
als bzgl. der Adjungierung. Ein mogliches Substitut fiir dfeRaume ist die Teilmenge

&= {x € L*(A,Py) | x*x € L*(A, Py) ,xx* € L*(A,Po)} (5.4)

von L?(A, Py). Um es gleich vorweg zu sagef? ist ein schlechtes Substitut, da es sich
bei diesem Raum i.allg. noch nicht einmal um einen Vektorraum handelt.

5.3.1 Satz.&%ist eine *-invariante Teilmenge vdrt(A, Py). Ein Element € 1L?(A, Py)
gehort genau dann z&*, wenn es eine stop-Approximation, ).y C A vonx mit fol-
gender Eigenschatft gibt:

sup, Llxnwxllos axnllo) < oo (5.5)

Beweis.Wir zeigen zunachst, dal3 die Standardapproximgton,..n C A (vgl. Defini-
tion 5.1.7) eines Elementsc & die Bedingung (5.5) des Satzes erfullt:

Ixixntoll = Ix*enoll = lenx*Eoll < Ix"x&oll < [Ix™x[lo [l £l

Ixnxn&oll = [lIxlenx™&oll = [lenlxix™&oll < [[hxlx™&ol| = [[xx™&oll < [[xx™ [[o [|&oll -
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AuBerdem liegfH, in D(xx*) C D(x*), was nach Lemma 5.1 € L?(A, P,) zur Folge
hat. Also liegtx* ebenfalls inc?.

Nun zur Umkehrungx € L?(A, Py) besitze eine stop-Approximatidit, )ney C A, die
(5.5) erfillt. Dann istx} ) ey Illo-beschrankt:

sum, %5, 115 = sum, | Po(Ixa ") | > sup, [ Po(ix3l*)* [l = sum, [IPo(x,x7) |12
= sup, [[x3ls-

Nach Satz 5.2.1 gilt* € L%(A, Py) undx* = s-lim,, x*. DaR sup ||x,, ||, < oo gilt, kann
auf dieselbe Weise eingesehen werden. € L?(A, Py) undxx* € L?(A, Py) ergibt sich
nun aus dem nachsten Lemma. O

5.3.2 Lemma. Fir zwei Elementex,y < L?(A,P,), deren stop-Approximationen
(Xn)nen € A und(yn)neny C A die Eigenschaften

sup, Ixillo <00, SUR, [[xuunlo < o0
besitzen, gehonty wieder zul?( A, Py).

Beweis.Wir zeigeny(H,) € D(x), worausH, C D(xy) und nach Lemma 5.14y €
L2(A, Po) folgt. Furé&o, o € Hounda’ € A’ gilt (unter Verwendung von Satz 5.2.1):

[(x*amoly&o)| = limy [(a"x;molyné&o)l < [lamoll sup, [[x,ynéoll
< [lamoll sup, [* Ynllo I Eoll -

DaA’H, ein Core furx* bildet (vgl. Satz 5.2.1 und 5.1.1), lieg€, in D(x). O

5.3.3 Gegenbeispiel.FirA, = C - 1 handelt es sich b&l* um den bekannteh? (A, V),
wie er in der nichtkommutativen Integrationstheorie auf finiten von Neumann Algebren
von E. Nelson [Nel, Ter, Kés] entwickelt wurde. Dageger€istir A, # C- 1i.allg. nicht
einmal mehr ein Vektorraum. Diese Situation liegt im Beispiel 5.2.3 vor: Wir wahlen

| f®1 o0 10 11
x.—{ 0 O]®]IZ’ y.—{o 0 ]@f“z,

mit einer reellen Funktiorf € L#([0, 1], dA). Offensichtlich liegtx in €4, y in A, aber

xy ¢ L?(A, Po). Ware€* ein Vektorraum, dann miftey = ; S o ik(x + iy)*(x + iky)

in L%(A, Py) liegen. Dieses Beispiel zeigt auch, daR eine Verscharfung der Definition von
&% (indem man z.B. verlangt, daB auch gemischte Potenzenword x* zu L%(A, P)
gehoren sollen) die Vektorraumstruktur véf i.allg. nicht sicherstellen wird, denn die
beiden Elemente undy sollten auf jeden Fall i€+ enthalten sein.

Nach diesen Uberlegungen ist es ein wenig tberraschend, daR fir endlichdimensionale
Anfangsalgebreml, der Raum&* dennoch ein Vektorraum ist. Das ist auch der Grund,
warum &* trotz seiner offensichtlichen Mangel in unsere Uberlegungen mit einbezogen
wurde.
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5.3.4 Satz.Bei endlichdimensionaler Anfangsalgebfa sind die Raumé&?(A, Po) und
L?(A,1) hombéomorph und *-invarianté* ist ein *-invarianter Untervektorraum von
L2(A, Po), und fir je zwei Elemente y € &% liegt xy wieder inL?(A, Py).

Beweis.Seix € L?(A,1), d.h.Q € D(x) nach Lemma 5.1.4. D4, endlichdimensional
ist, gilt
Ho =AoQ =JAJQ CA'Q CD(x),

d.h. nach namlichen Lemma liegin L?(A, Py). Damit stimmern_?(A, ) undL?(A, Py)
als Vektorraume tiberein. Die *-Invarianz v@A(A, P,) folgt aus der vori?(A, ) (vgl.
Korollar 5.1.6).

Die identische Abbildung voh?(A,) aufL?(A, Py) ist ein Homéomorphismus:

[x[ly < sup [[x&ol = [Ixllo= sup [[JaJxQ| < sup [af[[xQ[ <A[x],
Il & [|=1 | aC2=1 I ally=1
EoEHp acAy acAy

fir ein geeignetead > 0 und allex € L?(A, Py), denn die Operatornorm und dieNorm
auf der endlichdimensionalen Algeb#fa sind aquivalent.

Nun seienx,y € &*. Falls wir daraus bereitsy € L?(A,P,) folgern kénnen, ist die
Vektorraumeigenschaft voif* leicht einzusehen:

(x +y)*(x+y) =xx+x*y+y*x+y*y € L*(A, Py)

und genausdx + y)(x +y)* € L?(A,Py), wenn wir uns vergegenwartigen, dal nach
Satz 5.3.18* *-invariant ist. Fiir Approximationer = s-lim,, x,, undy = s-lim, y, mit
der Eigenschatft (5.5) von Satz 5.3.1 gilt aber:

1% Un 13 = (QYixxun Q) = (Y, uh Q1 x5x, Q)
< lynynlly X lly < sup {llunynllo [ xnxallo} < oo

Lemma 5.3.2 aul?(A,1) angewandt zeigky € L?(A,1), nach unseren bisherigen
Uberlegungen also auchy € L%(A, Py). O






6. Anwendungen

6.1 Additive Kozyklen zum Poissonschen weil3en
Rauschen

Unser Ausgangspunkt in diesem Abschnitt ist ein verallgemeinertes Poissonsches weil3es
Rauschern®, ¥, Sy, (P1)1) Uber Ay, wie es in 1.8.2 als Kopplung eines verallgemeiner-

ten Bernoulli-Shift§ B, x, S, B;) UberA, an das klassische Poissonsche weif3e Rauschen
(T, 7, gt, (TTy)1) eingefuhrt wurde. Wir ibernehmen die Notation von dart. € B, m €

No, sei ein unitérer Kozyklus bzgl. dem Bernoulli-Stfundu, := 3" 1y @ pim(0, t]

der zugehorige unitdre Kozyklus bzdl,. Mit der bedingten Erwartun@, von B auf

Ao gilt R™ = Qo(u,,). Dabei istR := Qp(u) undu := u; € B;. Wir erhalten
Api=Po(u) =Y o (R™M(pm(0,t]) =Y 5 (R™E et = etR,

6.1.1 Satz.Die Standardkonstruktion bzgl. dem unitaren Kozyklug.-, ergibt den ad-
ditiven Kozyklugb,)>o C L*(P, Po)

bii=) By@pe(0,t]—t-(R—1). (6.1)
{=0

Darin ist B der additive Kozyklus zum Bernoulli-Shif, x, S, B¢), der fur{ > 1 durch
Be:= Y 1, S¥(uw— 1) und fiirl = 0 durchB, := 0 definiert ist.

Beweis.Nach Proposition 3.2.1 kénnen wir flr die Standardkonstruktion @ine
Zerlegung des Intervallg0,t] verwenden. Wir missen also den stop-Grenzwert in
L2(P, Py) von

o :=t-27", bestimmen, d.h. wir miissen die Konvergenz $qit) auf H, untersuchen
(vgl. 5.1.8). Dazu spalten wB(t) in drei Ausdricke auf, die getrennt behandelt werden
konnen. Unter Verwendung von Gleichung (1.6) fur den Shiffes Poissonschen weil3en
Rauschens erhalten wir:

2"—1 oo 00

Selt) = > Y 10pu(0,isel - $*®Sis, (D wn @ Pml0,80]) — 2" As,
i=0 k=0 m=0

95
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2"—1 oo
= D D D SHum) @ px(0, 18l pun(i8n, (i +1)80] — 2" As,
i=0 k=0 m=0
2"—1 o0 o0
= D D D S¥(um—1) @pu(0, i8] pm(ibn, (1+1)80]
i=0 k=0 m=I

2n—1 0o 0

+ Z 10 ) > pul0, i8] pmlidn, (14 1)8n] — 2™ A,

k=0 m=0
2" -1 oo
> S¥(u—12) @ pi(0,18n] Pim(idn, (i + 1)8,] -
=0 k=
2"~1 o0 o0
+ ) ) Y S(um—1) @ pil0, i8] prmlidn, (1 + )80 =i pn
i=0 k=0 m=2
+ 5 (1-As,).

|
ML

o
o

O

—

Der letzte Summand konvergiert gegern(1 — R). Wir werden zeigen, daf, gegen Null
konvergiert. Dann bestimmen wir den Grenzwert vgn

Die entscheidenden Beobachtungen daflr sind:

P
= lim o, Z Pr(0, 10n] Prm(idn, (1+ 1)0n] = 81m - Z pe(0,t],
i=0 t=Kk+1

wobei die Konvergenzgeschwindigkeit izt = 1 durch

2n—1

On
Y Prl0,184] p1(idn, (i+1)8n szOt Di(t) 17, (62)
i=0 {=k+1
mit Dy (t) := M t<T1 + t%, M > 0, gegeben ist. AuRerdem gilt
om_q pA R
6n k . 6m—1
| Y pul0, Sl pulis, (i D52 = Y e 5, et (63
— T &= K m!

Das ist der sehr technische Teil des Beweises, der im Anhang A.5 zu finden ist. Mit diesen

Beobachtungen zeigen wir als erstes, da&, f.a. £, € Hy gegen Null konvergiert. Wir
verwenden (6.3):

o 00 2n—1
longoll =1 > D S*(um—1)&® D> prl0,18n] Prml(ibn, (i + 1)84]]|
k=0 m=2 i=0
R (S L s L P s
sznaou-zz( e s) P

k=0 m=2 i=0

<2)&]- Z\/ D MR TA SRV N SE
m=2
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Nun zum Grenzwert von,,&,. Dafir verwenden wir (6.2):

!nnéo—ZSk u—1)&® Z pe(0, ]
f=k+1
2n—1

< 2|1 &| Z Y Prl0,18n] pr(idn, (i+1)8n] — Z pe(0, 1]

k=0 i=0 {=k+1
Dk n (o]
< 2| &l - Von Z\/ 0.
k=0

Durch die Vertauschung der beiden Summen in dem Grenzwgtt, S*(u — 1)&o ®
¥ e PelO, ] ergibt sichy 2, 37,70 S¥(u — 1)&0 @ pe(0,t] = 3¢ Beo @ pe(0, 1,
wenn wir B, := H oS¥(u — 1) fur € > 1 und By := 0 setzen. Offensichtlich gilt
HBeH < u—1f ﬁunddaheiﬂ Y 2o BeEo@pel0, ]| < [lu—1 X, L4 e[ &ol| =
~Jluw— 1] - ||&||- Also definiert} " B¢ ® pe(0,t] einen beschrankten Operator auf
9{0 mit Werten im GNS-Hilbertraun¥(,,, der aufd{, (und damit in der stop-Topologie
von L2(P, Po), vgl. 5.1.8) durch die Folgg Y ;" B¢ ® pe(0,t]) _, C P approximiert
wird. Also istby := Y 7By @ pe(0,t] — t- (R—1) € L*P,Py) der Grenzwert der
Standardkonstruktion. O

6.1.2 Bemerkungen. Tatsachlich wurde in der Konstruktion nirgends benutzt, daf

u; (und damitu,,) unitéar ist. Wichtig war nuru € B; und ||u| < 1 (woraus auch
[wml|l = [|S™ T (w)S™2(u) - - - S(u)u|| < 1 folgt). Fur jeden solchen Operator definiert
(6.1) einen additiven Kozyklus. Lassen wir die Konstruktion auf3er acht, so kénnen wir
auch direkt nachrechnen, dal® fvac B; ® 1 durch

ZB ) @ pel0,t] —t- Po(v)

Be(v) := f;‘o S¥(v), ein zentrierter additiver Kozyklus definiert wird. Riie= 1 erhalten

wir den klassischen Poisson-Pro2¢f3— t aus 1.5.2 zurlick.

Wahlen wir einen ‘trivialen’ Bernoulli-Shift, d.HB = C- 1, so wirdu = e'* = Qy(u), mit

einem geeigneten € R. Der unitdre Kozyklusy, ist dann durchy_ S, e™*p.,(0,t] =

e gegeben, mit dem klassischen Poisson-Prd26:-,. (6.1) ergibtb, = (e'* —

1)(X — t), also gerade das Ergebnis der Standardkonstruktion beim klassischen Poisson-
schen weil3en Rauschen, wie wir es als Beispiel in 3.3.3 vorgefuhrt haben.

6.2 Additive Kozyklen und die
detailed balance-Bedingung

Die detailed balanceBedingung wird in vielen Teilen der statistischen Physik benutzt,
denn sie wird zur Beschreibung von Modellen verwendet, die einer besonders ‘guten’
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Gleichgewichtsbedingung gentigen. Es handelt sich dabei um stationare stochastische Pro-
zesse, die sich durch genauen (mikroskopischen) Ausgleich der Ubergange zwischen den
einzelnen Zustanden des Systems auszeichnen. Fir einen klassischen Markov-Prozeld mit
endlichem Zustandsrauf := {1, ..., n} besagt diese Bedingung, dal3 es eine stationare
Verteilungu := (p1,...,pn) auf Q gibt, fir die die Ubergangswahrscheinlichkeit vom
Zustandi in den Zustand genauso grofR ist, wie fiir den Ubergang vjonachi. Ist

R := eP* ¢ M, die Halbgruppe der Ubergangsoperatoren dieses Prozesses, mit dem
GeneratorD := [Dylij—1..n der UbergangsrateD;;, so besagt die detailed balance-
Bedingung

-----

Dixpx = Duips,

fa.i,k € Q. Fur den Zustandp,, := [ - du bedeutet dagh,.(fD(g)) = ¥, (D(f)g)

fa.f,g € L*(Q,u), d.h.,D und damitR, ist {,-selbstadjungiert (vgl. Anhang Al).

Das ist die Formulierung, die in [KFGV] zur Fortschreibung auf die nichtkommutative
Situation der Quantenmechanik verwendet wurde. In unserer Sprache laRt sie sich folgen-
dermaf3en formulieren: Ein irreversibles W*-dynamisches Sysgtégnp, R) besitzt die
detailed balance-Eigenschaft, falls die Ubergangsopera®yep-selbstadjungiert sind.
Meist wird fur das SystenfiAy, P, R) noch ein reversibler Anteil der Dynamik zugelas-
sen. IstR ||-stetig, so bedeutet das fur den Lindblad-Generhteon R die Existenz der
VP-AdjungiertenL* (vgl. Satz A.1.2) und

L(a)—L*(a) =1i[H, d]
f.a. a € Ay, mit einem geeignetenl < Ag). In dieser Formulierung wird die detailed

balance-Bedingung in [ApFr] verwendet.

Im folgenden Satz gehen wir von einem weiRen Raus¢ien, S, (A;);) tberA,y aus

und geben eine Bedingung an einen additiven KozyklasL?(AY, Py) an, die dazu fiihrt,

dal3 das zugehorige reduzierte W*-dynamische System (vgl. Theorem 4.5.1 und Theorem
3.4.4) die detailed balance-Bedingung erfillt.

6.2.1 Satz.b C L?(AY, P,) sei ein adjungierbarer additiver Kozyklus mit der Eigenschaft

by =—b, (6.4)
fat>0.Ke Agl’ sei ein Operator, der die Gleichuny|3 = —(K + K*) t erfullt (z.B.
K:= —%|b1 3). Istu der unitale Kozyklus, der als Losung der stochastischen Differential-
gleichung
t t
Uy = JI+J dbsuerJ ds Ku,
0 0

entsteht, so besitzt das reduzierte W*-dynamische Systgnd, R) mit R, := (u¢| - uy),
die detailed balance-Eigenschatft.
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Beweis.Nach Satz 5.2.1 besittt; eine Approximation(c,)neny € L%(AY,Py) in der
stop-Topologie vori ?(AY, Py) mit der Eigenschafb} = s-lim,, c’. Daraus erhalten wir
furallea;, a, € AY

Y(ag(br]azbr)) = limp P (archasc,)
= limp P (c arciay)
=P ((b7laibi)oaz) .

Nach Satz A.1.2 ist die vollstéandig positive Abbildufig | -b%), aufA, diey-Adjungierte
von A := (b, | - b,),. Der Lindblad-Generatdr von R hat nach Satz 5.2.1 die Form

L(a)=A(a)+K'a+ aK.
Er besitzt daher dig-Adjungierte
L*(a) = A(a) + Ka + aK*.

Wir erhalten damit.(a) —L*(a) = i[H, a], mit H := i(K—K*), also die detailed balance-
Eigenschaft fuf A, P, R). i






Anhang

A.1 Anhang zu Kapitel 1

A.1.1 Satz. Sei(A, V) ein Wahrscheinlichkeitsraum ufid: A — A eine vollstandig po-
sitive Abbildung mit der Eigenschaft: Es gibt ein (notwendigerweise eindeutig bestimmtes)
ac A,sodalRfax e A

V(T(x)) =(xa) (A.1)

gilt. Dann istT o wop-o wop- (d.h. normal)g stop-o stop- undo stop'-o stop'-stetig. Das
gilt insbesondere fir alle Morphismdnvon (A, ).

Beweis.Die Positivitdt vomp o T und (A.1) haben nach [Tal], Proposition 111.4.8 die
Ungleichung

(T < [lafb(x) (A.2)

f.a.x € A" zur Folge. Verwenden wir die Kadison-Schwarz-Ungleichungrfiso erhal-
ten wir | T(x) [|,, < |la|'/?||x]|,,- Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung zeigt dann die
o stop-Stetigkeit von

A3y = Uu(T(y) =v(xT(y))

fa.x € A. Da die Funktionald,| x € A} in A, norm-dicht liegen (Bipolarensatz),
erhalten wir mit dem Ublichen/2-Argument die stop-Stetigkeit der Abbildungeh >

y — o(T(y)), ¢ € A,, auf beschrankten Mengen vah Nach [Tal], Theorem 11.2.6,
folgt o T € A, f.a.p € A,, d.h. T ist normal.

Die o stop-o stop-Stetigkeit: Auso ~—25 x folgt (xa — X)* (xa — Xx) = 0 und daraus
mit der Kadison-Schwarz Ungleichung

O(Thxa— %) T(xa —x)) < @(T(xa = x)" (X0 —x)) — 0,
f.a.p € A]. Die o stop-o stop'-Stetigkeit zeigt man analog. O

Der folgende Satz ist ein Ergebnis aus der Arbeit [Kim2], wo er im Rahmen allgemeinerer
Fragestellungen gewonnen wird. Wir geben einen etwas anderen Beweis.

A.1.2 Satz. (B. Kimmerer) Fir eine vollstandig positive Abbildung auf (A,{) mit
der EigenschaffA.1) ist folgendes aquivalent:

101
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i) Es existiert genau eine vollstandig positive Abbildurigauf (A, ) mit der Eigen-
schafty(xT(y)) =P (T*(x)y) fa.x,y € A.

i) T vertauscht mit der modularen Automorphismengruppeson.

Der Operatora aus(A.1) ist dann durchl*(1) gegeben und liegt im Zentralisator vgn

T* ist die V-adjungierte Abbildung vonT, meist einfach alglie {-Adjungierte vonT
bezeichnet.

Beweis. Eine vollstandig positive Abbildung mit der Eigenschaft (A.1) besitzt eine ka-
nonische Fortsetzung zu einem beschrankten Opefatmif den GNS-Hilbertraurtt(,,:

TxQ :=T(x)Q fa.x € A:
- X NG 5
[TxQ[* < W(T(x™)) < [laf [[xQ]*.

i) = i): Die Vertauschbarkeit voit mit o% hat zur Folge, dal¥ den stop-dichten Teil-
raum der ganz-analytischen Elemente wdhin sich abbildet. Fir jedes solche Elemgnt
besitzt die FunktiorR > t — TAY*Q = ATy*Q eine ganz-analytische Fortsetzung,
die an der Stelle = —i/2 ausgewertet,

ThyQ = TAZY"Q = A2 Ty*Q = A2 T(y)Q = JT(y)Q = JTyQ

ergibt. Das zeigt die Vertauschbarkeit vormit J auf einer dichten Menge und wegen
der Beschranktheit der beteiligten Operatoren duchl = 0. Diese Eigenschaft und die

Positivitat vonT bendtigen wir, unT*A+Q C A+Q nachzuweisen:
(xQ|T'y0) = ITX)Q1YQ) = (T(x)2Q | JyIT(x)2 Q) > 0,

fa.x,y € AT, aIsoT*yQ € ATQ ([BrRol], Proposition 2.5.27). Das positive lineare
Funktionalx — (JxQ | T*yQ) wird durchy dominiert: Firx € A* gilt

TEQITHEQ) < [y (QITQ) Syl al bix).

Nach dem Satz von Radon-Nikodym ([BrRol], Theorem 2.3.19) gibt es also genau ein
z € AT mit der Eigenschaf{JxQ | T*yQ) = (JzQ |xQ) = (JxQ|zQ) fa.x € A, also
T*yQ =zQ € ATQ. Damit wird durchT*(y)Q := T*yQ, y € A, eine positive lineare
Abbildung T* auf A definiert. Die Gleichungh(xT(y)) = p(T*(x)y) f.a.x,y € A ist
offensichtlich erfillt. Aus ihr folgt sofort = T*(1) > 0. Die Eindeutigkeit vonl™* ist

klar. Es fehlt nur noch die vollstandige Positivitat voh

Betrachte daZlT(n) = id, ® T auf dem Wahrscheinlichkeitsraupv,, ® A,‘P(n)), mit
¥, = T, ®y und der normierten Sput, aufM,.. T, erfillt (A.1) bzgl. ¥, ,, wenn wir
a durch Iz a ersetzen. Die modulare Konjugatipn, und der modulare Operatdy,, , zu
Y, sind durchl,, @ J bzw. 1, ® A gegeben. Dabei igt, die modulare Konjugation bzgl.
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T,. Offensichtlich vertauscht,, mit der modularen Automorphismengruppe Vp,,,
und es ist elementar nachzurechnen, daf3 die AdjungigteonT  , bzgl. W  , —gemaf
obiger Konstruktion — mit 1 @ T* Ubereinstimmt. Insbesondere i}, positiv, alsoT*
vollstandig positiv.

1) = ii): Seiy € D(A) undx € A. Dann gilt:

(xQ|TAYQ) = (AT T*(x)Q| ATyQ) = (T (x")Q | Jy*Q)
= (Y QT (x")Q) = (T(y)Q[x"Q)
= JAIT(Y)Q|JAZXQ) = (A2xQ | ATTyQ).

Da AQ ein Core firAz ist, IlegtAz TyQ im Definitionsbereich vomz, und es gilt:
ATyQ = TAyQ Also vertauschi stark mitA und dann auch mi®, was schlieBlich
To o) = o) o T bedeutet. O

A.2 Abzahlbar erzeugte von Neumann Algebren

In diesem Abschnitt stellen wir einige Eigenschaften fiir von Neumann Algebren zusam-
men, die allgemein bekannt, in dieser Form in der Literatur aber eher tiber mehrere Quellen
verstreut sind.

Wir nennen einen topologischen Rauin, t) T-separabelwenn es eine Folgéx,,)nen

in X gibt, die bzgl. der Topologie in X dicht liegt. Untert-Separabilitat einer von Neu-
mann AlgebraA, oder eines Hilbert-W*-Modul€ (vergl. Definition 2.2), verstehen wir
Separabilitét in einer der Topologiandes dualen Paarésl, A.) bzw. (£, €,) (eine von
Neumann Algebra, die stop-separabel ist, heil3t auabzahlbar erzeugtvergl. [Ped]).

Es genugt die Separabilitat in einer dieser Topologien nachzuweisen, um sie auch fir alle
anderen Topologien des dualen Paares zur Verfligung zu haben (denn Abschlisse sind in
jeder dieser Topologien gleich). DieSeparabilitat reicht jedoch i.allg. noch nicht aus, um
jedesx € A (bzw. € &) durch eine Teilfolge vorix,,)neny @pproximieren zu kénnen. Die
Separabilitdt des Praduals wird das aber sicherstellen.

A.2.1 Lemma. Ist E ein separabler Banachraum, dann sifid und Ej o(E,E*)-
separabel (w*-separabel). Jedes € E* kann durch eine Teilfolge der iB* w*-dichten
Folge approximiert werden.

Beweis. (x.)nen Sei einel[-dichte Folge irE. Betrachte fir jedea € N die Abbildung
Lot By 2 x" = ((x1,X), ..., (xn,x")) € C™.

Mit C™ ist auch das Bild_ (E*) separabel. Damit existiert zu jedeme N eine Folge
(i) ken € E7, 80 dal(Ln(x} 1)), o IN La(E7) dicht liegt. Daher kann fiir jedes € E;
eine Teilfolge(x}, i Jnen gefunden werden, mit der Eigenschaft

|, X" =X )| < 1/m, i=1,..,n.
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Also gilt lim (x;,x} . ) = (x;,x") fur alle i € N, d.h. die beschrankte Teilfolge
(Xk, Jnen der Folge(x, ), wen konvergiert auf einer dichten Menge vanund damit
auf ganzt. Daher ist(x}, 1), ey W*-dicht in Ej. Also besitztE* = (Jy n - E] eine w*-
dichte Folge und ist somit w*-separabel. O

Der Beweis dieses Lemmas wurde der Vollstandigkeit halber mit aufgenommen. Man fin-
det ihn z.B. bei [Yos] im Beweis zu Pettis Theorem.

A.2.2 Satz. Jeder Teilraun€t einer von Neumann Algebréa mit separablem Pradual ist
o stog*)-separabel. Insbesondere gibt es fiir jedes & eine beschrankte Teilfolge der in
¢ o stop-dichten Folge, die in dieser Topologie approximiert.

Beweis.Nach Lemma A.2.1 istl; w*- und damit aucho stopg*'-separabel. Dig stop*’-
Topologie aufd; bzw. A, N € ist metrisierbar. Also istl; N €, als Teilmenge eines separa-
blen metrisierbaren Raumes, selbst separabel mit dichter Balgig-n. INsbesondere gibt
es zu jedenx € A; N & eine Teilfolge, die in der Metrik, also in derstog*’-Topologie
gegenx konvergiert. Fal3t man die so konstruierbaren Folgen ild; N €, n € N, zu
einer Folge zusammen, so liegt diesstop*)-dicht in & = [, n - A7 N € und leistet das
Gewlinschte. O

A.2.3 Die Standardsituation, in der die Existenz eines separablen Praduals gesichert und
A.2.2 anwendbar ist, wird im folgenden Satz beschrieben.

Satz. Fur eine von Neumann Algebra ist folgendes aquivalent:
i) A isto-finit und o stop-separabel,

i) A besitzt eine treue normale Darstellung auf einem separablen Hilbertraum,

i) A besitzt einen separablen Pradual.

Beweis.Fir i) & ii) siehe [Ped] 3.8.4. Fr i)} i): A/, besitzt eine dichte Folge
(Wn)nen, die durchw := ) 27"w,, einen treuen normalen Zustand definiert. Nun zeigt
Zustand (z.B.P(x) := > 27™(&n | -&n), (En)neny VONS vonK). Dann ist nach dem Bi-
polarensatZ\{ (- a)| a € A} dichtinA,. Ist (a,)nen €ineo stop-dichte Folge i, dann
bildet (V (- an))nen €ine dichte Folge ith, (wiederum nach dem Bipolarensatz). [

Dieser Satz ist vor allen Dingen auf Wahrscheinlichkeitsraume)) anwendbar, wenn
A, separabel ist. Das bedeutet, daf3 wir Approximationea {z.B. bei Anwendung des
Dichtesatzes von Kaplansky) mit Folgen, statt mit Netzen durchfiihren kénnen.

A.3 Integration A-wertiger Funktionen

In diesem Abschnitt soll eine Integrationstheofienvertiger Funktionen entwickelt wer-
den, die wir zur Fortsetzung der stochastischen Integrale auf groRere Integrationsklassen
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bendtigen. Da es sich dabei um eine etwas technische Angelegenheit handelt, beschran-
ken wir uns auf das unumganglich Nétige. Wir gehen von einem MalR3 (&L ) mit

einem kompakten Grundrauli) der Borelschew-AlgebraZ und einem regularen finiten
Borelmaf3u, sowie einer W*-Algebrad mit separablem Pradudl, aus.(w, )ncn S€i eine

dichte Folge inA, ;. Unser Ziel ist es, flr geeigneté-wertige Funktionerf ein Integral

Jpf(t) du(t) € A zu definieren.

A.3.1 Definition. Wir nennen eined-wertige Funktion™ > t — f(t) € A w*-u-melRbar
falls die skalarwertigen Funktiondns t — w(f(t)) fur alle w € A, u-mel3bar sind.

Da A, separabel ist, genlgt es, wenn diese Eigenschaft auf der dichten(kalgen C
A. 1 getestet wird. In einer Realisierung veh C B(JH) als von Neumann Algebra ge-
nugt es also, wenn die wi-MeRbarkeit mit den Funktionalefd, | - n), &, 1 € H, getestet
wird. Wegen||f(t)|| = sup,|wn(f(t))|istt — [ f(t)] der punktweise Grenzwert der
pu-mefRbaren Funktionen— max_; . |w;i(f(t))|, also selbst wiedgt-mef3bar.

Wir stellen nun den Zusammenhang zur Ublichen Definition geMelR3barkeit
Banachraum-wertiger Funktionen her, wie man sie z.B. in [Lng] findet.

A.3.2 Lemma. Fir jede w*u-mel3bare Funktiorf gibt es eineu-Nullmenge inl", auf

deren Komplement in der |/|-Topologie vonA Borel-mefl3bar ist. Ist das Bild(T") Illl-

separabel, dann ist u-mef3bar, d.h., in derli-Topologie vonA der p-f.i.-Grenzwert von
Treppenfunktionen.

Beweis.Es gibt eine gemeinsame Nullmenge, auf deren Komplement alle Funktionen
w, o f, n € N, Borel-mel3bar sind (vgl. [Lng]). Durch Abanderung vérauf dieser
Menge kdnnen wir erreichen, dal diese Eigenschaft aufiganizillt ist. Also gilt fur alle
xeAneN:

{teT|lwn(f(t) —x)[ < e} € L.

FirU.(x) :={y € A| ||y —x|| < ¢} folgt wegen||y || = sup, |lwn(y)l,y € A:

fHUx) ={tel||f(t) —x[|< e} = ﬂ {tel|lwnf(t) —x)| < e} € X,

neN

d.h.,fistin derll|-Topologie aufA Borel-mel3bar. Der Rest ist nun z.B. in [Lng], X.1 zu
finden. O

A.3.3 Proposition. Eine w*-u-mef3bare Funktiorf auf I' besitzt folgende Eigenschatft:
Zu jeder kompakten TeilmengeC I" und zu jedeme > 0 gibt es eine weitere kompakte
MengeK, C K, auf derf w*-stetig ist und fur diat(K \ K.) < ¢ gilt.

Beweis.K C T sei eine kompakte Teilmenge. Nach dem Satz von Lusin ist i) fur jede der
skalarwertigen Funktionew,, o f erflllt. Mit dem Ublichen 27™-Trick’ zeigt man, dal3

es zue > 0 eine kompakte Meng&,. C K mit u(K \ K,) < ¢ gibt, auf der alle diese
Funktionen stetig sind. Da nach Lemma A.3.2 auch ||f(t)| n-meRbar ist, laf3t sich
sogar erreichen, dafd auch diese Funktionkaustetig ist. Fur ein beliebiges € A, ;
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sei nun(ws, )ken die Teilfolge von(w)nen, die w approximiert. Dann istv o f aufK,,
wegen
| — @, (F(1)] < o — wn, [ max| F(D)]],

als gleichmaRiger Grenzwert stetiger Funktionen stetig. O

A.3.4 Satz. Eine Funktionf : I' — A ist genau dann wit-mef3bar, wenn sig-f.0. der
w*-Grenzwert einer Folge von Treppenfunktionen ist.

Beweis.Nach Lemma A.3.3 isf auf einer kompakten Menge,, mit u(I"'\ K,,) < 1/n
w*-stetig (0.B.d.A.K,, C K,,;1). Nach dem Satz von der gleichmafigen Beschréanktheit
ist f auf dieser Mengel-beschrankt. Da die w*-Topologie auf beschrankten Mengen von
A metrisierbar ist, bestimnftx_ ,\k, eine w*-stetige Funktion in einen vollstéandigen, se-
parablen metrisierbaren Raum, die nach [Lng] in dieser Metrik, d.h., in der w*-Topologie,
p-f.0. der Grenzwert einer Folg@. m)men Von Treppenfunktionen ist. Die Funktionen
gn =) . ; gin Konvergieren nun in der w*-Topologie-f.l. gegerf. Die Umkehrung ist
klar. O

A.3.5 Definition. Eine w*-u-mefRbare Funktiofi: I' — A heitw*- L'-integrierbay falls
die skalarwertigen Funktionew o f fiir alle w € A, L'(T, u)-integrierbar sind.

A.3.6 Lemma. Fur jede w*{'-integrierbare Funktiorf : I' — A wird durch A, > w —
Jrw o fdu genau ein Element aué definiert, das wir durch . f dp bezeichnen.

Beweis. Wir zeigen, daR die lineare Abbildung : A, — L'(ILu); w — w o f stetig

ist: (Wn)nen C A, sei eine Nullfolge undT¢(w-))nex gegen ein Elemertt € LT(T, )
konvergent. Insbesondere konvergiert als@(f(t)) fur allet € T" gegen Null. Anderer-
seits gibt es eine Teilfolgel(wn, ))ken, die punktweiset-f.i. gegerh konvergiert. Also

mul u-f.0. h(t) = 0, d.h.,h = 0 gelten. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen
ist T¢ stetig. Daher definietfl, > w — [.w(f(t)) du(t) = w(a) genau ein Element
a:= [ fduausA; = A. O

A.3.7 Die Separabilitat vood, hat|| [.f dp|| = sup, [ lwn o fldu = sup, [|wn o f||;

zur Folge. Ahnlich wie bei der MeRbarkeit, muf? auch die W*tegrierbarkeit nur auf
einer dichten Folge id, geprift werden. Allerdings ist zuséatzlich eine Beschranktheits-
eigenschaft erforderlich.

Lemma. f : T — A ist genau dann wi:'-integrierbar, wenn fir eine dichte Folge
(Wn)new @USA, (oder A, ;) folgendes gilt:

) wnpofe L' p)furallen € N,

i) sup, ||wnoflli < oo.

In diesem Fall gibt es zu jedem € AjJ (bzw.w € A, ) eine Teilfolge(wmn, Jxen Mit
wof="L"limgw, of.
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Beweis.Es gilt w = lim, w,,, fir eine geeignete Teilfolgéw, Jken VON (Wy)nen und
somitw o f = limy wy, o f punktweise. Eigenschaft ii) und das Lemma von Fatou zei-
genwof € LY p) fur alle w € A:1 und damit auch fur allev € A,. Also ist f
w*-L'-integrierbar. Aus der Stetigkeit der Abbildunty > w — w o f folgt die letzte
Behauptung. O

A.3.8 Das folgende Ergebnis ist eine Version des Satzes von der dominierten Konvergenz.

Satz. f sei eine w*p-meRbare Funktion undf,,).cy eine Folge w*L'-integrierbarer
Funktionen aufT, X, 1) mit folgenden Eigenschaften:

I) Fur eine dichte Folgew;)icy C A, 1 konvergiererw; o f,, punktweiseu-f.t. gegen
w;of,1eN.

i) Es gibt eineL'-beschrankte Folgég;)ieny C L'(T, 1) mit|w;o | < gifa.i,n €
N.
Dann istf w*-L'-integrierbar, und es giltv o f = L'-lim,,w o f, f.a.w € A,.

Beweis.Aus i) und ii) erhalten wir mit dem klassischen Satz von Lebesgues f €
L'(T,u) und w; o f = L'-lim, w; o f,. Damit gilt [[w; o f|l; = lim, ||w; o fu]1 <
sup; || gi|l1- Nach Lemma A.3.7 ist w*-L'-integrierbar. Fur die Abbildungem;, aus
dem Beweis von Lemma A.3.6 gilltT;, || = sup, ||wi o fnll1 < sup, ||gi|1 =@ M. Also
erhalten wir fur eine Teilfolgéw;, )xen, die w € A, ; approximiert:

Hw —ws, ) o (f = fa) o < (ITell + I T )]) llw — s, ||

k— oo

< (ITell + M) fw — wy, [| —0,

gleichmafig im € N. Fure > 0 ergibt sich also bei geeigneténe N:
fwo (f—fu) | < Hw —wy)o (f=Fu)lli + [|wy, o (f —fu) 4
<SHllwyo(f—fa)i<5+5=¢

ab einemn, € N, denn nach dem Satz von der dominierten Konvergenaugjlto f =
L'-lim,, w;, o f,. Damitist alles gezeigt. O

A.3.9 Satz. Jede w*L'-integrierbare Funktion laRt sich im wk-!-Sinne durch eine Folge
von Treppenfunktionen approximieren.

Beweis. (w;)ien sei eine dichte Folge i, ;. Wir verseherC™ mit der max-Norm und
definieren fir eine w'-integrierbare Funktiofi und jedes1 € N die Abbildung

Qn(f): T = C%; te [wi(f()), ..., wa(f(t))]

Durch Abanderung auf einer Nullmenge ka#én, f.a. n € N als Borel-mel3bar ange-
nommen werdenBy := {t € I'| | f(t) < k||} ist p-meRbar. Weget J;Bx = T, kon-
vergierenf - xg, und @, (f - xg, ) in der Norm punktweise gegehbzw. @, (f). Nun
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tberdecken witC™ mit disjunkten WirfelnW,, ., der Seitenlang€ ™ und bilden mit
thm € Anm i={t € T'| O, (f)(t) € Wy 1} die Funktion

F'rL = Z f(tn,m) *XAn mNBy - (AS)

mezZ

Da f und @ ,(f) auf B, beschrankt~sind, tragen zur Summe auf der rechten Seite nur
endlich viele Summanden bei, so d&f3eine Treppenfunktion ist. Nun definieren wir die
Approximationf,, von f endgultig durch

f1) = fult)  fOr fwi(fa()] < lwi(f(E)| 4+ g(t), i=1,..,n,
0 sonst

Dabei istg eine strikt positive,L'-Funktion aufl’ (da T kompakt ist, konnten wir die
konstante Funktion 1 wahlen). Jedes T liegt ab einem genugend grof3epe Nin B,,,
n > ngund erfallt2 ™ < g(t), d.h.,esqiltfai=1,...,n:

|wi(fr(t))] < Jwi(f(t)[4+ 27" < Jwilf(t))| + g(t) .

Damit haben wiff,,(t) = ?n(t) undlwi(fa(t)—f(t))| <2 fan>n,i=1,..n,also
die punktweise Konvergenz van;of,, gegenw;of f.a.i € N. Nach Konstruktion besitzen
die Approximandemw;of,, die Majorantery; := |w;of|[+g mitsup, || gi|[1 < || Te||+Il gl
(vgl. den Beweis von Lemma A.3.6). Satz A.3.8 zeigt nun dielW#onvergenz vorf,,
gegenf.

Um fur den Falll’ = [0, T] C R eine Approximation mit Treppenfunktionen im engeren
Sinne (also Funktionen die nicht nur auf endlich viglemel3baren Teilmengen véh T],
sondern auf Intervallen konzentriert sind) zu erhalten, muR nurgech g, in (A.3) im
L'-Sinne durch solche Funktionen approximiert werden, was durch die gewohhliche
Theorie bereitgestellt wird. O

A.4 Ein Gegenbeispiel

Wir schlieRen an die Notation von 4.2 an und zeigen, daR die modulwertigen
FunktionenL?([0,1],&) C B(Ho, L2([0,1],H)), & C B(FH,, H), normalerweise nicht
einmal in der Norm vorB(7(,, L?([0, 1], 7)) vollstandig sind. Dafiir geniigt es, wenn wir
Ho = H wahlen und die zerlegbaren Operatoren (vgl. Definition 41223p, 1], B(H)) C
B(H,L*([0, 1], H)) selbst betrachten. Wir wéhlel := L*([0,1]), alsoL*((0,1),H) =
L2([0,11) = L2((0, 1))&L([0, 1) =[5, L2([0, 1]) dt.

Wir gehen so vor, dal3 wir zunachst einen unbeschrankten selbstadjungierten Operator
aufL2([0, 11)®L2([0, 1]) definieren, dessen Definitionsbereich den Teilrddf0, 11) ® 1
umfaRt. Durchxé = R(& ® 1), & € L?([0,1]), laRt sich dann eine Operataraus
B(L%([0,1]), L2([0, 1]%)) definieren.x wird eine Faserung := (x.); wie ein zerlegba-
rer Operator besitzen, nur werden fast alle Operateyembeschrankt sein. Anschliel3end
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zeigen wir, daf in der Operatornorm vof (L?([0, 11), L%([0, 1]?)) durch zerlegbare Ope-
ratoren approximierbar ist und gelangen auf diese Weise zur Unvollstandigkeit dieser Ope-
ratoren.

Wir wahlen firx, t € (0, 1], den unbeschrankten Multiplikationsoperator &ef(0, 1])

mit der L2-Funktion[0,1] > s — 1/3/t —s - xj0.y) Undx, := 0. Nach [ReSi4], Theorem

XI1.85, wird durchXk := f[o  Xedt ein selbstadjungierter Operator mit Definitionsbereich
= {(E)e € [o L2[0,1]) dt | & € D(xy) fiil; [, [ xe&el|? dt < oo} definiert,

er zelgen dafld die konstanten Funktior@n)., & := & € L?([0,1]) in D(%) enthalten
sind: Fur alles € [0, 1] istt — f4(t) := [x{&|%(s) eineL'-Funktion und

1 1 ]
s Hj f,(t) dt = ra(s)zj dt = 2[£(s)PVT—s

0 s\/t_S

definiert ebenfalls eink'-Funktion. Nach dem Satz von Fubini liegt dann asch f4(t)
fur fast allet € [0,1] im L', und es gilt

1 1 p1
J thészt:J J Ixtﬁlz(s)dtds—J 21&(s)]*V1 —sds < 2||E]|* < 00.
0 0Jo

Fur fast allet € [0,1] liegt alsoé in D(x.) (eine Funktioné, die nicht in allen De-
finitionsbereicherD (x.) liegt, ist z.B.s — 1/4/|la—s|, a € [0, 1]). Damit ist durch
x& = R(E® 1), & € L%([0,1]), ein beschrankter Operaterdefiniert, der alle Anzeichen
eines zerlegbaren Operators gemaR Definition 4.2.3 besitzt, nur daf} seine Fasgrung
aus lauter unbeschréankten Operatoxemestehtx gehort also nicht zu den zerlegbaren
Operatoren.

Nun zeigen wir, dal3 die zerlegbaren Operatoren nicht vollstandig sind. Die Spektralpro-
jektionenp(A) = Xjo,e—17 VON Xy definieren SpektralprojektiongnA) := (p¢(A)) von

{ zu den Intervallen0, ¥/A], A > 0. Die zerlegbaren Operatores, := pr\|‘,}(®1 €

L2([0, 1], B(H)) bilden einell I-Cauchy-Folge, deren Grenzweraber nicht mehr zu den
zerlegbaren Operatoren gehort (die Operatargkonvergieren, wegen der Abgeschlos-
senheit vork, fir A — oo in der stop-Topologie geged). Fury > A gilt namlich folgende
Abschatzung:

r1 p1 ]
=002 = | | = (e (8 =Xy () (5] P ds e

1
1
- J X[tf%,tflv](sﬂa(s) > ds dt

JoJo vVt—s
r1 5 1 1

= | feis) JO L U dtas
| 5 S—i—l ]

< S dtds

<| 1zt LM —
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—2 \é |2[\ﬁ—ﬂds 2)|g )2 [\f ﬂ S

gleichmaRig bzglé, in der Einheitskugel ([0, 1]); von L%([0, 1]).

A.5 Anhang zu Kapitel 6

Wir missen den Beweis von Satz 6.1 noch vervollstandigen. Es handelt sich um die
Bestatigung der Abschatzungen (6.2) und (6.3). Die dafir nétigen Rechnungen sind
ziemlich lang, aber nicht besonders schwer. Daher versuchen wir, nur die wesentli-
chen Schritte vorzufiihren. Wir benutzen dabei mehrfach die Bezieppftgs + t] =
S o0t pn (s, s FHund Y5, et =[5 X e*dx. Wir berechnen zunéchst
farm > 1:

P

I Z Pil0, 18] o8, (i + 184 |12

=0
1

= > m(pul0,i8,]) (P8, (i + 1)84])

2n—1
+ > m(pk(0, 18] PO, 0] Prs(§8n, (3 + 180l Prn(i8n, (i 4 1)84))

"

=0 " . . . .
= 7t(px(0,j0n] Pol(idn, ibx] Pl (G + 18, )7t (Pm(0, 84])
=0
A
+ ) .
i<j=0
2n—1 . X m—1
_ Z (16TL) e*i5n . 6n . 6‘rl. efén
k! m!
i=0
n—oo (t)%eixdx— ?kﬂget ,ym=1,
0 ,m > 1
Damit erhalten wir
2" —1
[ Z Pi(0, 18] prm(idn, (i =Y o]
=0 0=Kk+1
2" 1 te
= || 3 pul0,8] pmlidn, (L4 D)8 |2+ Ee
i=0 {=k+1

2"—1 o

—2Re ) > m(pxl0, 18l pr(ibn, (i+1)8nl Peqiin((i+1)8n, 1))
i=0 {=k+1
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fxk _x g (16,)* _i5 5
= Lﬁe dx—ZO € b

! e (45, )k (18, + (x — i8,))%
n —(i+1)6n n n —(16n +(x—16n))dn
< Z J's o e o e dx
i=0 v'on
) 21 pA+1)en (15,,)% K k=1
< ZL (M IR )dx-én
i=0 71on
< M k+1 k 6“ . D 6“

Fur(x) haben wir dabei die folgende Abschatzung verwendet. Essd) und0 < y < 9,
k>1:

1
ﬁ }Zk e—(z+5) _ (z _I_U)ke—(Zer)‘

k e _ gV k=T ¢ k—1—¢ 1
S Z_e_z 7“U_6|+ y Z_ y e_(Z‘HJ]
k! y—90 —_— 0 (k—1—-¢)! k—¢
N——— Sé Sé =0
<M <1
Zk (z—l—y)kf]
gé-(MH—Fk-ik! )

Diese Ungleichung bleibt auch fiir= 0 richtig.
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