LINKS UND LINKDIAGRAMME
ALS COBORDISMEN-KATEGORIEN
UND DEREN BEDEUTUNG FUR

KHOVANOV-FLOER-THEORIEN

DISSERTATION
der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultét
der Eberhard Karls Universitat Tiibingen
zur Erlangung des Grades eines
Doktors der Naturwissenschaften

(Dr. rer. nat.)
vorgelegt von

W. JONATHAN WALZ

aus Stuttgart

TUBINGEN

2021



Gedruckt mit Genehmigung der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen

Fakultat der Eberhard Karls Universitat Tiibingen.

Tag der miindlichen Qualifikation: 21.06.2022
Dekan: Prof. Dr. Thilo Stehle
1. Berichterstatter: Prof. Dr. Frank Loose

2. Berichterstatter: Prof. Dr. Christoph Bohle



Prolog

Knoten sind Objekte, die den meisten Menschen immer wieder in ihrem Alltag begegnen.
Man denkt dabei zumeist an ein Seil oder ein Stiick Schnur, welches auf irgend eine Art
in sich verschlungen ist. Manche Knoten sorgen fiir Verdrgerung, andere wurden gezielt

gekniipft, um einen Zweck zu erfiillen.

Ein wesentlicher Treiber fiir die bis heute andauernde wissenschaftliche Untersuchung von

Knoten ist in der frithen physikalischen Chemie zu finden:

In der Anfangszeit der Erforschung der Struktur von Atomen in der zweiten Halfte des 19.
Jahrhunderts stellte Lord Kelvin die Hypothese auf, dass Atome durch in sich geschlossene
Wirbel (also Knoten) im Ather gegeben seien und Atome verschiedener Elemente dadurch zu
unterscheiden seien, dass deren Wirbel auf unterschiedliche Art in sich selbst verschlungen
seien (diese Theorie wird auch als vortex theory of the atom bezeichnet, vergleiche [I0]). Davon
angeregt versuchte Kelvins Kollege Peter Tait, die verschiedenen Knoten mathematisch zu
klassifizieren, in der Hoffnung, damit eine systematische Ordnung der chemischen Elemente

zZu gewinnen.

Dies begriindete den Beginn der Knotentheorie als Teildisziplin der sich damals rasch entwi-
ckelnden Topologie. Ziel der Knotentheorie ist es bis heute, Knoten und auch Verknotungen
mehrerer Komponenten (sogenannte Verschlingungen oder auch Links) bis auf Deformation

innerhalb des umgebenden Raumes (man spricht hierbei auch von Isotopien) zu klassifizieren.

Die Darstellung von Knoten eint die Knotentheorie mit der Knotenkunde, welche eher an

praktischen Anleitungen zum Binden von Knoten interessiert ist:

Mochte man einen Knoten z.B. in einem Buch abbilden, so hat man keinen dreidimensionalen
Raum, sondern eben ein nur zweidimensionales Blatt Papier zur Verfiigung. Man zeichnet

daher Gebilde wie



oder in der Knotentheorie eher in geschlossener Form (im ersten Bild durch Verbinden der

Enden angedeutet),

welche als Knotendiagramme bezeichnet werden.

Intuitiv ist dabei schnell klar, dass die ausgelassenen Abschnitte einer solchen Kurve als ,in
der dritten Dimension weiter unten verlaufende Stringe“ zu interpretieren sind. Die formale
mathematische Definition dieser Diagramme beruht entweder auf Bildern von Knoten unter
Projektionen vom drei- in den zweidimensionalen Raum oder auf der Betrachtung stiickweise
linearer Kurven, was eine deutliche Abweichung von den meist glatt gezeichneten Bildern

darstellt.

Im ersten Kapitel meiner Arbeit stelle ich einen neuen Formalismus vor, welcher es einerseits
ermOglicht, Knoten- und Linkdiagramme unabhéngig von den Definitionen von Knoten
und Links einzufiihren. Andererseits erlaubt dieser, die Diagramme so eng wie nur irgend
moglich mit den gezeichneten Knoten-Bildern zu verkniipfen. Ich zeige aulerdem, dass man
die durch diesen Formalismus definierten Linkdiagramme mit den durch die gewohnliche
Definition vermoge Projektionen gewonnenen Diagrammen identifizieren kann. Zudem stelle
ich den Begriff der Linktyp-Invarianten vor, welche als mathematische Werkzeuge zur
Klassifikation von Knoten und Links betrachtet werden kénnen. Das Beispiel des berithmten
Jones-Polynoms, welches sich iiber die sogenannte Kauffman-Klammer definieren lésst,

schlie3t dieses Kapitel ab.

Im zweiten Kapitel lege ich dar, wie man eine Kategorie der Links Link und eine Kategorie

der Linkdiagramme Diag gewinnt. Beim Morphismenbegriff dieser Kategorien spielen



Cobordismen eine wesentliche Rolle. Daher spricht man manchmal auch von Cobordismen-
Kategorien. Wenngleich ich mich bei der formalen Definition der Morphismen in Diag auf
den iiblichen Zugang durch Projektionen berufe (siehe z.B. [9]), gebe ich zumindest eine
Idee, wie man auch fir die Morphismen von Diag eine (von Projektionen) unabhéingige
Definition geben kénnte. Zudem setze ich mich ndher mit den Kategorien Link und Diag
auseinander. Dies ermdglicht die Etablierung einer Aquivalenz der Kategorien Link und

Diag, wie auch in Proposition 2.14 in [2] zu finden.

Die ersten beiden Kapitel bereiten das Feld, um die Khovanov-Homologie fir Linkdiagramme

als eine funktorielle Linktypinvariante zu konstruieren, genauer als Funktor
Kh : Diag — Vectk

von der Kategorie der Linkdiagramme in die Kategorie der (bigraduierten) Vektorrdume
iber einem Korper K. Diese Konstruktion wird im dritten Kapitel vorgestellt. Im Kern der
Konstruktion steht die Verwendung einer zweidimensionalen topologischen Quantenfeldtheo-
rie (kurz: TQFT). Eine solche TQFT ist ein Funktor zwischen monoidalen Kategorien, daher
beginnt das Kapitel mit einer Abhandlung tiber monoidale Kategorien und zweidimensio-
nale topologische Quantenfeldtheorien. Nach der Vorstellung der formalen Konstruktion der
Khovanov-Homologie zeige ich auf, dass diese eine Verallgemeinerung des Jones-Polynoms
darstellt. Genauer gebe ich einen detaillierten Einblick, weshalb die Khovanov-Homologie
als Kategorifizierung des Jones-Polynoms betrachtet wird. Vergleiche dazu Khovanovs Origi-
nalarbeit [12] iiber diese von ihm eingefithrte homologische Linktypinvariante oder auch die
Arbeit von Bar-Natan [6].

Die Aquivalenz der Kategorien Link und Diag bietet die Moglichkeit, die Khovanov-

Homologie zu einem Funktor

Kh : Link — Vecty,

zu erweitern. Ich beschreibe das Vorgehen dabei (nach dem Vorbild von Abschnitt 2.3 aus [2]).

Grofle Beachtung unter Mathematikerinnen und Mathematikern erlangte die Khovanov-
Homologie unter anderem wegen einer Vielzahl an Korrelationen mit anderen (meist Floer-)
Homologietheorien (siehe z.B. [15] und [20]). Solche Korrelationen driicken sich héufig
durch Spektralsequenzen filtrierter Co-Kettenkomplere aus. Daher méchte ich im vierten
Kapitel die Kategorie Spect der Spektralsequenzen nebst der fiir diese Arbeit bedeutsamen

Begriffe im Kontext solcher Spektralsequenzen vorstellen. Eine kurze Zusammenfassung iiber



Floer-Homologien findet sich im Anhang.

Im Jahr 2015 zeigten J. Baldwin, M. Hedden und A. Lobb, dass sich viele der Korrelatio-
nen der Khovanov-Homologie mit anderen Homologien durch ein gemeinsames Konzept,
sogenannte Khovanov-Floer-Theorien, vereinheitlichen lassen (siehe [2]). Die wesentlichen

Konstruktionen und Resultate dieser Arbeit stelle ich im fiinften Kapitel meiner Arbeit vor.

Im abschliefenden sechsten Kapitel gebe ich einen Eindruck, wie einige der Khovanov-Floer-
Theorien die Entwicklungen der Knotentheorie in den letzten Jahren gepréigt haben.
Kronheimer und Mrowka bewiesen im Jahr 2010 den spektakulédren Satz, dass die Khovanov-
Homologie den Unknoten detektiert (siehe [I5]). Die zentrale Rolle beim Beweis nimmt eine
Spektralsequenz ein, von der man heute weif (siehe Proposition 5.2 in [2]), dass diese Spektral-
sequenz eine Khovanov-Floer-Theorie darstellt. Im ersten Teil des sechsten Kapitels erklare
ich die Idee des Beweises von Kronheimer und Mrowka.

Dror Bar-Natan stellt in seiner Arbeit [7] (genauer in Abschnitt 9.3) eine leichte Variation
der TQFT vor, welche Khovanov fiir die Konstruktion seiner Homologie nutzte. Die
Variation von Bar-Natan gibt einen filtrierten Co-Kettenkomplex, die sogenannte filtirerte
Bar-Natan-Theorie, von der ich im zweiten Teil des Kapitels zeige (Satz , dass sie
eine Khovanov-Floer-Theorie liefert. Dieses Resultat ist insofern bemerkenswert, da es
einen neuen, einfacheren Beweis vervollstdandigt, dass die sogenannte Rasmussen-Invariante
eine Knotentyp-Invariante ist. Mit Hilfe der Rasmussen-Invariante wurden in den letzten
Jahren einige interessante Probleme der Knotentheorie gelost, unter anderem bewies Lisa
Piccirillo im Jahr 2018 (siehe [21]), dass der Conway-Knoten kein glatter Scheibenknoten ist

— ein bis dahin etwa 50 Jahre lang ungelostes und viel beachtetes Problem der Knotentheorie.

Bevor nun die eigentliche Arbeit beginnt, sei nochmals ein Blick auf die Verbindung der Kno-
tentheorie mit der Chemie geworfen: Wenngleich die urspriingliche These von Kelvin und
Tait iiber den Aufbau der Atome in den darauffolgenden Jahren wissenschaftlich widerlegt
wurde, entwickelte sich die Knotentheorie und erfreute sich auch ohne die zunéchst ange-
dachte Anwendung grofler Beliebtheit. Man darf es daher gerne als einen schelmenhaften
Schwenk der wissenschaftlichen Geschichte auffassen, dass die Knotentheorie in den letzten
Jahren zunehmend Anwendung in der Chemie findet, zum Beispiel bei der Untersuchung
héherer molekularer Strukturen oder auch bei der Frage, wo ein Enzym einen DNA-Strang

aufschneiden muss, damit dieser zwecks Reproduktion entwirrt werden kann (siehe [10]).
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1. Knoten, Links und Diagramme

In diesem Kapitel soll eine mathematisch prézise Definition von glatten Knoten und Links
gegeben werden. Die Frage, wann man zwei gegebene Knoten als dquivalent betrachtet, fithrt
auf die Definition des Typs eines Knotens. Anstatt des Begriffs der Diffeomorphie spielen hier
Isotopien des umgebenden Raumes die zentrale Rolle, denn bis auf Diffeomorphie sind Links
(als kompakte eindimensionale Mannigfaltigkeiten) klassifiziert durch die Anzahl der Zusam-
menhangskomponenten und zwei Knoten (als Links bestehend aus nur einer Komponente)
wéren stets dquivalent.

Auflerdem stelle ich eine neue formale Definition fiir Linkdiagramme vor, welche unabhéngig
von der Definition von Links ist. Ich lege dar, weshalb diese neue Definition eine enge Assozia-
tion zu der in der Knotentheorie gebrauchlichen Darstellung von Linkdiagrammen ermoglicht.
Die klassische Definition von Linkdiagrammen charakterisiert diese als Bilder von Links un-
ter geeigneten Projektionen auf Ebenen. Ich fithre den Beweis, dass jedes Linkdiagramm (im
Sinne der neuen Definition) als Projektion eines Links zustande kommt und umgekehrt jede
regulare Projektion eines Links ein Linkdiagramm ergibt. Dies zeigt, dass die klassische und
die neue Definition von Linkdiagrammen &quivalent sind.

Eine Diskussion von Linktypinvarianten im Allgemeinen und die Vorstellung des Jones-

Polynoms im Speziellen runden das Kapitel ab.

Zu k € Ny sei mit k- S' die k-fache topologische Summe von Kopien der eindimensionalen
Sphire S' bezeichnet. Dieser Raum trigt eine glatte Struktur, welche durch die Standard-
Struktur von S! C R? induziert wird. Es ist also k - S! eine glatte, eindimensionale Mannig-

faltigkeit mit k Zusammenhangskomponenten.

Definition 1.1. Sei Y eine dreidimensionale glatte Mannigfaltigkeit und k& € Ny. Eine Teil-
menge L C Y heit Link (zu deutsch auch Verschlingung) mit k Komponenten in Y, falls es
eine glatte Einbettung

Lik-St=Y

gibt, sodass ¢(k - S') = L. Eine glatte Einbettung meint hierbei eine glatte, injektive Immer-



1. Knoten, Links und Diagramme

sion.

Falls zu gegebenem L eine solche Einbettung existiert, so ist die Anzahl k der Komponenten
fiir alle (weiteren) Einbettungen identisch. Es ist dann namlich k gerade die Anzahl der
Zusammenhangskomponenten von L C Y. Im speziellen Fall k¥ = 1 nennt man L einen

Knoten in Y. In dieser Arbeit werde ich mich auf die Falle Y = R3 oder Y = S? beschrinken.

Bemerkung 1.2. Man beachte, dass ein Link L C Y als Bild einer glatten Einbettung selbst
die Struktur einer glatten, kompakten eindimensionalen Untermannigfaltigkeit trdagt. Insbe-
sondere ist L orientierbar und nach Wahl einer Orientierung auf L spricht man von einem
orientierten Link. Zu jedem orientierten Link L lasst sich eine Einbettung ¢ wahlen, die beziig-
lich der Orientierung von L und der Standard-Orientierung auf k - S! orientierungserhaltend

ist.

Héufig interessiert man sich nicht so sehr fir konkrete Links bzw. Knoten, sondern eher fiir
Klassen von Links bzw. Knoten, welche sich glatt ineinander {iberfithren lassen. Dies wird in

folgenden Definitionen prézisiert:
Definition 1.3. Sei Y eine glatte Mannigfaltigkeit.

(a) Sei zudem X eine glatte Mannigfaltigkeit und fo, fi : X — Y seien zwei glatte Abbil-

dungen. Dann heiflen fo und fi Umgebungs-isotop, falls es eine glatte Abbildung
h:Y x[0,1] =Y

gibt, sodass fiir jedes t € I die Abbildung h; : Y — Y mit h(y) = h(y,t) ein Diffeo-
morphismus ist und zudem hg = idy und f; = hy o fy gilt. Ein solches h nennt man

Umgebungs-Isotopie von fo nach fi.

(b) Seien Ly, L; C Y Links. Falls eine glatte Abbildung h : Y x [0,1] — Y existiert, sodass
fir jedes t € I die Abbildung h; : Y — Y mit h(y) = h(y,t) ein Diffeomorphismus ist
und zudem hg = idy und hy(Lg) = L1 gilt, so nennt man h eine Umgebungs-Isotopie

von Lo nach L.

Bemerkung 1.4. (a) Die Abbildungsschar (h; o fo)ier gibt fiir eine Umgebungs-Isotopie
h zwischen Abbildungen fy, fi : X — Y insbesondere eine Homotopie zwischen den
Abbildungen fy und fi. Da von jedem h; auch gefordert wird, ein Diffeomorphismus zu
sein, iibertragen sich Eigenschaften wie z.B. Injektivitdt oder Immersivitiat von fo auf
alle f; := hy o fy (fiir t € I). Daraus folgt unter anderem, dass zwei Abbildungen nur

umgebungs-isotop sein kénnen, wenn beide solche Eigenschaften teilen.
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(b) Seien Ly und L Links in Y und ¢ : k- S! — Y eine glatte Einbettung fiir L. Sei weiter

h eine Umgebungs-Isotopie von Ly nach Li. Dann ist fir jedes t € I die Abbildung
twi=hiow:k-S'>Y

eine glatte Einbettung, denn Glattheit, Injektivitdt und Immersivitat bleiben bei Ver-

kettung mit einem Diffeomorphismus erhalten. Wegen
ti(k-SY = hy(o(k - SY)) = hi(Lo) = Ly

ist dann ¢1 eine glatte Einbettung fiir L; und allgemein fiir jedes ¢t € I die Abbildung

1t eine glatte Einbettung fiir
Lt = Lt(ki . Sl) == ht(Lo)

Daher tragt L; fiir jedes t € I die Struktur eines Links mit k& Komponenten in Y.
Insbesondere ist die Anzahl der Komponenten eines Links eine Grofle, die sich unter

Umgebungs-Isotopie nicht dndert.

(c) Die beiden Definitionen fiir Umgebungs-Isotopie stehen also in folgender Beziehung
zueinander: Sind Lo und L; Links in Y und ¢o : k- S' — Y eine glatte Einbettung fiir
Ly, so induziert eine Umgebungs-Isotopie h von Ly nach Ly eine Einbettung ¢; := hio¢g

derart, dass h auch Umgebungs-Isotopie von (g nach ¢; ist.

Bemerkung 1.5. Der Begriff der Umgebungs-Isotopie erlaubt es nun auch, eine disjunkte
Vereinigung U von Links zu definieren: Sind zwei Links Lg, L1 C Y gegeben, so wéhlt man
Isotopien welche Lo in Lj und L; in L} tiberfiithren, sodass Lj und L] in disjunkten Béllen
By, B C Y enthalten sind. Man beachte, dass (fiir Y = R3) bereits Translationen als Iso-
topien ausreichend sind, da Links kompakte eindimensionale Untermannigfaltigkeiten sind.
Man setzt dann

LoU Ly :LBUL&

und sieht durch Verkettung der jeweiligen Einbettungen mit den finalen Diffeomorphismen
der Isotopien, dass auch LoLIL; die Struktur eines Links tragt (mit ko+k; Komponenten, falls
k; die Anzahl der Komponenten von L; ist, fiir ¢ = 0, 1). Die Definition von U hingt nun zwar
von der Wahl geeigneter Isotopien ab, es stellt sich aber heraus, dass der fiir die Knotentheorie
wesentliche Gehalt unabhéngig von diesen Wahlen ist (vergleiche die nun folgende Definition

und die anschlieende Diskussion).

Definition 1.6. Seien Y eine glatte Mannigfaltigkeit und Lo, L1 C Y Links.

11



1. Knoten, Links und Diagramme

(a) Falls es eine Umgebungs-Isotopie h von Ly nach L gibt, so notiert man Ly ~ L; und

sagt, dass Lo und Ly vom selben Linktyp sind.

(b) Falls Ly und L, orientierte Links sind, so sagt man, dass Lo und L; vom selben orien-
tierten Linktyp sind, falls es eine Umgebungs-Isotopie h von Lg nach L; gibt, welche
eine (und dann jede) orientierungserhaltende Einbettung ¢ fiir Lg in eine orientierungs-

erhaltende Einbettung 11 = hy o 1o fir Ly tiberfithrt. Man notiert auch in diesem Fall

LO ~ Ll.

Man kann zeigen, dass die Relation ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Links in
Y ist: Dabei sind Reflexivitdt und auch Symmetrie von ~ durch konstante bzw. riickwérts
durchlaufene Isotopien leicht zu zeigen, bei der Transitivitdt ist allerdings etwas Vorsicht
geboten: Beim Aneinanderfiigen zweier Umgebungsisotopien muss man den Ubergang ggf.
»ausglitten* (verlgeiche Proposition [2.7).

Alternativ kbnnte man zunéchst nur Umgebungsisotopien betrachten, die in offenen Umge-
bungen von Y x {0} und von Y x {1} konstant sind (und zeigen, dass es zu jeder Umgebungs-
isotopie eine modifizierte Variante gibt, die diese Eigenschaft erfiillt).

Eine Aquivalenzklasse unter ~ wird nun im Einklang mit Definition als (orientierter)
Linktyp bezeichnet. In der Literatur werden héufig diese Klassen selbst als Links (bzw. Kno-
ten) bezeichnet, teilweise gar simultan sowohl die Klassen als auch einzelne Représentanten
jener. In dieser Arbeit soll die Unterscheidung prézise nach obigen Definitionen erfolgen.
Eine — vielleicht die — zentrale Frage der Knotentheorie ist es, festzustellen, ob zwei Kno-
ten bzw. Links zum selben Linktyp gehdren. Ist dies der Fall, so geniigt die Angabe einer
Umgebungs-Isotopie. Um zu zeigen, dass zwei Links nicht dquivalent sind, also keine sol-
che Isotopie existiert, bedient man sich eines (im Besonderen in der Topologie) geldufigen
Verfahrens:

Man versucht, sogenannte Invarianten fiir Links zu finden. Eine Invariante ist eine Zuordnung
der Form

O : Link(Y) — M,
wobei Link(Y') die Menge der Links in Y ist und M eine Menge, sodass
Lo~11= @(LD) = @(Ll)

erfiillt ist. Haben dann zwei Links Lg, L; unterschiedliche Ausprégungen einer solchen Invari-
ante, O(Lg) # ©(L1) (man betrachte die Anzahl der Komponenten eines Links als einfaches

Beispiel), so kénnen sie nicht dem selben Linktyp angehoren.
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Die Kombinatorik bietet Hilfe bei der Konstruktion solcher Invarianten; zu diesem Zweck
muss man den Links allerdings zunéchst in geeigneter Weise kombinatorische Modelle zuord-
nen. Die geeigneten Objekte werden hierbei die Linkdiagramme sein, deren mathematische

Beschreibung nun erfolgt.

Definition 1.7. Sei k € Ng und ¢ : k- S' — R? eine glatte Immersion und ferner existiere
eine endliche Menge k = ky,Uk, C k-S! mit ki, = {21,..., 20}, Ko = {Znt1,...,22n} fiir ein

n € Np, sodass
(1) ®lk-st\x, injektiv ist und

(i) fir alle ¢ € {1,...,n} gilt: p(2;) = Y(2n4s) und de.,(v) und de., (w) sind linear

unabhiingig fiir Tangentialvektoren v € T,k - St \ {0} und w € T}, k- S'\ {0}.

n—+1i

Ein solches ¢ nennt man dann Diagramm-Immersion. Die (n-elementige) Menge x := ¢(k) =
©(ko) = ¢(ky) heifit Menge der Kreuzungspunkte von . Man beachte, dass die Menge k
der Doppelpunkte von ¢ bereits durch die Abbildung ¢ festliegt, nicht aber die Doppelpunkt-

Zerlequng k = kyUko.

Eine Diagramm-Immersion ist also eine glatte Immersion, die injektiv ist auflerhalb endlich
vieler Doppelpunkte, deren Bilder — die Kreuzungspunkte — transversale Schnittpunkte der

Immersion sind.

Bemerkung 1.8. Sei ¢ eine Diagramm-Immersion mit n Kreuzungspunkten und einer
Doppelpunkt-Zerlegung k = k,Uk,. Betrachte einen Kreuzungspunkt p € y miti € {1,...,n}
derjenigen Indexzahl, fiir welche ¢~ !(p) = {z;, zn4i} gilt. Dann zeichnet die Doppelpunkt-
Zerlegung einen der beiden Urbildpunkte von p, ndmlich z; € k,, als unteren Doppelpunkt,
und den anderen, z,; € Ko, als oberen Doppelpunkt aus. Durch Vertauschen der Zugehorig-
keit dieser beiden Punkte, also 2] := 2,4; und z;,,,; := 2; (und zj = 2; sonst) erhélt man eine
andere Doppelpunkt-Zerlegung x = k., Ux,. Insgesamt gibt es fiir eine Diagramm-Immersion

mit n Kreuzungspunkten also genau 2" mégliche Doppelpunkt-Zerlegungen.

Definition 1.9. Sei D C R? eine kompakte Menge, sodass auflerdem fiir jeden Punkt p € D
eine Umgebung U C R? und eine glatte Karte 7 : U — R? mit 7(p) = (0,0) existiert, sodass

T(DﬂU) = {(xl,xg) €R2|JL‘2 :0}

oder

7(DNU) = {(z1,22) € R?| z125 = 0}

gilt. Eine solche Menge D nennen wir Kringeldiagramm.

13



1. Knoten, Links und Diagramme

Bemerkung 1.10. (a) Fiir einen Punkt p € D kann es nicht Karten 7 : U; — R? und

Ty 2 Uy — R? geben, sodass einerseits
Tl(D N Ul) = {(1'1,1'2) S R2’ To = 0}

und andererseits

TQ(D N UQ) = {($1,l’2) S R2| T1T2 = O}

gilt, denn ansonsten zerfiele die Menge
(DNULNTo) \ {p}

(lokal um p) einerseits in genau zwei Zusammenhangskomponenten und andererseits in

genau vier Zusammenhangskomponenten.

(b) Daher und aufgrund der Kompaktheit hat jedes Kringeldiagramm D nur endlich viele
Punkte p € D, fiir welche zentrierte Karten 7 : v — R? mit 7(D NU) = {(z1,22) €
R?| z129 = 0} existieren. Man bezeichnet einen solchen Punkt als Kreuzungspunkt von

D und ferner mit x C D die endliche Menge der Kreuzungspunkte von D.

Lemma 1.11. Fir jedes Kringeldiagramm D existieren eine (eindeutige) Zahl k € Ny und

eine Diagramm-Immersion ¢ : k- St — R2, sodass
o(k-S') =D.

Beweis. Zunichst betrachtet man die Menge X der Zusammenhangskomponenten von D'\ x.
Da D aufgrund der Kompaktheit nur endlich viele Zusammenhangskomponenten hat und
durch sukzessives Entfernen von Punkten p € x aus D die Anzahl der Zusammenhangskom-
ponenten sich jeweils hochstens um 3 erhéhen kann, ist auch nach Entfernen aller Punkte
der endlichen Menge x aus D die Anzahl der Zusammenhangskomponenten und damit die
Kardinalitdt der Menge X endlich. Jede Zusammenhangskomponente von D \ x trigt die
Struktur einer zusammenhéngenden eindimensionalen Untermannigfaltigkeit von R?, welche
entweder abgeschlossen und damit diffeomorph zur 1-Sphére S' ist oder deren Abschluss in
R? durch Vereinigung mit zwei (nicht notwendig verschiedenen) Punkten aus y entsteht. Wir
definieren nun zunéichst eine Relation ~ auf X: Sind A, B € X und grenzen beide an den

Kreuzungspunkt p € x (mit Karte 7: U — R? wie in an, so setzen wir A ~ B, falls
T((AUBU{p})) 2 {(z1,22) € R?| 1 = 0}

oder

T((AUBU{p})) 2 {(z1,22) € R*| 22 = 0}

gilt.
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A~DB A~DB A~ B

Wann immer sowohl A als auch B als zweiten angrenzenden Kreuzungspunkt einen anderen
als p haben, wird die Inklusion 7((AU B U {p})) 2 {(x1,22) € R?*|z1 = 0} bzw. 7((AU BU
{p})) 2 {(x1,22) € R?| 29 = 0} zu einer Gleichheit (wie im ersten Bild). In diesem Fall lisst
sich die Vereinigung der glatten Untermannigfaltigkeiten ANU und BNU durch Hinzunahme
des Punktes p zu einer zusammenhéngenden, glatten Untermannigfaltigkeit fortsetzen.

Falls eine der beiden Komponenten (oder auch beide) p als doppelten berandenden Kreu-
zungspunkt haben, gilt stets A ~ B, weil das Bild dieser Komponente unter 7, 0.B.d.A. 7(A),
dann zwei der vier an 7(p) = (0,0) angrenzenden Komponenten von {(z1,72) € R?| 29 =
0, (x1,22) # 0} beinhaltet und vereinigt mit 7(B) dann insgesamt mindestens drei der vier
Komponenten, wodurch zwingend eine der beiden Inklusionen erfillt ist.

Ein eher globales Argument zeigt, dass nun eine der beiden Komponenten von 7(A) in
{z1 = 0} und die andere in {z2 = 0} liegt (wie im zweiten Bild dargestellt): Ansonsten
schlieBt die geschlossene Kurve A U {p} C R? eine Fliche ein, innerhalb derer zwar eine
natiirliche Anzahl von Zusammenhangskomponenten C; € X, aber eine ungerade Anzahl an
(ggf. doppelt gezdhlten) Randpunkten von UC; liegen miisste. Daher trifft 7(B) in (0,0) auf
eine der beiden Komponenten von 7(A) geradlinig (und nicht orthogonal) und man hat auf
der Vereinigung von B mit dem Urbild dieser Komponente von 7(A) (und p) eine Fortsetzung
zu einer glatten Untermannigfaltigkeit.

Anschaulich gilt also A ~ B, falls man in p glatt von A zu B iibergehen kann.

Die Relation ~ erzeugt auf der Menge X eine Aquivalenzrelation, deren Aquivalenzklassen
diejenigen Teilmengen von X sind, die sich durch eine Abfolge von ,,glattem Uberqueren von
Kreuzungspunkten“ und ,,Durchlaufen der jeweiligen Elemente von X*“ verbinden lassen. Die
Anzahl der Aquivalenzklassen der von ~ erzeugten Aquivalenzrelation ist nun der geeignete
Kandidat fiir die Zahl k. Die Endlichkeit der Menge X und die vorangegangene Uberlegung
stellt sicher, dass man die Elemente einer Aquivalenzklasse nach der Reihenfolge des Durch-

laufens (bis auf Orientierung eindeutig) zyklisch anordnen kann. Ziel ist es nun, fir jede
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1. Knoten, Links und Diagramme

Aquivalenzklasse eine Parametrisierung durch S' zu konstruieren, d.h. eine Abbildung
v:1-St - R

deren Bild gerade die Vereinigung aller Elemente der Aquivalenzklasse und zusétzlich der
Menge aller involvierter Kreuzungspunkte ist.

Jede einelementige Aquivalenzklasse ist dabei schnell erledigt: Hierbei muss es sich um eine
Zusammenhangskomponente von D \ x handeln, welche diffeomorph zur 1-Sphére S ist und
somit erhiilt man eine Parametrisierung, wie gewiinscht. In mehrelementigen Aquivalenzklas-
sen A = {Ay,...,A;} (fiir ein [ > 1) besteht jedes Element A; aus einer zu R! diffeomorphen
Untermannigfaltigkeit von R?, deren Abschluss in R? durch Vereinigung mit zwei (nicht not-
wendig verschiedenen) Punkten p;, pi+1 € x entsteht. Die Untermannigfaltigkeit A; lésst sich
also durch das offene Intervall (i,i + 1) parametrisieren, wobei die Nummerierung der A;
zyklisch nach Reihenfolge des Durchlaufens angeordnet sei (sodass also fiir ¢ = 0,...1 — 1
die Untermannigfaltigkeiten A; ~ A;y1 in einem Kreuzungspunkt glatt ineinander iibergehen
und zudem auch A; ~ Ay glatt ineinander tibergehen). Insgesamt erhélt man eine Parame-

trisierung

¢ | Git+1) = JAi CR?
i=0,...,l

1 b b
fir |J A;, welche sich in den Punkten ¢ = 0,...,l 4+ 1 durch den jeweiligen Kreuzungspunkt

zu einer Parametrisierung
0 [0,1+1] — <UA1) Uxi

(wo x ; € x die Teilmenge derjenigen Kreuzungspunkte bezeichnet, welche im Abschluss von
Komponenten A; aus A liegen) fortsetzen lisst.

Diese ist zwar im Allgemeinen in den Punkten ¢ = 0,...,l+ 1 nicht glatt, sondern nur stetig,
aber da lokal um einen solchen Kreuzungspunkt (i) ein Urbild einer Geraden {zo = 0} C R?
unter einer Karte 7 parametrisiert wird, kann man annehmen (das Argument beruht auf einer
Teilung der Eins), dass die stiickweise glatte Abbildung ¢ auch in den Punkten, in denen
zunachst nur Stetigkeit gilt, glatt ist.

Die Abbildung ¢ erfiillt zudem )(0) = 9(I 4 1) und induziert eine glatte Abbildung 1 ; auf

dem Quotienten

(0,1 +1]/{0,1+1} =St

also insgesamt fiir jede Aquivalenzklasse A eine Parametrisierung

wA:Sl—> (UAi)UXA-
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Bildet man die Summe dieser Abbildungen, erhélt man ein glatte Abbildung von der k-fachen

Summe der 1-Sphéire nach R?, deren Bild gerade D ist:
¢::@¢A:k-81—>R2

mit p(k-S!) = D. Es folgt nun, dass diese Abbildung ¢ tatsichlich eine Diagramm-Immersion
fir das Kringeldiagramm D ist: Die Kreuzungspunkte des Kringeldiagramms entsprechen
dabei gerade den Kreuzungspunkten der Diagramm-Immersion und die Transversalitit in

den Kreuzungspunkten wird durch die Karten 7 sichergestellt. O

Definition 1.12. Sei D ein Kringeldiagramm und ¢ : k-S' — R? eine Diagramm-Immersion

fir D. Dann nennt man die Zahl k € Ny die Zahl der Komponenten von D.

Bemerkung 1.13. Umgekehrt gilt ebenso: Das Bild D = ¢(k - S') einer Diagramm-
Immersion ¢ ist stets ein Kringeldiagramm. Dabei wird die Menge x der Kreuzungspunkte
von ¢ gerade zur Menge der Kreuzungspunkte des Kringeldiagramms D. Dies sieht man, da
auflerhalb der Menge der Kreuzungspunkte die Diagramm-Immersion ¢ eine Parametrisie-
rung der eindimensionalen Untermannigfaltigkeit D\ x gibt und somit fiir p € D\ x eine glatte
Karte 7 : U — R? fiir eine Umgebung U C R? um p mit 7(DNU) = {(z1,72) € R?| 29 = 0}
induziert. Die Transversalitidt in einem Kreuzungspunkt p € x erlaubt wiederum, eine Karte
der zweiten Art zu konstruieren, d.h. eine Umgebung U C R? um p und eine glatte Karte

7:U = R2mit 7(DNU) = {(21,72) € R?| 129 = 0}.

Die Beziehung zwischen Kringeldiagrammen und Diagramm-Immersionen gibt nun die Mog-
lichkeit, den Begriff der Orientierung auf Kringeldiagramme auszudehnen, obwohl diese nur

auBlerhalb der Kreuzungspunkte eine (Unter-)Mannigfaltigkeitsstruktur tragen.

Definition 1.14. Sei D C R? ein Kringeldiagramm und x C D die Menge der Kreuzungs-
punkte von D sowie X die Menge der Zusammenhangskomponenten von D \ x. Sei o eine
Orientierung auf D\ x, das entspricht einer Auswahl von Orientierungen (o 4)4cx auf den Zu-
sammenhangskomponenten von D\ x. Dann heifit o eine Orientierung des Kringeldiagramms
D, falls sich die Orientierungen o4 bei jedem glatten Ubergang eines Kreuzungspunktes in-
einander iiberfiihren lassen, also konkret fiir den Ubergang von A zu B im Kreuzungspunkt
p mit Karte 7 (0.B.d.A. im Fall T(AUBU{p}) = {(z1,22) € R?| 22 = 0}) die Orientierungen
o4 und op auf der Mannigfaltigkeit A U B U {p} zu einer Orientierung o4 p, fortgesetzt

werden konnen.

Kommentar 1.15. Die Definition erweckt zunéchst den Eindruck, dass es eine Bedingung

an die Existenz von Orientierungen fiir Kringeldiagramme gibt. Dem ist aber nicht so: Ist
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1. Knoten, Links und Diagramme

D ein Kringeldiagramm und ¢ : k- S! — R? eine Diagramm-Immersion fiir D, so induziert
die Wahl einer Orientierung auf k - S! eine Orientierung des Kringeldiagramms D, denn
Diagramm-Immersionen parametrisieren gerade den glatten Ubergang in Kreuzungspunkten.
Andererseits kann man zeigen, dass jede Orientierung eines Kringeldiagramms auf diese Art
zustande kommt. Daher ist die Anzahl der Orientierungen eines Kringeldiagramms D mit k

Komponenten gegeben durch 2.

Im Folgenden soll beschrieben werden, wie man den Kreuzungspunkten eines Kringeldia-
gramms durch eine Doppelpunktzerlegung einer Diagramm-Immersion zusétzliche Struktur

verleihen kann.

Definition 1.16. Sei D C R? ein Kringeldiagramm mit n durchnummerierten Kreuzungs-
punkten, K = {p1,...,pn}. Sei weiter ¢ : k-S! — R? eine Diagramm-Immersion fiir D.
Seien fiir alle Doppelpunkte z; € k (j = 1,...,2n) paarweise disjunkte, zusammenhéngende

Umgebungen U; C k - S! gewihlt. Zuletzt sei k = k., Uk, eine Doppelpunkt-Zerlegung fiir ¢.

Sei 0.B.d.A. die Indizierung von s so gegeben, dass (wie zuvor) gilt: k, = {z1,...,2,} und
Ko = {Znt1, .-, 2on} mit ©(2;) = p(znti) = pi, fir i =1,...,n.
Fiir jeden unteren Doppelpunkt z; € k, (i = 1,...,n) setzt man nun

Bi:=(Ui\{z}) € D
und nennt die Familie (B;)!; eine Prdi-Kreuzungsinformation fir D.

Bemerkung 1.17. (a) Fiir ein Kringeldiagramm D und eine Pri-Kreuzungsinformation
(B;)_; liegt im Abschluss jeder Menge B; genau ein Kreuzungspunkt von D, ndmlich
der Bildpunkt ¢(z;) des Doppelpunktes z; nach entsprechender Wahl einer Diagramm-
Immersion ¢ und der Umgebungen U;. Daher ist schon implizit durch Angabe einer
Pra-Kreuzungsinformation eine kohdrente Nummerierung der Kreuzungspunkte von D
vorgegeben. Andersherum induziert eine Umnummerierung der Kreuzungspunkte eine

geeignete Umnummerierung der betreffenden Pra-Kreuzungsinformation.

(b) Sei D C R? ein Kringeldiagramm, (B;)"; eine Pri-Kreuzungsinformation und die
Menge y der Kreuzungspunkte von D sei kohérent durchnummeriert, x = {p1,...,pn}.
Sei ferner ¢ irgendeine Diagramm-Immersion fiir D. Fiir einen Kreuzungspunkt p; mit

Doppelpunkten z, 2’ beziiglich ¢ ist
¢ 1 (BiU{pi}) = ¢~ H(Bi)Up ™ ({pi}) = ViU{z}0{="}

mit V; := ¢ 1(B;) und genau eine der beiden Mengen V;U{z} und V;U{z'} ist offen

in k-S' und damit eine offene Umgebung des Doppelpunktes z bzw. z’. Die Anga-
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be eines Kringeldiagramms und einer Pré-Kreuzungsinformation legt daher fir jede
Diagramm-Immersion ¢ bereits eine Doppelpunkt-Zerlegung x = k,Uk, fest, fiir wel-
che die Urbilder der Mengen B; unter ¢ punktierte Umgebungen der Doppelpunkte aus

Ky Sind.

Kommentar 1.18. Eine Pri-Kreuzungsinformation fiir ein Kringeldiagramm D héngt zu-
néchst von verschiedenen Wahlen ab: Man wéhlt eine Diagramm-Immersion, die Umgebungen
U; und eine Doppelpunkt-Zerlegung.

Dabei ist die Wahl der Diagramm-Immersion vernachldssighbar: Man kann zeigen, dass fiir
Diagramm-Immersionen ¢ und ¢’ die Umgebungen U; und die Doppelpunkt-Zerlegung so
von ¢ zu ¢ iibertragen werden konnen, dass die resultierende Pra-Kreuzungsinformation
(B;)i, dieselbe ist (einige der benotigten Argumente wurden schon in vorgestellt).

Die Abhéangigkeit von der Doppelpunkt-Zerlegung ist sogar gewiinscht, vgl. [[.1I7} denn Ziel
ist es, in jedem Kreuzungspunkt p; einen der beiden sich kreuzenden ,Stringe® als ,unteren
Strang“ (und den anderen damit als ,oberen Strang®) auszuzeichnen. Die 2" Moglichkei-
ten, allen Kreuzungspunkten von D obere und untere Stringe zuzuweisen, sollen dann ge-
rade in 1 : 1-Beziechung zu den 2" verschiedenen Doppelpunkt-Zerlegungen einer Diagramm-
Immersion ¢ von D stehen.

Die Abhéngigkeit von den Wahlen der Umgebungen U; ist jedoch ein Problem. Fiir
jede der 2" Doppelpunkt-Zerlegungen hat man (iiberabzidhlbar) unendlich viele Pra-
Kreuzungsinformationen, eben je nachdem, ,wie grofi“ man die Umgebungen U; um die
unteren Doppelpunkte z; gewéhlt hat. Damit eng verwandt ist das Problem, dass eine Pré-
Kreuzungsinformation keine Chance hat, eine lokale Information der Kreuzungspunkte zu
sein. Abhilfe soll folgende Konstruktion schaffen, welche z.B. vergleichbar ist mit der Kon-

struktion der Funktionskeime in der Differentialgeometrie.

Definition 1.19. Sei D C R? ein Kringeldiagramm. Dann definiert man folgendermafen
eine Relation ~ auf der Menge der Pré-Kreuzungsinformationen fiir D: Seien (B;);; und
(Ci)_, Pra-Kreuzungsinformationen und 0.B.d.A. beide kohérent nummeriert zur selben

Nummerierung x = {p1,...,pn} der Kreuzungspunkte von D. Es gelte

genau dann, wenn auch

eine Kreuzungsinformation fiir D ist.
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1. Knoten, Links und Diagramme

Lemma 1.20. Die Relation = ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Pri-

Kreuzungsinformationen fir D.

Beweis. Reflexivitdt und Symmetrie sind erfiillt, weil Schnittbildung von Mengen AN A = A
erfiillt und symmetrisch ist, AN B = BN A.

Zur Transitivitdt: Sei D ein Kringeldiagramm mit n durchnummerierten Kreuzungs-
punkten pi,...,p,. Seien (A4;)",, (B;)i; und (C;)_; kohdrent nummerierte Pré-
Kreuzungsinformationen fiir D, sodass auch (A4; N B;)i~; und (B; N C;), Pra-
Kreuzungsinformationen sind. Zu zeigen ist, dass auch (4; N C;), eine Pré-
Kreuzungsinformation ist. Sei dazu nun eine Diagramm-Immersion ¢ : k-S! — R? fixiert und
eine Doppelpunktzerlegung k = k,Uk, mit £y = {21,...,2,} und ko = {zp41, ..., 220} fiir ¢

so gewahlt, dass

Vii= ¢ {(By) U {zi}

offene Umgebungen von z; sind (i = 1,...,n) (beachte, dass fiir jeden Kreuzungspunkt p;
das Urbild von B; unter ¢ punktierte Umgebung einer der beiden Doppelpunkte iiber p; ist,
vgl. Bemerkung[I.17(b)). Da nun auch (A;NB;)%, Pri-Kreuzungsinformation ist, muss auch
¢~ 1(A;) punktierte Umgebung des selben Doppelpunktes z; iiber p; (und nicht von z,;) sein

und mit
U =~ (Ay) U {2}
ist dann gerade
AiNB; = p(Uin Vi) \ {z}).

Analog verfahrt man fiir (C;)7; und erhélt zusammenhédngende Umgebungen W; der z; mit

B,NC; = <p((V, N WZ) \ {Zz})
Setzt man nun firi=1,...,n
T; == U, NW;,

so ist fiir jedes i € {1,...,n} die Menge T; eine zusammenhéngende Umgebung von z; und

man erhélt, dass

AinC; = (Ti) \ {2}

tatsachlich auch eine Pra-Kreuzungsinformation ist (indem man fiir die Doppelpunkte aus
Ko = {Zn+1,- .-, 2on} 2.B. die Umgebungen T,,4; = U,4; wahlt (i = 1,...,n), welche bereits

aus der Pra-Kreuzungsinformation (A4;);; hervorgehen). O
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Definition 1.21. Sei D C R? ein Kringeldiagramm und (B;)™; eine Pri-Kreuzungsinfor-

mation fiir D. Dann heifit die Aquivalenzklasse

§ = [(Bi)izi]
eine Kreuzungsinformation fir D.

Kommentar 1.22. Eine Kreuzungsinformation £ fiir ein Kringeldiagramm D behebt nun
tatsdchlich die angesprochenen Probleme. Ist ¢ eine Diagramm-Immersion fiir D, so liefert
eine Verkleinerung der entsprechenden Doppelpunkt-Umgebungen U; einer Pra-Kreuzungs-
information (B;); eine dquivalente Pri-Kreuzungsinformation und damit folgt letztlich die
Lokalitét der Kreuzungsinformation [(B;)?_;] um die Kreuzungspunkte. Der Beweis, dass fiir
eine fixierte Diagramm-Immersion ¢ die Kreuzungsinformationen fiir D in 1 : 1-Beziehung
zu Doppelpunkt-Zerlegungen von ¢ stehen, wird mit &hnlichen Argumenten wie beim Beweis

der Transitivitdt der Relation ~ gefiihrt.

Definition 1.23. Ein Paar (D, ¢), bestehend aus einem Kringeldiagramm D C R? und einer

Kreuzungsinformation &, nennt man Linkdiagramm, (in R?).

Haufig unterdriickt man die Kreuzungsinformation in der Notation und schreibt etwas unsau-
ber nur D fiir ein Linkdiagramm (D, &). Begriffe wie ,zusammenhéngend* iibertragt man auf
Linkdiagramme (D, ¢), indem man das Kringeldiagramm D als topologischen Raum D C R?
betrachtet.

Es sei an die Anzahl k£ der Komponenten eines Kringeldiagramms D erinnert. Man definiert
die Anzahl der Komponenten eines Linkdiagramms (D,§) als Anzahl der Komponenten des
Kringeldiagramms D. Man beachte, dass die Zahl der Komponenten eines Kringeldiagramms
D nicht mit der Anzahl der Zusammenhangskomponenten von D C R? iibereinstimmen
muss (ein Kringeldiagramm D hat aber stets mindestens so viele Komponenten wie D C R?

Zusammenhangskomponenten hat).

Nun soll der Zusammenhang zwischen Links und Linkdiagrammen geklért werden. Die Ver-
bindung liefert der Begriff der reguléren Linkprojektion, welche anschaulich wiedergibt, dass
ein Linkdiagramm aus einem Link entsteht, indem man den Raum R? auf eine Ebene E C R3

projiziert.

Definition 1.24. Sei L C R3 ein Link und £ C R? ein zweidimensionaler Untervektor-
raum des euklidischen Raumes (R3, (-, -)). Weiter sei v € R? ein zu E orthonormaler Vektor

und vi,ve € E, sodass (v1,v9,V) eine positiv orientierte Orthonormalbasis von R? ist. Die
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1. Knoten, Links und Diagramme

Projektion

pr, : R3 - R2 x = (<.T,Ul>, <£L’,’U2>)

heif3t requldre Link-Projektion fiir L, falls es eine endliche Menge K = K,UK, C L und eine
Bijektion v : K, — K, gibt, sodass folgende Eigenschaften erfillt sind:

(i) prylr\k, ist injektiv

(ii) fiir jedes p € K, gilt pr,(p) = pr,(¢(p))

(iii) fiir jedes p € K, stehen Dpr, (T,L) und Dpr,(Ty)L) transversal (d.h. spannen ganz
R? auf)

(iv) Fir jeden Punkt p € L gilt v ¢ T),L

(v) fir jedes p € K, gilt (p,v) > (¥(p),v)

Kommentar 1.25. Die ersten beiden Figenschaften stellen sicher, dass die Projektion als
Abbildung auf dem Link L bis auf endlich viele Doppelpunkte injektiv ist. Die dritte Eigen-
schaft stellt sicher, dass die Bilder der Doppelpunkte keine Beriihrungspunkte sind, sondern
transversale Schnittpunkte. Mit der vierten FEigenschaft wird erreicht, dass L in keinem Punkt
in Richtung von v verlduft. Betrachtet man die auf L eingeschrankte Projektion, so bedeutet
dies gerade, dass deren Differential nirgends verschwindet. Die letzte Eigenschaft markiert
einen Punkt p € K, C K als denjenigen Urbildpunkt eines Schnittpunktes, der eine héhere
Komponente in Richtung v aufweist als sein Korrespondent v (p). p ist also von Blickrich-
tung v betrachtet der obere Punkt von L iiber dem Schnittpunkt pr,(p). Man sieht daran
insbesondere, dass die Mengen K, K, und K, und auch die Bijektion v — falls sie mit obigen

Eigenschaften existieren — schon eindeutig bestimmt sind durch L und v.

Lemma 1.26. Fiir jeden Link L C R? existiert eine Umgebungs-Isotopie h, sodass ™ = Pre,

eine requldre Projektion fiir hy(L) ist.

Beweis. Ein Link L C R? kann nach Definition als glatte Einbettung der Codimension 2
verstanden werden. Die Aussage ist damit ein Spezialfall von Theorem 4.3 in D. Rosemans
Arbeit [23]. Dem dortigen Beweis ldsst sich sogar die etwas stérkere Aussage entnehmen,
dass die Isotopie so gewéhlt werden kann, dass die Einbettungen fiir L und hy(L) sich nur
geringfiigig unterscheiden (beztiglich einer geeignet gewéhlten Kompakt-Offen-Topologie auf
dem Raum der glatten Abbildungen k - S! — R3). Anders ausgedriickt: Fiir jeden Link
L geniigt eine kleine Deformation, damit die Projektion m« reguldr wird. Der Beweis von
Roseman fufit auf dem Thom’schen Transversalitdtssatz, welcher mit dem Satz von Sard eng

verwandt ist. O
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Kommentar 1.27. Man konnte hier sogar die noch etwas stidrkere Aussage beweisen, dass
im Falle von Links in R? eine (kleine) Drehung 1 € SO(3) als Deformation geniigt. Die
Aussage von liefle sich dann auch so formulieren:

Fiir jeden Link L C R? existiert eine Projektionsrichtung v, sodass pr, eine regulire Projek-

tion fur L ist.

Proposition und Definition 1.28. Sei L C R? ein Link und pr, eine regulire Projektion

fir L. Dann gibt es (genau) ein Linkdiagramm (Dy, [(B;)i-,]), sodass
Dy = pru(L)

und durch B; gerade derjenige Strang eines Kreuzungspunktes p; ausgezeichnet wird, dessen
Urbild unter der Projektion (lokal um p;) eine geringere Komponente in Richtung v hat. Man

nennt (Dy, [(B;)i,]) ein Linkdiagramm fir L.

Beweis. Die Menge K der Projektion pr,, fiir L sei durch K = {z1,...,22,} C R® mit K, =
{z1,...,2,} gegeben. Seien dann V; paarweise disjunkte, zusammenhéingende Umgebungen
von z; (i = 1,...,2n). Setze fur ¢ € {1,...,n} noch B; := pr,(V; \ {x;}). Ist nun ¢ :
k-S! — R? eine glatte Einbettung fiir L, so ist durch ¢ := pr, o ¢ eine Diagramm-Immersion
gegeben. Nach Definition gilt auflerdem ¢(k-S') = Dy, somit ist Dy, als Bild einer Diagramm-
Immersion ein Kringeldiagramm und die Teilmengen (B;)}; erfiillen gerade die Definition

einer Pri-Kreuzungsinformation (mit U; := :=1(V;) und z; := ¢ 1(z;) fiir i = 1,...,2n). O

Lemma und Proposition stellen also sicher, dass es zu jedem Link L (bis auf Isotopie)
auch ein Linkdiagramm Dj, fiir L gibt. Es gilt aber auch umgekehrt, dass man zu jedem

Linkdiagramm D einen Link L findet, sodass D ein Linkdiagramm fiir L ist:

Lemma 1.29. Sei (D, [(B;)*,]) ein Linkdiagramm. Dann existiert ein Link L C R3, sodass

(Dr, [(Bi)i—y]) beziiglich der Projektion pr., ein Linkdiagramm fiir L ist.

Beweis. Sei also ¢ : k- S — R? eine Diagramm-Immersion fiir D mit k = {z1,...,22,} und
U Ck-St (i =1,....2n) mit (U; \ {z}) = B; fiir i = 1,...,n wie in Definiere
dann ¢ : K-St = R3 = R2 xR, 2z + (¢(2),h(z)), wobei h : k-S! — R eine glatte

Abbildung und aufierhalb von Uy, ..., U, die Nullfunktion sei, h| kst\(ur_,u;) = 0- Fiir jedes

i € {1,...,n} sei hly, durch eine glatte Hutfunktion mit h|y,(z;) = —1 gegeben (beachte:
jedes U; ist diffeomorph zu einem offenen Intervall in R). Ist i € {1,...,n}, so gilt also
h(z) = —1 und h(z,4+i) = 0. Damit wird ¢ injektiv, denn auBerhalb der z; ist ja bereits

@ injektiv. Auflerdem ist ¢ glatt, weil ¢ und h es sind. Die Immersivitdt von ¢ folgt aus

der Immersivitdt von ¢. Setze nun L := (k- S), so ist L also ein Link und man sieht
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1. Knoten, Links und Diagramme

leicht, dass pr,, eine reguldre Link-Projektion fiir L mit pr,., ot = ¢ ist. Insbesondere gilt

proy (L) = proy (k- SY)) = (k- §') = D. O

Kommentar 1.30. In Proposition [1.28 und Lemma [1.29] wird deutlich, dass mit der Kreu-
zungsinformation eines Linkdiagramms (D, §) jeweils der unterkreuzende Strang eines Kreu-
zungspunktes ausgezeichnet wird. Meist wird die Kreuzungsinformation £ graphisch ausge-
driickt, indem man einen Représentanten (B;)?_; fir & wahlt und dann die Mengen B; von

D ausnimmt: Man gibt das Linkdiagramm graphisch als die Menge D \ (U~ B;) C R? an.

Die Abbildungen und zeigen Linkdiagramme fiir einen Knoten vom Typ des Un-
knotens und einen Knoten vom Typ des Kleeblattknotens. Man erhélt Repréasentanten fiir den
Unknoten und den Kleeblattknoten, indem man wie in verfahrt. Spéter (in sehen
wir, dass alle Links, die sich auf dasselbe Linkdiagramm projizieren lassen, demselben Linktyp
angehoren miissen. Daher ist auf diese Weise der Typ des Unknotens und des Kleeblattknotens

bereits definiert.

(a) Unknoten (b) Kleeblatt-Knoten

Abbildung 1.1.

Eigentlich wird erst durch Lemma [I.29] klar, weshalb der Begriff ,Linkdiagramm® gerecht-
fertigt ist: Es kommt tatséchlich jedes Linkdiagramm als Projektion eines geeigneten Links
zustande.

Wie bereits angedeutet besteht ein Vorteil von Linkdiagrammen gegeniiber Links in ihrer
eher kombinatorischen Natur. Gerade bei der Suche nach Linktypinvarianten ist dies beson-
ders niitzlich, weil nun eine ganze Bandbreite an kombinatorischen Werkzeugen nutzbar wird.
Zunichst muss allerdings die Frage geklirt werden, welcher Aquivalenzbegriff auf der Menge

der Linkdiagramme dem Aquivalenzbegriff des Linktyps von Links (siehe entspricht. Ein
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erster Schritt ist die Aquivalenz von Linkdiagrammen unter ,,ebenen Isotopien (exakte Defi-
nition folgt in [1.31)), denn mit einer &hnlichen, gleichwohl einfacheren Technik wie im Beweis
von lasst sich eine solche ebene Isotopie zu einer (dreidimensionalen) Umgebungsisotopie

zwischen zwei zugehorigen Links ausbauen.

Definition 1.31. Seien (Dy,&y) und (D1,&;) Linkdiagramme. Eine glatte Abbildung A :
R? x I — R? heifit ebene (Umgebungs-)Isotopie von Dy nach Dy, falls fiir jedes t € I die
Abbildung h; : R? — R? mit hy(y) := h(y,t) ein Diffeomorphismus ist, sodass hg = idg2 und
zudem hi(Dy) = D; sowie hi(Dy \ UB;) = D; \ UB; fiir geeignete Reprasentanten (B;);,

von &y und (B});2, von & gilt.

Ist ¢o eine Diagramm-Immersion fiir (Do, (B;)i~,), so liefert also h; o g eine Diagramm-
Immersion fir (D1, (B]) ). Allgemein lasst sich fiir jedes ¢ € I ein Linkdiagramm D; ver-
moge einer Diagramm-Immersion h; o g definieren. Beachte: Da die Abbildung A glatt und
hy fiir jedes t € I ein Diffeomorphismus ist, kann sich die Anzahl der Kreuzungspunkte in
D; = hy(Dy) nicht andern. Fiir die Anzahl der Kreuzungspunkte ng und n; zweier eben
isotoper Linkdiagramme (Do, (B;);;) und (D1, (B});,) gilt also bereits ng = n;.

Ist (D,§) ein Linkdiagramm und ist sowohl (B;)", als auch (B})", Reprisentant der

Kreuzungsinformation £, so ldsst sich eine ebene Isotopie h konstruieren, welche einerseits

hi(D) = D fur alle t erfiillt und gleichzeitig (B;)!, in (B})!_, tberfiihrt, d.h.
hl(Bz) = Bl{, 1= 1,.. ., .

Dies rechtfertigt die graphische Notation eines Linkdiagramms (D, [(B;),]) als
D\ (UB;) C R2? falls die Kreuzungspunkte weit genug voneinander entfernt bzw. die
B; klein genug“ sind (sodass im Bild hinreichend ersichtlich ist, wie sich die Menge
D\ (UB;) zu D vervollstandigt). Wir kénnen also auch in dieser Arbeit der géngigen Praxis
folgen, Linkdiagramme und Umformungen von Linkdiagrammen stets graphisch darzustellen,
ohne dabei mathematische Rigorositit einzubiilen (wie bereits in den Abbildungen und
fiir Diagramme vom Typ des Unknotens und des Kleeblattknotens geschehen).

An einfachen Beispielen wird allerdings deutlich, dass der Aquivalenzbegriff ,,modulo ebener
Isotopie” fiir Linkdiagramme zu eng gefasst wére und noch weitere Linkdiagramme als dqui-
valent deklariert werden miissen, sofern die verschiedenen Linkdiagramme eines Links bzw.
dessen Linktyps als dquivalent gelten sollen. Siehe z.B. die Abbildung

Zu sehen sind zwei Diagramme fiir einen Link vom Typ des Unknotens mit unterschiedlicher

Anzahl an Kreuzungspunkten, welche somit nicht eben isotop sein kénnen.
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1. Knoten, Links und Diagramme

O oo

) Pferdesattel von oben... ...und von schriag vorne

Abbildung 1.2.: Randlinie eines Pferdesattels

Bei der nun folgenden Definition der Reidemeister-Bewegungen, welche dieses Problem 16sen

werden, kommt die Eleganz der graphischen Notation erstmals zur Entfaltung.

Definition 1.32. Eine Reidemeister-Bewegung ist der Ubergang von einem Linkdiagramm D
zu einem anderen Linkdiagramm D', sodass sich D und D’ innerhalb einer (kleinen) Kreisfla-
che auf eine der drei abgebildeten Arten unterscheiden und auflerhalb der Kreisfliche identisch

sind.

//// ]\\
: ( ‘;<—>: (RM2)
\\\\ —\//

N~
R Q//
Es gilt dann folgende Aussage:

Satz 1.33. Seien Lo, L1 C R? Links. Weiter seien Do und Dy Linkdiagramme fiir Lo bzw.
Li. Dann sind Lo und L1 genau dann vom selben Linktyp, wenn sich die Linkdiagramme
Dy und Dy durch eine endliche Abfolge von Reidemeister-Bewegungen und ebenen Isotopien

ineinander tberfihren lassen.

Beweis. Fir stiickweise lineare Knoten und stiickweise lineare Knotendiagramme wurde die-
ser Satz von Kurt Reidemeister selbst bewiesen. Fiir den hier betrachteten glatten Fall kénnte
man glatte Kurven durch stiickweise lineare Kurven approximieren und die Aussage so auch
auf den Fall glatter Links erweitern. Ein direkter Beweis fiir den glatten Fall ist aber auch

moglich und zum Beispiel zu finden in [24], Proposition 8.1. O
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Sind zwei Diagramme dquivalent (d.h. ineinander tiberfithrbar im Sinne von Satz |1.33)), so
zeigt man dies durch Angabe einer Abfolge von Reidemeister-Bewegungen (und ebenen Isoto-
pien). Das Problem ist nun, wie man zeigen kann, dass zwei Diagramme sich nicht ineinander
tiberfithren lassen. Eine Idee ist es, jedem Knoten- bzw. Linkdiagramm D eine Grofie (D)
(z.B. eine Zahl, ein Zahlentupel oder auch ein anderes mathematisches Objekt) zuzuordnen,
welche sich unter den Reidemeister-Bewegungen (und ebenen Isotopien) nicht dndert. Un-
terscheiden sich dann die Gréflen zweier Diagramme, so kénnen die Diagramme nicht zwei
Links vom selben Linktyp représentieren. Mit anderen Worten: Die Zuordnung 6 lisst sich
auf eine Zuordnung © iibertragen, die einem jeden Linktyp [L] eine (wohldefinierte) Grofe
©([L]) zuordnet, indem man ein Linkdiagramm Dy, fir einen Reprasentanten L des Linktyps
[L] betrachtet und O([L]) := 6(Dy) setzt. Der Satz[1.33] garantiert dann die Unabhéngigkeit
von der Wahl des Représentanten und des zugehorigen Linkdiagrammes, also die Wohldefi-
niertheit von ©. Hat man eine solche Zuordnung gefunden, so spricht man daher von einer
Linktypinvariante (bzw. einer Knotentypinvariante). Man beachte, dass in der Literatur hdu-
fig Linktypen selbst als Links bezeichnet werden und daher solche Invarianten fiir gewohnlich

meist als Linkinvarianten bzw. Knoteninvarianten bezeichnet werden.

Neben einer trivialen Invariante, die jedem Linkdiagramm denselben Wert zuordnet, gibt es
ein weiteres einfaches Beispiel: Die Anzahl a(D) der Komponenten (nicht zu verwechseln mit
der Anzahl der Zusammenhangskomponenten!) eines Linkdiagramms D: Nach Wahl einer
Diagramm-Immersion ¢ : k- S' — R? fiir D gilt k& = «(D). Man sieht leicht, dass keine
der drei Reidemeister-Bewegungen diese Anzahl zu dndern vermag. Somit handelt es sich
um eine Linktypinvariante. Sie gibt gerade die Anzahl der Komponenten eines zugehdrigen
Links wieder; bei Links stimmen aber die Begriffe ,,Komponenten“ und ,,Zusammenhangs-
komponenten“ iiberein, daher ist deren Anzahl eine Grofe, die sich unter Umgebungs-Isotopie
nicht &ndern kann und auch daher eine Linktypinvariante ist. Offenbar ist sie aber als Kno-

tentypinvariante unbrauchbar, da sie jedem Knoten(diagramm) den Wert 1 zuordnet.

Das beriithmte Jones-Polynom ist ein weiteres Beispiel einer Linktypinvariante, welche es
z.B. erlaubt, den Typ des Unknotens vom Typ des Kleeblattknotens zu unterscheiden. Sie
ermoglicht die Unterscheidung einer Vielzahl von Knoten- und Linktypen und gilt daher als

sehr effektive Linktypinvariante.

Im Folgenden soll das Jones-Polynom mit Hilfe (einer modifizierten Version) der Kauffman-
Klammer konstruiert werden.

¢

Hierfiir muss zunéchst erklért werden, was man unter der ,,Glattung “ einer Kreuzung in

einem Linkdiagramm versteht.
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1. Knoten, Links und Diagramme

Sei also D ein Linkdiagramm und y die Menge der Kreuzungspunkte von D. Zu einer fixier-
ten Kreuzung x € x von D definiert man nun Glattungen des Linkdiagramms D in dieser
Kreuzung x folgendermaflen: Auflerhalb einer kleinen Scheibe um z soll das Linkdiagramm
unverandert bleiben, innerhalb wird die Kreuzung durch eine von zwei Moglichkeiten aufge-

16st (siehe Abb. , entweder durch die 0-Gldttung oder die 1-Gldttung der Kreuzung x.

i N i N < - = N
\ N\ AN
4 \ 4 \ / \
/ \ / \ / \
! | ! | ! |
! I ! I 1 I
\ / \ / \ !
\ / \ / \ /
\,
S P S S P

(a) Kreuzung in D (b) 0-Glattung (c) 1-Glattung

Abbildung 1.3.: Glattungen einer Kreuzung

Man beachte, dass eine Glattung von x ein Linkdiagramm liefert, welches einen Kreuzungs-
punkt weniger hat als das urspriingliche Linkdiagramm D. Durch sukzessives Glétten aller
Kreuzungen (hierbei gibt es fiir ein Diagramm mit |x| = n Kreuzungspunkten also 2" Mog-
lichkeiten) erhélt man ein Linkdiagramm, welches nur noch aus einer endlichen, disjunkten
Vereinigung von glatt eingebetteten Kreislinien besteht. Ein solches Diagramm nennt man
dann eine vollstdndige Gldttung von D. Da die Glattung einer Kreuzung eines Linkdiagramms
die Anzahl der Komponenten des Diagramms entweder beibehélt oder um genau eins erhéht
oder verkleinert, ist fiir eine vollstindige Glattung eines zusammenhingenden Linkdiagramms

D die Zahl der Komponenten hoéchstens um eins grofler als die Zahl der Kreuzungen von D.

Proposition und Definition 1.34. Es existiert eine Abbildung, die jedem Linkdiagramm

D ein Laurentpolynom (D) € Z[q, ¢~'] zuordnet, sodass folgende Axiome erfiillt sind:

(@) =1

(Oub)=(a+a")(D)

(iii) Sind drei Linkdiagramme gegeben, die auflerhalb einer Kreisscheibe identisch sind und
sich innerhalb dieser Kreisscheibe gerade wie abgebildet unterscheiden (also Kreuzung,

0-Glattung und 1-Glattung dieser Kreuzung), so gilt:
X=X -100
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Wir nennen (D) die Kauffman-Klammer von D.

Beweis. Die eindeutige Existenz der Kauffman-Klammer fir Linkdiagramme .S ohne Kreu-
zungspunkte folgt bereits aus den ersten beiden Axiomen: Ist k die Anzahl der Komponenten
von S, so kann und muss (S) = (¢ + ¢~ )" gesetzt werden.

Ein Linkdiagramm D mit n Kreuzungen hat genau 2" vollstdndige Glattungen. Sei S eine
solche Glattung mit kg Komponenten. Weiter sei mit ng die Zahl der Kreuzungen bezeichnet,
die durch 1-Glattungen ersetzt wurden, um S aus D zu erhalten (es ist dann natiirlich n —ng
die Anzahl der Kreuzungen, welche durch 0-Glattungen ersetzt wurden). Summiert man nun

iiber alle 2" vollstdndigen Glattungen von D, so erhélt man einen Ausdruck

(D)= (~a)"(g+q )",

S

Dieser Ausdruck ist fiir jedes Linkdiagramm eindeutig definiert und gerade so gewéahlt, dass

auch das dritte Axiom stets erfullt ist. O

Bemerkung 1.35. An dieser Stelle sei erwdhnt, dass diese Definition eine Version der
Kauffman-Klammer ergibt, die von der allgemein bekannten Kauffman-Klammer abweicht.
Insbesondere sieht man leicht, dass die Kauffman-Klammer keine Linktypinvariante ist, denn

RM1 und (in dieser Version) auch RM2 &ndern den Wert von (D).

Auch die urspriingliche Kauffman-Klammer ist keine Linktypinvariante fur Linkdiagramme,
denn auch diese verletzt Invarianz unter der ersten Reidemeister-Bewegung. Allerdings ldsst
sich sehr wohl eine Invariante fir gerahmte Links und Linkdiagramme daraus gewinnen. Eine
andere und hier bevorzugte Moglichkeit ergibt sich, wenn man orientierte Links und orien-

tierte Linkdiagramme betrachtet.

Definition 1.36. Sei D ein orientiertes Linkdiagramm. Man nennt eine Kreuzung im Link-
diagramm D rechtsgdingig, falls der {iberkreuzende Strang nach rechts iiber den unterkreu-

zenden verldauft und linksgdngig im anderen Fall.

s - ~ N
N\ N\
4 \ 4 \
/ \ / \
! | ! |
! ! ! !
\ / \ /
\ / \ /
N -

(a) rechtsgéngige (b) linksgéngige

Kreuzung Kreuzung

Abbildung 1.4.: Rechts- und linksgingige Kreuzungen
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Es bezeichne dann ny (D) € Ny die Anzahl der rechtsgéngigen Kreuzungen und n_(D) € Ny
die Anzahl der linksgéngigen Kreuzungen von D. Beachte: Im Falle eines Knotendiagramms
hingt die Rechts- bzw. Linksgéngigkeit einer Kreuzung nicht von der Wahl der Orientierung
des Knotendiagramms ab (denn hier kehrt sich die Orientierung der beiden Strénge stets

gemeinsam um).

Von der Kauffman-Klammer gelangt man durch Skalierung zum (unnormalisierten) Jones-

Polynom:

Definition 1.37. Das unnormalisierte Jones-Polynom eines orientierten Linkdiagramms D
wird definiert durch

J(D) = (=1)"-¢"+ "~ (D)

Bemerkung 1.38. (a) Fiir alle nicht-leeren Linkdiagramme D ist (¢4 ¢~!) ein Teiler von

(D) und damit auch von J(D). Man gelangt durch Normalisierung
J(D):=J(D)/(¢+q")

und anschlieBend Substitution ¢ — —t*/2 zum J ones-Polynom fiir nicht-leere, orientierte

Linkdiagramme in seiner urspriinglichen Darstellung.

(b) Es sei nochmals betont, dass die Orientierung eines Linkdiagramms D nur in Form der

Zahlen ny (D) und n_(D) in die Definition des Jones-Polynoms eingeht.
Satz 1.39. Das Jones-Polynom ist eine Linktypinvariante.

Beweisidee: Man geht die Reidemeister-Bewegungen durch und zeigt jeweils Invarianz von
J. Dabei kompensiert die Skalierung von J gerade die Abweichung von der Invarianz, die die
Kauffman-Klammer bei (RM1) und (RM2) aufweist. Der Beweis findet sich zum Beispiel in
[6]. O

Bemerkung 1.40. Bis zu dieser Stelle wurden vor allem Links in R? und ausschlieSlich
Linkdiagramme in R? betrachtet. Um geometrische und topologische Aspekte in die Theo-
rie mit einbeziehen zu konnen, wére es aber wiinschenswert, Links und Linkdiagramme als
Teilmengen von kompakten Mannigfaltigkeiten zu betrachten. Man geht daher bei den um-
gebenden Réumen zu den jeweiligen Einpunkt-Kompaktifizierungen iiber, welche selbst eine
glatte Mannigfaltigkeitsstruktur tragen: Es ist R3 U {oo} = S? und R? U {oc} = S2. Unter fi-
xierten Diffeomorphismen, beispielsweise gewonnen durch stereographische Projektion, kann
man R3 U {co} = S? bzw. R? U {00} = S? schreiben. Die Definitionen dieses Kapitels lassen

sich problemlos von R? bzw. R? auf S? bzw. S? iibertragen, sodass man insbesondere auch
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Linkdiagramme in S? betrachten kann. Sémtliche Lemmata und Propositionen dieses Kapitels
lassen sich ohne allzu grofle Miihe auf diesen kompakten Fall iibertragen. Man beachte, dass
Links und Linkdiagramme als glatte Bilder von eindimensionalen Mannigfaltigkeiten R? bzw.
R? nicht komplett iiberdecken konnen, dasselbe gilt in S? bzw. S?. Hiufig reicht daher bereits
ein Argument, dass ein Link bzw. ein Linkdiagramm (ohne Einschrinkung) den Punkt oo
verfehlt. Darauf wird hier nicht ndher eingegangen. Lediglich der Begriff der Projektion von
S3 nach S? soll noch etwas beleuchtet werden. Eine Abbildung pr : S* — S? heifit Projektion,

falls pr(co) = oo und ein Normalenvektor v € R? existiert, sodass auf R? gilt: pr|gs = pr,,.

Vereinbarung 1.41. Im weiteren Verlauf der Arbeit sei 7 : S* — S? die Projektion mit

T|gs = Pre,, also w(z,y,2) = (z,y) fir (z,y,2) € R
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2. Cobordismen-Kategorien

Im vorangegangenen Kapitel wurde die Suche nach Linktypinvarianten motiviert und einige
Beispiele gegeben.

Eine vergleichbare Situation herrscht generell in der Topologie: Man sucht nach Invarianten,
mit denen sich (nicht homéomorphe bzw. nicht homotopiedquivalente) topologische Réaume
unterscheiden lassen. Neben manchen grundlegenden Beispielen wie Zusammenhang oder
Kompaktheit gibt es auch elaborierte topologische Invarianten wie die Euler-Charakteristik
(z.B. fiir topologische Rdume, welche eine endliche CW-Struktur zulassen).

Diejenigen topologischen Invarianten, welche man mit Hilfe der algebraischen Topologie ge-
winnt, haben allesamt eine wertvolle Eigenschaft: Sie lassen sich als Funktoren von einer
topologischen Kategorie (z.B. die Kategorie der punktierten topologischen Rdume im Fal-
le der Fundamentalgruppe) in eine algebraische Kategorie (wie die Kategorie der Gruppen)
auffassen.

Die Funktorialitdt einer solchen Invariante stellt dann gewissermaflen sicher, dass man die
mannigfaltigen und wohl erforschten algebraischen Werkzeuge in der Zielkategorie auch
voll und ganz ausschopfen kann. Diese Tatsache hat schon in unzéhligen Féllen fiir be-
deutende Fortschritte in der Topologie gesorgt. Ein besonderes Beispiel soll hier etwas
beleuchtet werden, die singuldre Homologie: Diese topologische Invariante ist ein Funktor
H : Top — Ab von der Kategorie Top der topologischen Rédume in die Kategorie Ab der
abelschen Gruppen (genauer ist eigentlich fiir jedes n € Ny die n-te (ganzzahlige) Homo-
logiegruppe H, : Top — Ab ein Funktor und dann H ein Funktor von Top in die Kate-
gorie gAb der graduierten abelschen Gruppen). Es ergibt sich nun eine besonders elegante
Beziehung zwischen der singuldren Homologie und der Euler-Charakteristik eines endlichen
CW-Komplexes (definiert als alternierende Summe der Anzahlen an Zellen der jeweiligen
Dimension): Die Euler-Charakteristik x(X) eines Raumes X stimmt mit der alternierenden

Summe der Rénge der singuldren Homologiegruppen H, (X ) tberein,

n

X(X) =D (1) rg(Hy(X).

k=0

Die singuldre Homologie ist also eine ,kategorielle® Invariante (also ein Funktor), aus der man
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durch ,,Projektion“ der Homologiegruppen auf ihren jeweiligen Rang die Euler-Charakteristik
gewinnen kann. Hierbei werden also vage formuliert Objekte einer Kategorie zu Elementen ei-
ner Menge projiziert. Die Euler-Charakteristik nimmt Werte in den ganzen Zahlen an und hat
daher selbst keine Chance, als Funktor von einer topologischen Kategorie in eine gehaltvolle
(algebraische) Kategorie aufgefasst zu werden.

Liegt nun eine solche Beziehung zwischen einer funktoriellen Invariante F' und einer ,einfa-
cheren* Invariante 6 vor, so spricht man von der funktoriellen Invariante F' als einer Katego-
rifizierung der zugrunde liegenden einfacheren Invariante 6. Die Invariante # nennt man dann
auch einen Schatten von F.

Ahnlich wie bei der Euler-Charakteristik verhalt es sich auch beim Jones-Polynom, denn auch
Polynome lassen sich nicht als Objekte einer bedeutungsvollen (algebraischen) Kategorie auf-
fassen. Das Auffinden einer Kategorifizierung des Jones-Polynoms gelang Mikhail Khovanov
im Jahr 1999 mit der nach ihm benannten Khovanov-Homologie, siehe [12].

Im nun folgenden Abschnitt sollen die Kategorie der Links und die Kategorie der Link-
diagramme préasentiert und deren Verhéltnis zueinander untersucht werden, ehe im dritten
Kapitel die Konstruktion der Khovanov-Homologie folgt.

Falls nicht explizit anders vermerkt, seien von nun an mit Linkdiagrammen orientierte Link-

diagramme in S? gemeint. Ebenso seien mit Links stets orientierte Links in S? bezeichnet.

Definition 2.1. Seien Lo, L; C S? orientierte Links. Ein Link-Cobordismus von Ly nach L;
ist eine glatte, orientierte zweidimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand, ¥ C S3 x [0, 1],
sodass fir den Rand

Y = Lo x {0} ULy x {1} CS§* x {0,1}
gilt und beziiglich der induzierten Orientierung auf 0%
0% = Lo U (—Ll)

gilt (wenn — L den Link L; mit umgekehrter Orientierung bezeichnet) und auflerdem ¥ einen

e-Kragen hat (fiir ein € > 0), d.h.
20 (8% % [0,6)) = Lo x [0,¢)

und

20 (8% % (1-¢,1]) = L1 x (1 -, 1].

Fiir ¢t € [0, 1] setzt man

¥y i=pry (E N (S3 X {t})) )
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sodass

= Sex{t}

te€[0,1]
gilt.
Bemerkung 2.2. (i) Ist L C S® ein Link, so gibt es stets einen (trivialen) Link-
Cobordismus zwischen L und L: Den Zylinder L x [0,1] € S? x [0, 1].

(ii) Der Kragen in stellt sicher, dass man fiir drei Links Lg, L1, Ly C S® einen Link-
Cobordismus Y von Ly nach L und einen Link-Cobordismus ¥’ von L nach Lo glatt
aneinanderfiigen kann zu einem Link-Cobordismus ¥/ o ¥ zwischen Lo und Lo:

Yo¥ = ( U Egtx{t}) U ( U E’Ztlx{t}) .
te[0,1/2] te(1/2,1]
Definition 2.3. Seien Lo, L1 C S? orientierte Links und sowohl ¥ als auch ¥; sei ein Link-
Cobordismus von Ly nach Li. Dann heiflen ¥y und ¥, isotop, falls es eine glatte Abbildung
U (S? x [0,1]) x [0,1] — S? x [0,1] gibt, sodass fiir jedes s € [0,1] die Abbildung ¥ :
(S? % [0,1]) = (S* x [0,1]) mit Wy(x,t) := ¥(x,t,s) ein Diffeomorphismus mit Wo = idgs (o 1]
und ¥y (Xg) = ¥; ist und auBlerdem ein e-Kragen von ¥ existiert, der unter der Isotopie ¥

fixiert bleibt. Ein solches W heifit Link-Cobordismen-Isotopie von ¥ nach 1.

Bemerkung 2.4. (a) Es ist dann fiir jedes s € [0,1] auch ¥4(Xy) ein Link-Cobordismus
von Lg nach L;. Anschaulich ist also eine Link-Cobordismen-Isotopie eine Uberfiihrung
eines Link-Cobordismus g in einen Link-Cobordismus 37 durch eine glatte Deforma-

tion des umgebenden Raumes S? x [0, 1].

(b) Isotopie von Link-Cobordismen ist eine Aquivalenzrelation, denn man kann solche Isoto-
pien auch riickwarts durchlaufen und auch aneinanderreihen. Die Isotopie-Klasse eines

Link-Cobordismus ¥ sei im Folgenden mit [X] bezeichnet.

(c) Seien ¥ und ¥’ Link-Cobordismen zwischen Links Lo und Ly bzw. Ly und Ly Es gilt
dann sogar, dass die Isotopieklasse [¥' o X] nur von [X] und [¥'] abhéngt, nicht von der

Wahl der Reprasentanten ¥ und Y. Daher lasst sich nun folgende Kategorie definieren:

Definition 2.5. Mit Link wird die Kategorie bezeichnet, deren Objekte orientierte Links in

S3 und deren Morphismen Isotopieklassen von Link-Cobordismen sind.

Der Identitidtsmorphismus fiir einen Link L ist gegeben durch die Aquivalenzklasse [L x [0, 1]]
des Zylinder-Cobordismus L x [0,1] von L. Die Verkettung zweier Morphismen wird erkléart
als die Isotopieklasse zweier aneinandergefiigter Repréasentanten der jeweiligen Morphismen.

Dies macht Link zu einer Kategorie, die Cobordismen-Kategorie der Links.
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2. Cobordismen-Kategorien

Beispiel 2.6. Seien Lo und L; Links in S* und h : S? x [0,1] — S? eine Umgebungsisotopie
von Ly nach Li. Dann induziert h einen Cobordismus ¥ C S* x [0, 1] durch
Y= U (he(Lo) x {t}).
te[0,1]
Es gilt dann ¥y = ho(Lg) = Lo und X1 = hi(Lg) = L1 und auflerdem ist ¥ tatséchlich eine

(orientierbare) Fliche, denn ist ¢ : k - S! eine Einbettung fiir Lo, so ist durch
:k-S'x[0,1] = $* x [0,1]

mit
o(z,t) := (he(u(2)), 1)

eine zweidimensionale glatte Parametrisierung fiir 3 gegeben.
Beachte aber, dass der Cobordismus ¥ eigentlich nicht ganz das Gewilinschte bietet: Fiir
einen Link-Cobordismus benotigt man definitionsgemafl einen Kragen. Dies erfiillt der zu
einer Umgebungsisotopie h gehorige Cobordismus im Allgemeinen nicht. Ich moéchte hier eine
Moglichkeit andeuten, wie man dieses Problem behebt:
Um einen solchen Kragen zu erhalten, kénnte man etwa ein € > 0 und eine glatte Abbildung
p:[0,1] = [0,1] mit p|ge) = 0 und p|(;_. ) = 1 wihlen und

2= U (hp(Lo) x {t})

t€(0,1]

setzen. Dann gilt fiir alle 0 <t < ¢
3t = hy)(Lo) = Lo

und fir allel —e <t <1

% = hy)(Lo) = Li.

Die Parametrisierung ¢ : k - St x [0,1] — S3 x [0, 1] variiert dann zu

P(2,) = (hoy (1(2)), 1)

Der Link-Cobordismus 3 fiir h hingt dann zusétzlich von den Wahlen von € und p ab. Man
kann aber zeigen, dass unterschiedliche Wahlen isotope Link-Cobordismen ergeben.
Wenn im Folgenden von dem durch eine Umgebungsisotopie h induzierten Link-Cobordismus

Y. die Rede ist, unterdriicken wir diese technischen Feinheiten meist.

Proposition 2.7. Seien Lo und Ly zwei Links in S® vom selben Linktyp, Ly ~ Li. Dann

sind Lo und Ly isomorph in Link, also kurz:

L02L1:>L0§L1.
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Beweis. Sei h : S?x[0,1] — S? eine Umgebungsisotopie von Ly nach L;. Durch die riickwirts
durchlaufene Abbildung h~ : S? x [0,1] — S?, definiert durch h; := hy_; o hy", ist dann eine
Umgebungsisotopie von L; nach Ly gegeben:

h~ ist glatt als Verkettung glatter Abbildungen, h, ist fiir jedes t als Verkettung zweier
Diffeomorphismen ein Diffeomorphismus und es gilt hy = hy o ! = idgs und hy (L) =
ho(hy*(L1)) = ho(Lo) = Lo. Wir notieren ¥ fiir den von h induzierten Link-Cobordismus
von Ly nach Li und ¥~ fir den von A~ induzierten Link-Cobordismus von L; nach L.

Beachte: Fiir jedes t € [0, 1] ist dann
Sr = hy (L) = hig(hy ' (L1)) = ha—e(Lo) = 1.

Wir wollen nun zeigen, dass ¥~ o ¥ isotop zum Zylinder Ly x [0, 1] ist. Die Idee ist, dass
man dhnlich wie bei der Konstruktion fiir die Homotopien der inversen Elemente der Funda-
mentalgruppe vorgeht. Es ist also eine Link-Cobordismen-Isotopie W gewiinscht, welche fiir
fixiertes s € [0,1] den Cobordismus ¥ anschaulich nur bis ¥, laufen ldsst und mit ¥~ (von
Y, = Xs aus) wieder zuriick bis ¥] = ¥ lauft.

Erster Versuch:

Man betrachte die Abbildung ¥ : (S x [0,1]) x [0,1] — S3 x [0, 1] mit

- - host(x),t), fur0 <t <1/2
U(w,t,5) = Uy (e, 1) = (hasu(), 1) /

(hos(i—gy(@),t), firl/2 <t <1.
fir s € [0, 1]. Diese erfiillt o(z,t) = (ho(z),t) = (z,t) und

\Ill(LO X [O, 1]) = U hgt(Lo) X {t} @] ( U h2(1—t) (L()) X {t})

t€[0,1/2] te[1/2,1]

= U Yot X {t}) U U Y1 (2t-1) X {t})

te€[0,1/2] te[1/2,1]
= U Yo X {t}) U U Yopq X {t}) =X oX.
tel0,1/2] te1/2,1]

Wie in Beispiel hat man jedoch das Problem, dass der Ubergang in ¢t = 1/2 fiir die
Cobordismen W (Lo x [0,1]) im Allgemeinen nicht glatt ist (genauer ist der Ubergang in
t = 1/2 nur dann fir alle s € [0, 1] glatt, wenn ¥ der Zylinder-Cobordismus ist).

Zweiter Versuch:

Man 16st dieses Problem ahnlich wie in [2.6{ durch eine glatte Abbildung p : [0,1] — [0, 1] mit

Pl =0und plgcq =1
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2. Cobordismen-Kategorien
Setze U : §% x [0,1] x [0,1] — S* x [0, 1],

h,. x),t), fur0<t<1/2
oty s) = Baayt) = 4 oY /

(hs.p2a—p)y(x),t), firl/2<t<1,

dann ist ¥ eine glatte Abbildung mit ¥y = idgs «[,1) und
Wy (Lo X [0, 1]) =X o0oX

(wobei ¥ und X7 in diesem Fall fiir die durch p modifizierten Cobordismen zu h und A~
stehen, vergleiche . Damit ist tatsachlich Lo x [0, 1] isotop zu ¥~ o ¥ und auf die selbe
Art zeigt man, dass Ly x [0, 1] isotop zu ¥ o 3~ ist. Folglich sind ¥ und ¥~ Isomorphismen
in Link und es gilt die Behauptung. O

Bemerkung 2.8. (a) Proposition ist einer der Griinde, weshalb man die Morphismen
in Link als Cobordismen bis auf Isotopie definiert. Man hétte sonst aufler Zylindern
keine Isomorphismen und insbesondere wéren zwei Links Ly # L1, welche vom selben

Linktyp sind, nicht isomorph in Link.

(b) Sind Lo und L; isomorph in Link, so kann man mit Hilfe des sogenannten Mazur-
Schwindels zeigen, dass Lo x R und L; X R isotop sind. Daraus kann man folgern, dass
S3\ Lo und S* \ L1 homdomorph sind. Falls Ly und L; Knoten sind, folgt daher mit
dem Theorem von Gordon und Luecke, dass Ly und L1 vom selben Linktyp sind, d.h.

fiir Knoten gilt auch die Umkehrung von Proposition

Im Folgenden werden S? = R3 U {co} und S? = R?U {oo} betrachtet und wir erinnern uns an
die Projektion 7 : S* — S?, welche auf R?® durch (z,y, z) — (z,7) € R? abbildet und zudem
00 — oo erfiillt.

In dhnlicher Weise wie bei Link mdchte man nun eine Kategorie, deren Objekte durch die
Linkdiagramme D C S? gegeben sind, erkliren. Auch hier stellt sich die Frage nach einem
geeigneten Morphismenbegriff und daraufhin vor allem, welche Relationen zwischen den Mor-
phismen dieser beiden Kategorien bestehen.

In Analogie zur Definition eines Linkdiagramms als Kringeldiagramm mit Kreuzungsinforma-
tion ist man nun versucht, eine Kringelfiiche zwischen zwei Linkdiagrammen zu definieren.
Mit Blick auf Cobordismen zwischen Links L und L’ hitte man zu entsprechenden Linkdia-

grammen D und D’ gerne einen Begriff von Flichen in S C §? x [0, 1] mit

9S =D x {0}u D" x {1},
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sodass Cobordismen zwischen L und L' (nach evtl. kleiner Stérung) unter der Projektion
7 xid : $? x [0,1] — S% x [0,1] gerade in solche Flichen S iibergehen. Wie schon im Falle
der Kreuzungspunkte bei Kringeldiagrammen muss man auch hier damit rechnen, dass diese

Flachen Singularitdten haben. Es zeigt sich, dass folgendes die richtige Wahl ist:
Definition 2.9. Seien D, D' C S? Kringeldiagramme und S C S? x [0, 1] kompakt mit
SN (S?x{0})=D

und

SN(S?x{1}) =D

Dann heifit S eine Kringelfiiche zwischen D und D', falls jeder Punkt p € SNS? x (0, 1) eine

glatte, zentrierte Karte 7 : U — R3 um p besitzt, sodass

T(UNS)={(z,y,2) €R® y=0} oder 1

UnS)={(x,y,2) €R} xy=0} oder

( ) =(2,9,2)
( ) ={(z,9,2) 2
( ) =A{(z,9,2)
( ) =A{(z,9,2)

T

T(UNS)={(z,y,2) €R® xyz=0} oder 3

(1)
(2)
(3)
T(UNS)={(z,y,2) €ER} 2>0,2%—y*2 =0} (4)

gilt.

Punkte mit Karten wie in (1) heiflen reguldre Punkte von S und die Menge der reguliren
Punkte notiert man mit R,

Punkte mit Karten wie in (2) heiflen Kreuzungspunkte und man notiert K fiir die Menge der
Kreuzungspunkte,

Punkte mit Karten wie in (3) heiflen Tripelpunkte und man notiert 7' fir die Menge der
Tripelpunkte und

Punkte mit Karten wie in (4) heilen Whitney’sche Regenschirmpunkte, mit der Notation W
fiir die Menge der Whitney’schen Regenschirmpunkte.

Zusammengefasst nennt man K UT U W die Menge der Singularititen von S.

Bemerkung 2.10. (a) Ahnlich wie fiir die Kreuzungspunkte von Kringeldiagrammen
kann man aufgrund der Kompaktheit von S zeigen, dass die Mengen T und W der

Tripelpunkte und Whitney’schen Regenschirmpunkte endliche Mengen sind.

(b) Ferner ist K vermoge der Karten 7 aus (2) eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit.

Fiir deren (topologischen) Abschluss K in S? x (0, 1) gilt

K=KUTUW.
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2. Cobordismen-Kategorien

(c) Schliefilich geben die Karten aus (1) der Menge R der regulidren Punkte von S die

Struktur einer zweidimensionalen Untermannigfaltigkeit. Hierbei gilt
R=RUKUTUW.

Motivation 2.11. Man stellt dann jedoch fest, dass dies noch nicht geniigt; so muss man

zum Beispiel noch verlangen, dass fiir ein 6 > 0 sogar
SNS? x[0,0) =D x[0,6) und
SNS*x (1-0]=D x(1—4]

gilt, um solche Flichen , glatt“ aneinanderreihen zu kénnen.

Mo6chte man auerdem noch eine elegante (graphische) Darstellung dieser Flidchen, so ist es
sinnvoll zu verlangen, dass die Abbildung S? x [0, 1] — [0, 1] auf R und auch auf K eine Morse-
Funktion ist (vgl. Anhang, Definition [A.1]), und dass dann fiir jedes ¢ € [0, 1] hochstens ein
Tripelpunkt, Whitneyscher Regenschirmpunkt oder kritischer Punkt der Morse-Funktionen
auf R und K vorliegt. Man kann dann zeigen, dass es nur endlich viele solcher ¢; geben kann.
Es folgt dann, dass in allen anderen t € [0, 1] die Menge S; := S N'S? x {t} tatsiichlich ein
Kringeldiagramm ist.

Aber auch dann ist man noch nicht fertig: Méchte man solche Flachen als Morphismen zwi-
schen Linkdiagrammen oder gar orientierten Linkdiagrammen begreifen, so muss man aufler-
dem noch kldren, wie eine solche Fléche eine Kreuzungsinformation und ggf. eine Orientierung
von Linkdiagrammen transportiert.

Wir gehen daher anders vor und definieren die Morphismen nach dem Vorbild von Carter
und Saito (vgl. [9]) mit Hilfe von Projektionen von Link-Cobordismen, um die geforderten

Eigenschaften zu erhalten.

Proposition 2.12. Sei ¥ C S3 x [0, 1] ein Link-Cobordismus zwischen zwei Links Lo und Ly
und 7 : S3 — S? sei regulir fiir Lo und L. Dann existiert eine Link-Cobordismen-Isotopie h,

sodass

S = (7 xid)(h1(%)) € S? x [0,1]
eine Kringelfliche zwischen w(Ly) und (L) ist.
Beweis. Nach Definition ist ¥ C S? x [0, 1] eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit (al-
lerdings mit Rand), also eine Einbettung der Codimension 2 in S x [0,1]. Wie in folgt
daher auch hier die Aussage aus Theorem 4.3 von [23]. Vergleiche aber auch mit dem zweiten

Abschnitt aus [9], insbesondere fiir die Zerlegung der Singularitéten in Doppel-, Kreuzungs-,

Tripel- und Whitney’sche Regenschirmpunkte. O
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Bemerkung 2.13. Im dritten Abschnitt ihres Artikels [9] beweisen Carter und Saito dartiber

hinaus noch mehr:

(i) Man darf annehmen, dass eine Isotopie h den Link-Cobordismus ¥ so deformiert, dass
die Héhenfunktion
f:$3x[0,1] = [0,1], (x,t)—~t

eine Morse-Funktion auf hq(X) ist und
f:S2x[0,1] = [0,1], (2,t) >t

als Abbildung auf der Kringelflache S = (7 x id)(h1(X)) betrachtet jeweils eine Morse-

Funktion auf R und auf K ergibt. Genauer ist dies eine Folgerung aus Theorem 3.1 in

[9].

(ii) Bezeichnet crit(f) die Menge der kritischen Punkte einer Morse-Funktion f, so kann
man dariiber hinaus erreichen, dass die Mengen T', W, crit(f|r) und crit(f|x) paarweise

disjunkt und endlich sind und somit insbesondere
T UW U crit(f|g) Uecrit(f|x)
eine isolierte Menge ist.

(iii) In einem letzten Schritt kann man nun auBerdem annehmen, dass fiir jedes t € (0,1)
héchstens ein Element der Menge 7'U W U crit(f|g) U crit(f|x) in Sy = SN (S? x {t})

liegt.

Definition 2.14. Kann man fiir einen Link-Cobordismus ¥ als Link-Cobordismen-Isotopie
die Identitdt wahlen, h = id, sodass all die Eigenschaften wie in [2.13| gelten, so nennt man
Y einen Link-Cobordismus in allgemeiner Lage. Man nennt dann ein ¢ mit S; N (T U W U
crit(f|r) U crit(f|x)) # @ ein kritisches Niveau von S = (m x id)(X) und einen Punkt
p € TUW Ucrit(f|g) Uecrit(f|x) mit f(p) =t einen kritischen Punkt von S zum Niveau t.

Kommentar 2.15. Die Bezeichnung allgemeine Lage riihrt daher, dass bezliglich ei-
ner geeigneten Topologie auf der Menge der Link-Cobordismen-Isotopien diejenigen Link-
Cobordismen-Isotopien, welche obige Bedingungen erfiillen, eine offene und dichte Teilmenge
bilden, siehe den Beweis von Theorem 3.1 in [9]. Man sagt daher auch, dass ein generischer
Link-Cobordismus ¥ diese Eigenschaften besitzt. Es ist sozusagen ,,Pech“, wenn ein Link-
Cobordismus ¥ die Eigenschaften von h;(X) aus nicht selbst schon hat, sondern durch

eine nichttriviale Link-Cobordismen-Isotopie h deformiert werden muss.
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2. Cobordismen-Kategorien

Lemma 2.16. Sei ¥ C S? x [0,1] ein Link-Cobordismus in allgemeiner Lage und S =
(mxid)(X) die zugehirige Kringelfidche. Seienty < ... < t; € (0,1) die kritischen Niveaus von
S. Dann ist fiir jedest € [0,1]\{t1,...,t;} die Menge S; = SN(S*x {t}) ein Kringeldiagramm
in §? 22 S? x {t}.

Beweis. Nach Definition gilt die Aussage fir ¢t = 0,1, denn hier gilt Sy = 7(Lg) bzw. S; =
m(Ly). Sei fiir eine Menge A € S? x (0,1) und ein ¢ € (0,1) mit 4; die Menge 4; = AN
(S? x {t}) bezeichnet. Fiir t € (0,1) \ {t1,...,#} gilt dann

St :RtUKt,

denn es ist Ty = W; = &, weil t kein kritisches Niveau von S ist. Zudem liegen in R; keine
kritischen Punkte von f|g, wodurch der Schnitt B; = RN (S? x {t}) transversal ist und somit
R; eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit von S? x {t} ist. Der topologische Abschluss
von R; in S? x {t} muss aus R; vereinigt mit Punkten von K; U T; U W, bestehen, weil
R=RUKUTUW in S? x[0,1] gilt. Wegen T; = W; = @ folgt dann R; = R;U K, wobei die
Punkte aus K, transversale Schnittpunkte von R; sind (wegen (2) aus und weil f|gr und
flx keine kritischen Punkte im Niveau {¢} haben). Die Endlichkeit von K ist wiederum ein
Kompaktheitsargument und insgesamt folgt dann, dass S; tatséchlich ein Kringeldiagramm

ist. O]

Kommentar 2.17. (i) Sei ¥ C §? x [0,1] ein Link-Cobordismus in allgemeiner Lage und
S = (m x id)(X) die zugehorige Kringelfliche. Man kann zeigen, dass die kritischen
Punkte der Morse-Funktion f auf ¥ unter 7w x id : $? x [0,1] — S2 x [0, 1] auf kritische
Punkte von f|g projiziert werden. Daher trigt insbesondere fiir ¢ € [0,1] \ {¢t1,...,#}
jedes 3y = ¥ NS? x {t} C S? x {t} die Struktur einer eingebetteten eindimensionalen
(kompakten) Mannigfaltigkeit, d.h. ¥; C S3 x {t} = S3 ist ein Link in S?. Die Orien-
tierung von ¥ induziert dann eine Orientierung auf 3, welche fiir t € {0,1} mit den

Orientierungen von Lg und L; iibereinstimmt.

(ii) Ist t € [0,1] \ {t1,...,t}, so ist die Projektion 7 : §* x {t} — S? x {t} regulér fiir
Y, und es gilt gerade 7(3;) = S;. Daher induziert ein Link-Cobordismus ¥ in allge-
meiner Lage auflerhalb der kritischen Niveaus der Kringelfliche S Orientierungen der

Kringeldiagramme S;.

(iii) AuBlerdem induziert die reguldre Projektion auflerhalb der kritischen Niveaus von S
auch Kreuzungsinformationen &; fiir S;. Insgesamt liefert ein Link-Cobordismus in all-

gemeiner Lage also fiir jedes t € [0, 1]\{¢1,. .., %} ein orientiertes Linkdiagramm (S, & ).
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(iv) Man kann nun zeigen, dass fur Intervalle [r,s] C [0, 1] mit [r,s] N {¢t1,..., 6} = @ die

Deformation (S);crs) durch eine ebene Isotopie realisiert werden kann.

(v) Die letzte verbleibende Frage ist also, wie sich die Linkdiagramme S; beim Ubergang

von kritischen Niveaus ¢ € {t1,...,%;} verhalten.

Definition 2.18. Seien D, D’ C S? Linkdiagramme. Man sagt, D geht durch eine lokale
Bewegung in D’ iiber, falls D und D’ auflerhalb einer Kreisscheibe iibereinstimmen und
innerhalb dieser Kreisscheibe entweder durch eine Reidemeister-Bewegung (siehe oder
durch ein (orientiertes) diagrammatisches Ankleben eines 0-, 1- oder 2-Henkels ineinander

iibergehen:

'—\\\ ’/'—\\\
\ 4 \
\ 4 \
\ l’ \
b ' 0-Henkel
// \\ //
N 7 N 7
. S -

~

/’ \\\ /’ \\\

7/ \\ 7/ \\
l/ | l/ |

| | -
l ) | ) 1-Henkel
\ / \ /
N / N /
\,
~ . N -
~___~- ~___~-

- =~ ~

4 \

4 \
ll ! ll

1 N

| | |
\ / \
\ /

\ ’

~ -

Das Ankleben eines Henkels nennt man auch Morse-Modifikation.

l

Bemerkung 2.19. Der Begriff Morse-Modifikation ergibt sich, weil man solche als (lokale)
Cobordismen in Zylindern B x [0, 1] iber einer Scheibe B auffassen kann. Genauer kann eine
Morse-Modifikation durch eine Flidche S C B x [0, 1] beschrieben werden, fiir die f = pry :
B x[0,1] — [0, 1] eine Morse-Funktion auf S mit genau einem kritischen Punkt p € S ist. Der
Index ind,(f) € {0,1,2} (siehe Anhang, Definition gibt dann gerade an, um welchen
Henkel es sich handelt. Das Ankleben eines 0-Henkels bzw. das Ankleben eines 2-Henkels

in einer Scheibe B C S? nennt man auch Geburt bzw. Tod einer Komponente. Dies wird

realisiert durch Cobordismen S C B x [0, 1] von folgender Gestalt:

Geburt Tod
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2. Cobordismen-Kategorien

Das Ankleben eines 1-Henkels hat eine etwas herausragende Position, denn hier geschieht tat-
sdchlich eine Interaktion mit den bereits bestehenden Linkdiagrammen. Man spricht manch-

mal auch von einem Sattel-Cobordismus; dieser ist von folgender Gestalt:

| _HSattel—Cobordismus

Proposition 2.20. Sei ¥ C S? x [0, 1] ein Link-Cobordismus in allgemeiner Lage und
S = (7 x id)(¥) € S? x [0,1]

die zugehorige Kringelfliche mit kritischen Niveaus {t1,...,t;}. Dann existiert fir jedes kri-
tische Niveau t; (i = 1,...,1) ein §; > 0, sodass fiir jedes § < &; der Ubergang vom Link-
diagramm Sy,_s zum Linkdiagramm Sy, 1s eine lokale Bewegung ist. Genauer gilt: Ist p ein

kritischer Punkt von S zum Niveau t;, so ist der Ubergang von St,—s 2u St,+s5 gegeben durch

(a) eine (RM3)-Bewegung in einer Scheibe um pry(p), falls p ein Tripelpunkt von S ist,
peTl,

(b) eine (RM1)-Bewegung in einer Scheibe um pry(p), falls p ein Whitney’scher Regen-
schirmpunkt von S ist, p e W,

(c) eine (RM2)-Bewegung in einer Scheibe um pry(p), falls p ein kritischer Punkt der Morse
Funktion f|k ist, p € crit(f|x),

(d) eine Morse-Modifikation in einer Scheibe um pry(p), falls p ein kritischer Punkt der
Morse Funktion f|gr ist, p € crit(f|r). Hierbei gilt noch praziser:

i) Falls ind,(f|g) = 0, so entspricht der Ubergang von Sy, _s zu S, 15 dem Ankleben
p i i+

eines 0-Henkels;

i) falls ind,(f|r) = 1, so entspricht der Ubergang von Sy._s zu S, 15 dem Ankleben
P i i+

eines 1-Henkels;

11) falls in Rr) = 2, so entspricht der Ubergang von Sy _s zu Sy.s dem Ankleben
falls ind,(f ht der Ub St St,+5 dem Ankleb

eines 2-Henkels.
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Beweis. Die Aussage ergibt sich aus Theorem 5.2 von [9]. Beachte auch die vorausgehende

Diskussion ebenda (und speziell Abschnitt 3 iiber die Morse-Funktionen). O

Definition 2.21. Seien Dy, D; C S? Linkdiagramme und ¥ C S? x [0,1] ein Link-
Cobordismus in allgemeiner Lage zwischen zwei Links Lo und L; mit 7w(Lg) = Do und 7(L1) =
D;. Sei {t1,...,t;} die Menge der kritischen Niveaus der Kringelfliche S = (7 x id)(X2) und
fir ¢t € [0,1] \ {¢t1,...,t} sei (S, &) das von ¥ induzierte orientierte Linkdiagramm.

Dann nennt man das Paar My, := (S, (St,ft)te[o,u\{tl,...,tl}) einen Movie von Dy nach D.

Kommentar 2.22. Ein Movie besteht also aus der Angabe einer Kringelfliche S und der
Angabe einer Linkdiagramm-Struktur auf S; auflerhalb singulérer Niveaus. Zudem stellt die
Definition sicher, dass die Linkdiagramm-Struktur fiir variierendes ¢ nur durch ebene Isoto-
pie oder durch lokale Bewegungen variiert. Dies ermoglicht nun die gewiinschte graphische

Darstellung:

Bemerkung 2.23. Da sich die Linkdiagramme (S, &;) auf dem offenen Intervall zwischen
zwei benachbarten kritischen Niveaus nur um ebene Isotopien unterscheiden, werden Movies
zwischen Linkdiagrammen Dy und D meist als eine endliche Abfolge von Linkdiagrammen
dargestellt, beginnend mit Dy, endend mit D; und dazwischen fiir jedes Intervall zwischen

zwei kritischen Niveaus einem weiteren Linkdiagramm.

Hier folgt ein Beispiel fiir die Darstellung eines Movie, wie diese in der Literatur haufig
auftauchen. Es handelt sich um einen Movie mit drei kritischen Niveaus (eine RM2-Bewegung

gefolgt von zwei RM1-Bewegungen):

C—>
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2. Cobordismen-Kategorien

Kommentar 2.24. Dies gibt einen Einblick fiir die Wahl des Begriffs ,,Movie“: Die stetige
(sogar glatte) Deformation (St).c(o,1) eines Linkdiagramms wird anndhernd prézise wiederge-
geben durch eine Aneinanderreihung mehrerer diskret in dieser Deformation auftauchender
Linkdiagramme, so wie (fiir das menschliche Auge) ein Bewegtbild geniigend gut approximiert

wird durch eine schnelle Abfolge von jeweils leicht variierenden Standbildern.

Ahnlich wie man die Aquivalenz zweier Links in Termen von zugehérigen Linkdiagrammen
und Reidemeister-Bewegungen ausdriicken kann (siehe , wiinscht man nun, die Isotopie
zweier Link-Cobordismen durch Aquivalenz zweier zugehériger Movies ausdriicken zu kénnen.
Die Frage nach den geeigneten Analoga zu den Reidemeister-Bewegungen fiir Movies wird
von Carter und Saito durch die movie moves beantwortet (fiir die Definition dieser siehe die

Abschnitte 6 und 7 in [9]).

Definition 2.25. Zwei Movies M und M’ werden als dquivalent bezeichnet, wenn sie durch
eine endliche Abfolge von movie moves ineinander iiberfithrt werden kénnen. Dies definiert
eine Aquivalenzrelation (denn die Vereinigung zweier endlicher Mengen bleibt endlich) und

man notiert [M] fiir die Aquivalenzklasse eines Movies M.
Das zum Reidemeister-Theorem analoge Theorem ist das Folgende:

Theorem 2.26. Seien Lo, L1 C S? Links mit Diagrammen Dg, D1 C S%. Seien weiter ¥ und
Y Cobordismen von Lo nach Ly und My, (x) und Mh’l(z’) mit geeigneten Link-Cobordismen-
Isotopien h,h' Movies von Dy nach D1. Dann sind X und ¥’ genau dann isotop, wenn My, (%)

und Mh/l(zl) dquivalente Movies sind.
Beweis. Dies ist die zentrale Aussage der Arbeit von Carter und Saito, Theorem 7.1 in [9]. O

Wie schon bei den Link-Cobordismen lassen sich zwei Movies duch Aneinanderfiigen ver-
ketten. Und auch hier gibt es zu jedem Linkdiagramm (D, £) einen natiirlichen Movie, den

Zylinder-Movie (D x [0,1], (D, §);g[0,1]) liber (D, §).

Proposition und Definition 2.27. Mit Diag sei die Kategorie der Linkdiagramme be-
zeichnet, deren Objekte die orientierten Linkdiagramme in S? und deren Morphismen Aqui-
valenzklassen [M] von Movies M sind. Die Verkettung zweier Morphismen geschieht dabei

reprasentantenweise und ist wohldefiniert.

Beweisskizze: Ahnlich wie bei der Kategorie der Link-Cobordismen sieht man auch hier,
dass die Aquivalenzklassen der Zylinder-Movies geeignete Identititsmorphismen liefern und
die Aquivalenzklasse zweier aneinandergefiigter Movies nicht von den Reprisentanten selbst

abhiingt, sondern nur von deren jeweiliger Aquivalenzklasse. O
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Es soll nun noch gekléart werden, in welcher Beziehung die Kategorien Link und Diag zuein-

ander stehen.

Definition 2.28. Eine Link-Reprdsentantenwahl o ist eine Zuordnung, die jedem Link L C
S? eine glatte Umgebungsisotopie ¢¢ so zuordnet, dass L durch ¢¢ in einen Link ¢$ (L)

iiberfithrt wird, fiir den die Projektion 7 : S? — S? regulér ist.

Bemerkung 2.29. (a) Proposition erlaubt es, m(¢¢ (L)) als Linkdiagramm fir ¢¢ (L)

zu betrachten.

(b) Die Existenz von Umgebungsisotopien ¢¢ wird durch sichergestellt. Man be-
achte auBlerdem (siehe Beispiel , dass eine solche Umgebungsisotopie einen Link-
Cobordismus zwischen L und ¢¢ (L) induziert, welcher nun ebenfalls mit ¢¢ bezeichnet

wird. Man hat also einen Morphismus [¢¢] € Mor(L, ¢¢ (L)) in der Kategorie Link.

(c) Genauso induziert die riickwérts durchlaufene Umgebungsisotopie einen Cobordismus
(¢9)~! und es ist tatséichlich (¢¢)~! o ¢ isotop zum Zylinder L x [0,1], d.h. [¢9] ist

ein Isomorphismus in Link, siche Proposition

Sind nun Lo, L; C S? Links und [S] € Mor(Lg, L1), so betrachten wir nun

[6%, 0 S o (¢2,) "] € Mor(¢f, (Lo), ¢, (L1))-

Erinnerung 2.30. Es gibt einen Reprisentanten S von [¢F, 0S80 (qb%o)_l], welcher ein Link-
Cobordismus in allgemeiner Lage ist (siehe [2.13]). Daher hat man nach Definition einen
Movie Mg von Do = m(¢¢ (Lo)) nach Dy = m(¢¢ (L1)).

Proposition und Definition 2.31. Es sei II, : Link — Diag auf Objekten von Link

gegeben durch
o (L) := (o7 (L))

und auf Morphismen von Link durch

(wobei L, Lo, L1 C S* Links und [S] € Mor(Lg, L1) und Mg wie oben). Dann ist II, ein
Funktor.

Beweis. Es ist zu priifen, dass II, auf Morphismen wohldefiniert ist und die Funktoreigen-
schaften erfiillt. Die Wohldefiniertheit auf Morphismen folgt gerade aus dem Theorem [2.26

von Carter und Saito, wonach eine andere Wahl eines Repréisentanten einen &quivalenten
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2. Cobordismen-Kategorien

Movie liefert. Ferner sieht man, da ¢ o (¢$)~! isotop zum Zylinder ¢¢ (L) x [0, 1] ist, dass die
Aquivalenzklasse eines Zylinders L x [0, 1] auf die Aquivalenzklasse des konstanten Movies
m(¢¢ (L)) x [0, 1] abgebildet wird. Ahnlich ldsst sich auch die Vertriglichkeit mit Verkettungen

nachvollziehen. ]

Hat man zwei verschiedene Link-Reprasentantenwahlen o und 5 vorliegen, so vertragen sich
die zugehorigen Funktoren Il,, Iz in einem schénen kategorientheoretischen Sinn. Wir erin-

nern daher an einige Begriffe aus der Kategorientheorie:
Erinnerung 2.32. Seien C, D Kategorien.

(a) Der Funktor Iz : C — C, welcher jedem Objekt und jedem Morphismus in C sich selbst
zuweist, heilt Identititsfunktor auf C.

(b) Ein Funktor F' : C — D heifit wesentlich surjektiv, falls zu jedem Objekt D € D ein
C € C existiert, sodass F(C) in D isomorph zu D ist. Weiter heifit F' volltreu, falls fur
jedes Paar (A, B) von Objekten aus C die Abbildung

Fa g :Mor(A, B) — Mor(F(A), F(B))
mit
Fap(p) == F(p)
bijektiv ist.

(c) Seien F' : C — D und G : C — D Funktoren. Eine natiirliche Transformation von F

nach G ist eine Zuordnung 0, welche jedem Objekt C' € C einen Morphismus
Oc : F(C) — G(C)
derart zuweist, dass fiir jeden Morphismus ¢ : C1 — Cs von Objekten C,Cy € C gilt:

Oc, o F(p) = G(p) o ¢y .

(d) Zwei Funktoren F,G : C — D heiflen natiirlich isomorph, falls es nattrliche Transfor-
mationen 6 von F' nach G und 7 von G nach F' gibt, sodass fiir jedes C € C
nc o 0c =idp(c)
und
0c o ne = idg(c)

gilt. Die natiirlichen Transformationen 6 und 7 heiflen (zueinander inverse) natirliche

Isomorphismen von F nach G bzw. von G nach F.
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(e) Eine (natiirliche) Aquivalenz von Kategorien C und D ist ein Funktor F' : C — D, fiir den
ein Funktor G : D — C existiert, sodass G o F' natiirlich isomorph zum Identitatsfunktor

Ic und F o G natiirlich isomorph zum Identitdtsfunktor Ip ist.

(f) Es gilt dann die Aussage, dass ein Funktor F' : C — D genau dann eine Aquivalenz von

Kategorien ist, wenn er wesentlich surjektiv und volltreu ist.

Proposition 2.33. Seien o und 8 zwei Link-Reprisentantenwahlen. Dann sind die zugehd-

rigen Funktoren 11, und Ilg natiirlich isomorph.

Beweis. Sei L ein Link. Betrachte dann den Cobordismus
%= ¢f o (6f)7"

von ¢¢ (L) nach QS[Z(L). O.B.d.A. sei ¥ in allgemeiner Lage. Dann repréisentiert der Movie
My, einen Morphismus von I, (L) = w(¢$ (L)) nach Iz(L) = ﬂ((bg(L)) in Diag. Wir setzen
dann

05(L) := [Mx] € Mor(Ilo(L), g(L)).
Dann ist 3 eine natiirliche Transformation. Es ist ng sogar ein natiirlicher Isomorphismus
mit inversem natiirlichen Isomorphismus 62 (vgl. Proposition 2.13 in [2]). O
Bemerkung 2.34. Es gilt zudem
0% =05 00
fir die natiirlichen Isomorphismen 67, 95 ;05 zu drei Link-Représentantenwahlen «, 8 und ~.

Proposition 2.35. Fir jede Link-Reprdsentantenwahl o ist der Funktor
II, : Link — Diag
eine Aquivalenz von Kategorien.

Beweis. Da die Funktoren II, natiirlich isomorph sind, geniigt es, die Aussage fiir eine Wahl
a zu zeigen. Wihle nun « so, dass ¢¢ = L x [0, 1] (die triviale Isotopie) fiir alle Links L C S3,
fir die 7 bereits regulér ist. Dann ist II, auf den Objekten surjektiv nach Lemma[I.29] Ferner
ist fur Links Lo, Ly die Abbildung II, : Mor(Lg, L1) — Mor(I1,(Lo), IIo(L1)) bijektiv: Die
Surjektivitat liegt in der Definition der Movies begriindet, Injektivitit ist abermals auf das
Theorem [9] von Carter und Saito zuriickzufiihren. Insgesamt ist I, also ein (wesentlich)

surjektiver, volltreuer Funktor und somit eine Aquivalenz von Kategorien. O

49






3. Khovanov-Homologie

In diesem Abschnitt soll erklirt werden, wie man fiir ein orientiertes Linkdiagramm D C S?
einen Co-Kettenkomplex gewinnen kann, indem man eine topologische Quantenfeldtheorie
(kurz: TQFT) geschickt auf die vollstandigen Glattungen von D anwendet. Spéter soll auf-
gezeigt werden, wie die Homologie dieses Co-Kettenkomplexes (bezeichnet als Khovanov-

Homologie) als funktorielle Linktypinvariante
Kh : Diag — Vectk

bzw.

Kh : Link — Vectg

verstanden werden kann. Zunéchst sollen allerdings die bendtigten Konzepte vorgestellt und

erklart werden.

Definition 3.1. Eine monoidale Kategorie ist eine Kategorie C mit einem Bifunktor
®:CxC—=C,

der (bis auf natiirliche Isomorphie) assoziativ ist. Zusatzlich soll es in C ein Objekt I ge-
ben, welches (wiederum bis auf natiirliche Isomorphie) fiir alle Objekte A aus C rechts- und
linksneutral ist, d.h.

I®A=ZA=ZARI

I heiflit dann neutrales Objekt beziiglich &.

Beispiel 3.2. (a) Die Kategorie Vectkx der Vektorrdume tiber einem Koérper K mit dem
Tensorprodukt als Bifunktor und dem Vektorraum K als neutralem Objekt bildet eine

monoidale Kategorie.

(b) Die Kategorie Link konnte man zu einer monoidalen Kategorie machen, indem man
die disjunkte Vereinigung LI von orientierten Links auf Isotopieklassen von Link-
Cobordismen erweitert und dann L als Bifunktor erhilt. Ahnlich kénnte man auch

bei der Kategorie Diag vorgehen.
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3. Khovanov-Homologie

()

Fin weiteres wichtiges Beispiel ist die Kategorie Cobs der zweidimensionalen Cobor-
dismen (vergleiche den vierten Abschnitt aus [I]): Die Objekte dieser Kategorie sind
disjunkte Vereinigungen von kompakten eindimensionalen Mannigfaltigkeiten. Ein Tri-
pel (W, M, N), sodass W eine zweidimensionale (orientierbare) Mannigfaltigkeit mit

Rand ist, M und N eindimensionale Mannigfaltigkeiten und ferner

oW = MUN

gilt, nennen wir Cobordismus von M nach N. Ein Morphismus von M nach N sei
dann durch eine Diffeomorphieklasse von Cobordismen (W, M, N') gegeben. Verkettung
von Morphismen sei reprasentantenweise durch (glattes) Verkleben der entsprechenden
Randkomponenten erkldrt. Man hat dann sowohl fiir Objekte als auch fiir (Reprasen-
tanten von) Morphismen eine disjunkte Vereinigung. Mit der disjunkten Vereinigung

erhilt Coby die Struktur einer monoidalen Kategorie.

Kommentar 3.3. (a) Man kann Kategorie Coby auch folgendermafien auffassen: Man be-
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trachtet zunéchst eine 2-Kategorie 2Cobg, deren Objekte durch disjunkte Vereinigung
eines erzeugenden Objektes, einer eindimensionalen kompakten zusammenhingenden
Mannigfaltigkeit (konkret z.B. einer Kreislinie S C R? oder auch S! C S?) entstehen.
Die 1-Morphismen sind Cobordismen W. Die 2-Morphismen sind dann Diffeomorphis-
men zwischen den Cobordismen. Man erhélt dann Coby aus 2Cobg, indem man (durch
die 2-Morphismen induzierte) Aquivalenzklassen der 1-Morphismen als Morphismen von

Cobs auffasst (siehe erneut [I], Abschnitt 4).

Durch die Aquivalenzklassenbildung der Cobordismen erhalten auch die Morphismen

eine elegante Darstellung durch Erzeuger (mit Relationen zwischen diesen):

Da kompakte (orientierbare) zusammenhéngende Fléchen durch ihr Geschlecht bis auf
Diffeomorphie klassifiziert sind, ist ein zusammenhéngender Morphismus in Cob, ein-
deutig charakterisiert durch die Angabe der Anzahl der einlaufenden Randkomponenten
und der auslaufenden Randkomponenten und die Angabe des Geschlechts. Betrachte
daher die folgenden fiinf Erzeuger E]Z (wo ¢ fiir die Anzahl einlaufender Komponenten

und j fiir die Anzahl auslaufender Komponenten von E; steht):

.0 @ O

Zylinder E Kappe EY Kappe E}



Hose E3 Hose E?

Jeder Morphismus in Cob hat dann einen Repréasentanten welcher durch Verkettung
und disjunkte Vereinigung dieser Erzeuger entsteht. Hier folgt ein Beispiel fiir einen
Morphismus vom leeren Objekt @ € Cobg zum leeren Objekt mit Geschlecht 1 (das ist

gerade ein Torus):

« ()

(c) Insbesondere sieht man nun, dass die Angabe von M und N im Tripel (W, M, N) sich
dadurch ausdriicken lésst, dass man Cobordismen von M C R2 nach N C R2? als

Flichen W C R? x [0, 1] darstellt mit

W =M x {0} UN x {1}.

(d) Allerdings ist die Darstellung durch die Erzeuger E; nicht eindeutig. Zwei wichtige Rela-
tionen der Erzeuger, die Frobenius-Relation und die Assoziativitdt seien hier dargestellt,

fiir die anderen sei abermals auf [1], Abschnitt 4, verwiesen.

12
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Bemerkung 3.4. Betrachte nun folgende Unterkategorie von Diag: Wihle als Objekte all
diejenigen unorientierten Linkdiagramme in S? aus, welche keine Kreuzungspunkte haben.
Das sind gerade diejenigen Linkdiagramme, welche sich als disjunkte Vereinigung von Ein-
bettungen der Kreislinie S' in S? auffassen lassen. Bei der Morphismenmenge zweier solcher
Linkdiagramme D und D’ ohne Kreuzungspunkte schrinkt man sich auf diejenigen Morphis-
men ein, die sich durch einen (unorientierten) Movie reprisentieren lassen, welcher in den
kritischen Niveaus nur Ubergéinge durch Morse-Modifikationen hat; man beschrinkt sich al-
so auf Morphismen, die sich durch zweidimensionale Untermannigfaltigkeiten W C S? x [0, 1]

mit Rand représentieren lassen, sodass
OW =D x {0}uD' x {1}

gilt. Auf diese Weise kann man die Unterkategorie der unorientierten Linkdiagramme ohne
Kreuzungspunkte als Cobs auffassen — mit denselben Erzeugern E]l und Relationen, nur
betrachtet in S? x [0, 1]. Die beiden Hosen E? und E3 entsprechen der Morse-Modifikation
»2Ankleben eines 1-Henkels“, die Kappe EY entspricht dem ,Ankleben eines 0-Henkels“ und
die Kappe E} entspricht dem ,,Ankleben eines 2-Henkels“.

Erinnere an die vollstandigen Glattungen S, eines Linkdiagramms D. Diese sind unorientierte
Linkdiagramme ohne Kreuzungspunkte und kénnen daher nach obiger Diskussion als Objekte

der Kategorie Coby aufgefasst werden.

Bemerkung 3.5. Seien S, und S, zwei vollstdndige Glattungen eines Linkdiagramms D,
welche sich durch genau eine unterschiedlich geglattete Kreuzung z; voneinander unterschei-
den. Sei konkret B eine Scheibe um x;, sodass sich S, und S,/ innerhalb von B wie in
Abbildung [T.3] darstellen, S, als 0-Glattung der Kreuzung x; und S, als 1-Glattung. Es gibt
dann einen Cobordismus W = W, von S, nach S/, welcher aulerhalb des Zylinders B x [0, 1]
zylindrisch iiber S, verlduft und innerhalb von B X [0, 1] genau einen Sattelpunkt hat. Man

nennt diesen Cobordismus daher auch Sattel-Cobordismus (vgl. [2.19). Dies entspricht gerade
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der Morse-Modifikation ,,Ankleben eines 1-Henkels* zwischen den beiden Strédngen von S,

welche durch B verlaufen.

Je nachdem, ob die beiden innerhalb B verlaufenden Strédnge von S, zu einer Komponente
oder zu zwei verschiedenen Komponenten von S, gehoren, ist der Cobordismus W also ent-
weder diffeomorph zu einer Hose F3 disjunkt vereinigt mit Zylindern E} (ein Zylinder E}
iiber jeder Komponente von S,, welche komplett auerhalb B liegt) oder zu einer Hose E?
disjunkt vereinigt mit Zylindern E{. Im Falle der Hose EJ wird also eine Komponente von
S, aufgeteilt* zu zwei Komponenten von S, und im Falle der Hose E? verschmelzen“ zwei

Komponenten von S, zu einer Komponente von S, .

Definition 3.6. Eine zweidimensionale topologische Quantenfeldtheorie (kurz: TQFT) iiber
einem Korper K ist ein Funktor F' : Coby, — Vectg, welcher multiplikativ beziiglich der

monoidalen Strukturen auf Cobs und Vectk ist, sodass also fiir Objekte M, N von Cobg
F(MUN)=F(M)® F(N)
und fiir Morphismen W von My nach M; und W’ von Ny nach Ny
FWUW')=FW)® F(W') € Mor(F (Mg L Ng), F(My LI Ny))
gilt.

Kommentar 3.7. Eine TQFT F muss aufgrund der Multiplikativitdt dem neutralen Objekt
& von Cobgy das neutrale Objekt K von Vectyg zuordnen. Legt man dann noch einen K-
Vektorraum F(S!) fiir den Erzeuger S' der Objekte von Coby fest und schlieflich noch
fiinf lineare Abbildungen fiir die Erzeuger der Morphismen von Cobg, welche die Relationen
unter den Erzeugern respektieren, so liegt (durch Multiplikativitdt und Verkettung) bereits
die gesamte TQFT fest.

Im Folgenden soll Khovanovs Konstruktion nachgezeichnet werden, die jedem Linkdiagramm
D mittels einer geschickt eingesetzten TQFT auf den vollstdndigen Glattungen von D einen

Co-Kettenkomplex C'(D) zuordnet. Die zu diesem Co-Kettenkomplex gehorige Homologie
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3. Khovanov-Homologie

nennt man dann Khovanov-Homologie von D, von der Khovanov bereits in seiner Arbeit [12]
zeigte, dass diese (bis auf Isomorphie) eine Linktypinvariante ist. Zudem soll erklért werden,
wie die Khovanov-Homologie als Kategorifizierung des Jones-Polynoms aufgefasst werden

kann.

Beispiel 3.8. Sei V' der von der Menge {vy,v_} erzeugte zweidimensionale Fa-Vektorraum.
Es soll nun eine TQFT F iiber Fy definiert werden, welche dem Objekt S' den Vektorraum
F(S') = V zuordnet. Seien dazu auf den Erzeugern der Morphismen von Coby Abbildungen
wie folgt gegeben:

F(E) =id:V =V,

e :=F(EY) :Fy — V,{1 s vy

U+'—>O
n ::f(Eé) 1V — Ty,

v_—1

Vy = Uy QU +U_ QU4
A:=FE):V-VaV,

Vo= U_ QU_

Vy Uy = Uy

Vy @ U_ — v_
m:=F(E?): VeV =V,

V- Q@ Uy U

v @u_ — 0.

Dann respektieren die Abbildungen die Relationen der Erzeuger, es gilt zum Beispiel
(m®id)o (id®A)=Aom

fiir die Frobenius-Relation, wie man auf der Basis (v4 ® v, vy @ v_,v_ ® v4,v_ ® v_) von

V ® V nachrechnen kann: Es gilt

(m®id) o (Id®A)(v4 ®v4) = (M®id)(v4 @ vy @V + vy DV D vy)
=4+ ®u_ +v- Qvyp

= A(vy) = A(m(vy @ vy)),

(m®id) o ([d®A)(v: ®@v_) = (M id)(v: QV_ R v_) =v_ R v_
= Av) = AQm(vs ®v.)),
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(m®id) o ([d®A)(v- ®vy) = (M id)(v- @ vy V- + V- V- ® v4)
=_Qu_-+0Qv4 =v_- @ v_

— A(v_) = A(m(v- ®v))

(m®id) o (Id@A) (v ®v_) = (m®id)(v- @ v_ ®v_)

=0®@uv_-=0=A(0) =A(m(v- ®@v_)).

Ahnlich (aber meist einfacher) rechnet man die {ibrigen Relationen nach und man erhilt eine

TQFT iiber Fs.

Diese TQFT wird fiir die Konstruktion eines Co-Kettenkomplexes ausgenutzt, aus welchem
zu guter Letzt die Khovanov-Homologie resultiert.

Zweites Hilfsmittel fir die Konstruktion ist der Wirfel [0, 1]" C R™:
Notation 3.9. Seien o = («,...,ay,) und o = (o, ..., al,) Elemente aus {0, 1}".

(a) Man schreibt

n

ol => o

i=1
fur die Koordinatensumme von .

(b) Falls a; < o fuir alle i € {1,...,n} gilt, so notiert man

/

a<qa.
(c) Falls genau ein j € {1,...,n} existiert, sodass a;j + 1 = o und ansonsten a; = a; gilt,
so notiert man
a <.
Insbesondere gilt hier |o/| = |a| + 1.
(d) Allgemeiner notiert man fiir « < o und ein k € {0,...,n}
a <p O/,

falls o/ in genau k Indizes um eins grofer ist als a.
Kommentar 3.10. Betrachte nun den Wiirfel @ := [0, 1]" C R™.

(a) Die Ecken des Wiirfels @ sind gerade gegeben durch die Elemente o = (..., ) €
{0,1}"™. Auf den ersten Blick etwas kompliziert kann man die Ecken also auch als Paare

(v, @) mit o <p o schreiben.
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(b)

Fine Kante des Wiirfels () ist die parallel zu einer Koordinatenachse verlaufende Ver-
bindungslinie zwischen zwei Ecken a und /. Eine solche Kante existiert fiir gegebene
a, ' genau dann, wenn

a<1a'

oder

o <1 «
gilt. Daher sind die Kanten von @ gerade durch Paare (o, ') mit o <1 o/ gegeben.

Eine Fliche des Wiirfels @ kann &hnlich beschrieben werden, ndmlich als Paar (a, o)
mit « <9 o/. Beachte: Zu solch einem Paar existieren genau zwei Ecken 3, 5’ € {0,1}",
fiir die o <1 8 <1 @ bzw. a <1 ' <1 o gilt, je nachdem, welchen der beiden Eintriage

von a man zuerst um eins erhoht, um von « zu o/ zu gelangen.

Diese ,,Zellzerlegung” des Wiirfels konnte man noch bis zur Dimension n des Wiirfels
weitertreiben und man hétte zuletzt eine n-Zelle gegeben durch das einzige Paar («, o')

aus {0,1}" mit a <,, ¢, ndmlich « = (0,...,0) und &/ = (1,...,1).

Man kann die Zellzerlegung eines n-dimensionalen Wiirfels auch induktiv erklaren: Der
O-dimensionale Wiirfel besteht aus genau einer Ecke (und keinen hoher-dimensionalen
Zellen). Der (n + 1)-dimensionale Wiirfel @ entsteht aus dem n-dimensionalen Wiirfel
Q CR®" = R" x {0} € R™! mit Ecken identifiziert als a = (a1, ..., an,0) € {0,1}" x
{0}, indem man eine Kopie Q C R" x {1} € R"! von Q bildet (dann mit Ecken
&= (&1,...,4n,1) €{0,1}™ x {1}) und noch Kanten (und hoher-dimensionale Zellen)
zwischen den beiden Kopien von @) errichtet, genauer einer k-Zelle fiir jedes Paar von

Ecken (o, @) in {0,1}"*! mit
a€{0,1}" x {0} € {0,1}""! und

& e {0,1}" x {1} C {0, 1},

welches o < & erfillt.

Konstruktion 3.11. Sei D ein orientiertes Linkdiagramm und x = {z1,...,x,} die Menge

der Kreuzungspunkte von D. Sei wie zuvor n_ die Anzahl der linksgéngigen Kreuzungen und

ny die Anzahl der rechtsgingigen Kreuzungen von D. Die 2™ vollsténdigen Glattungen von

D sind durch die Nummerierung der Kreuzungspunkte eindeutig identifiziert durch Elemente

der Menge {0, 1}": Es sei konkret fir o = (o, ..., ay) € {0,1}" mit S, diejenige vollstandige

Glattung von D bezeichnet, fiir welche im Kreuzungspunkt z; die «o;-Glattung der Kreuzung
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vorliegt (i = 1,...,n). Sei F die TQFT aus dem vorangegangenen Beispiel Firr € Z

definiert man

[D]":= & F(Sa)

ar=|al-n_

Hier wird also zunéchst jeder Ecke a des Wirfels [0,1]" C R™ ein Fo-Vektorraum F(S,)
zugeordnet. Man erhélt dann [D]" als direkte Summe tber all jene Eckpunkte o des Wiirfels,

welche eine fixierte Koordinatensumme
o =r+mn_

haben. So wird beispielsweise [D]™"~ durch Summation lediglich tber die Ecke (0,...,0)
zu F(S(,..0)) und [D]"*+ zu F(S(,. 1)) Dazwischen entstehen ,echte Summen und fiir r
auBerhalb von [—n_,n4] sind alle Vektorrdume [D]" trivial als leere Summen. Der Versatz
um —n_ ist also gerade so angelegt, dass alle nichttrivialen Vektorrdume [D]" im Bereich

re{-n_,...,ny} CZ (anstelle von r € {0,...,n}) liegen.

Man mochte nun die Vektorraume [D]" als Co-Kettengruppen eines Co-Kettenkomplexes

[D] identifizieren. Ziel ist es also, fiir jedes r € Z eine Abbildung
d": [D]" — [D]"!

zu konstruieren, sodass (([D]")rez, (d")rez) zu einem Co-Kettenkomplex wird. Bei der De-
finition dieses Co-Differentials d kommt nun der funktorielle Charakter der TQFT F zum
Einsatz. Aulerdem spielen die Kanten des Wiirfels [0, 1]" eine Rolle.

Seien a,a’ € {0,1}"™ mit @ <3 o/. Dann unterscheiden sich S, und S, durch genau eine
unterschiedlich geglattete Kreuzung x; voneinander. Sei also B eine Scheibe um x;, sodass
sich S, und S, innerhalb von B wie in Abbildung darstellen. Erinnere an den Sattel-
Cobordismus W = W¢ von S, nach Sy, welcher auerhalb des Zylinders B x [0, 1] zylindrisch
iiber S, verliuft und innerhalb von B x [0,1] genau einen Sattelpunkt hat (vgl. [3.5).

Es wird also entweder eine Komponente von S, aufgeteilt zu zwei Komponenten von S,/ oder
zwei Komponenten von S, verschmelzen zu einer Komponente von S, .

In jedem Fall liefert die TQFT F aus Beispiel 3.8 eine Abbildung
o i=FW): F(Sq) = F(Sw),

welche entweder durch die Abbildung A oder die Abbildung m induziert wird. Die Abbildung
d" : [D]" — [D]"! definiert man nun als eine geeignete Summe der d%: Man definiert

zunédchst fir ein o € {0,1}"

d*:= > d%:F(Sa) > P F(Sw)

o:a<iaf o:a<iaf
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3. Khovanov-Homologie

und dann

d" = Z d*: [D]" — [D]"*.

or=|al-n_
Proposition 3.12. Sei D ein orientiertes Linkdiagramm. Dann ist (([D]")rez, (d")rez) ein

Co-Kettenkomplex.

Beweis. Zu zeigen ist also d"t! o d” = 0 fiir 7 € Z. Dies muss man nur priifen fiir —n_ <
r <ng — 2, da fiir r < —n_ und fiir r + 2 > n4 nach Definition bereits mindestens eine der
beteiligten Kettengruppen trivial ist. Sei nun o € {0, 1}" mit |a| — n_ = r. Wir zeigen nun,
dass das Bild d"*! o d"(F(S,)) C [D]"2 trivial sein muss. Nach Definition liegt das Bild
ausschlieBlich in Komponenten F(S,/) von [D]"*2, fiir die sogar o <2 o’ gilt (und nicht nur
/| = |a] +2).

Seien daher 8 # ' € {0,1}" mit

a<iB<id sowie a<ifB <id

und z # 2’ die beiden Kreuzungspunkte von D, deren Glittungen beim Ubergang von « zu
o' verandert werden und seien B bzw. B’ entsprechende Scheiben um z bzw. z’.

Die beiden Cobordismen Wf, oW§ und Wf,/ o W§ haben beide in B x [0, 1] und in B’ x [0,1]
jeweils genau einen Sattelpunkt. Sie unterscheiden sich nur in der ,zeitlichen“ Reihenfol-
ge, in der diese beiden auftreten (wenn man die [0, 1]-Komponente von Cobordismen als
Zeitkomponente betrachten mochte; im Sinne der Morse-Theorie wiirde man eher von der
Hohe sprechen). Eine solche zeitliche Umordnung voneinander durch Zylinder B x [0, 1] und

B’ x 0, 1] isolierter kritischer Punkte eines Cobordismus lésst sich durch eine einfache Isotopie

realisieren (engl. time reordering).

Wy o Wg Wy o W§

[e%

Daher gilt
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Fiir die Komponente (d o d)?, von d"*! o d” mit Definitionsbereich F(S,) und Bildbereich
F(Sy) gilt dann also

(dod)% =d2 0df +d’ 0dy = F(WE) o FWE) + F(WS) o F(WS)

= F(WE o Wg) + F(WE o Wg) =0,

(e}

da FFy Charakteristik 2 hat. Da dies fiir jede Komponente von d" ! od" gilt, folgt die Behaup-

tung. ]

Kommentar 3.13. (a) Der geneigten Leserin und dem geneigten Leser wird aufgefallen

sein, dass beim Beweis nun auch die Flachen a <5 o des Wiirfels in Erscheinung treten.

(b) Beachte, dass beim Beweis keine explizite Definition der Abbildungen m und A einfliefit.
Das Hauptargument liegt in der Diffeomorphie (hier sogar Isotopie) zweier Cobordis-

men. Von der TQFT F wird dann lediglich die Funktorialitit ausgenutzt.

Bemerkung 3.14. Man kann die Konstruktion dieses Co-Kettenkomplexes auch iiber ande-
ren Korpern oder allgemeiner auch iiber Ringen (wie urspriinglich Khovanov) vollziehen, dann
muss man aber mehr Vorsicht bei der Definition der Komponenten dg des Co-Differentials
walten lassen. Genauer muss man diese Komponenten so mit Vorzeichen o € {£1} versehen,
dass fiir jede Flache a <2 o/ des Wiirfels [0, 1]™ stets eine ungerade Zahl der vier Differential-

Komponenten dgl, iL dg; und d, ein negatives Vorzeichen trigt, sodass
B _ B’
dy ody = —d,, od

und damit schliellich
(dod)2 =d’ 0d§ +d 0dy =0

gilt. Siehe hierzu Khovanovs Arbeit [12] oder auch Dror Bar-Natans Zugang in [7].

Motivation 3.15. Man koénnte nun versuchen zu zeigen, dass Reidemeister-Bewegungen
D — D’ Kettenhomotopiedquivalenzen zwischen den Co-Kettenkomplexen [D] und [D'] in-
duzieren. Daraus wiirde folgen, dass der Isomorphietyp der Homologiegruppen eine Linktypin-
variante ist. Allerdings wére diese Invariante nicht besonders aussagekraftig und es liefe sich
auch nicht das Jones-Polynom daraus zuriickgewinnen. Der eigentliche Vorteil von Khovanovs
Konstruktion besteht ndmlich darin, dass sich auf diesen Co-Kettenkomplexen neben der ob-
ligatorischen homologischen Graduierung noch eine weitere Graduierung, die q-Graduierung,
definieren ldsst. Diese ¢-Graduierung vererbt sich auch auf die Homologiegruppen und gibt
diesen eine zusétzliche Graduierung; insgesamt trégt die Homologie also eine Bigraduierung.

Zu diesem Zwecke werden zunéchst die benotigten Begriffe vorgestellt.
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3. Khovanov-Homologie

Definition 3.16. (a) Ein graduierter (oder auch q-graduierter) K- Vektorraum ist ein Paar

(W, (Win)mez) bestehend aus einem endlich-dimensionalen K-Vektorraum W und einer
Familie (W,,)mez von Untervektorrdumen W, C W, sodass
W= Wn
meZL

gilt. Haufig schreibt man auch nur

D W

meZ

fiir einen graduierten Vektorraum (W, (W,;,)mez) oder man unterdriickt die Angabe der
Zerlegung in der Notation sogar ganz und schreibt einfach nur W fiir den graduierten
Vektorraum (W, (Wy,)mez). Die Untervektorrdume W, heilen graduierte Bestandteile

von W und ein Element w € Wy, heifit homogen vom (q-)Grad m.

Die graduierte Dimension von (W, (W,,)mez) ist dann gegeben durch das Laurentpo-

lynom (mit ganzzahligen Koeffizienten)

qdim(W) := Z q"dim(Wy,) € Z[g,q'].
mEZL

Der Versatz des q-Grades um | € 7Z ordnet einem graduierten Vektorraum
(W, (W) mez) den graduierten Vektorraum (W{l}, (W{l}n)mez) zu, wobei W{i} = W
als ungraduierte Vektorrdume gelte und die graduierten Bestandteile durch W{l},, =

Wi gegeben seien.

Eine lineare Abbildung f : V' — W zwischen graduierten Vektorrdumen V und W heifit

graduiert mit (q-)Graduierung k € Z, falls fur jedes m € Z

gilt.

Kommentar 3.17. Ein ¢g-graduierter Vektorraum ist schlicht ein Z-graduierter Vektorraum

(mit einem an die Graduierung angepassten Dimensionsbegriff). Der Begriff ,,¢-Graduierung*

dient deshalb vor allem zur Abgrenzung von einer homologischen Graduierung, falls beide

prasent sind. In der Literatur wird haufig auch der Begriff ,,quantum grading“ verwendet.

Beispiel 3.18. Ist (C, d) ein Co-Kettenkomplex tiber einem Koérper, so kann man wie bereits

angedeutet auch die Angabe der Co-Kettengruppen als Graduierung des Vektorraumes
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auffassen. Mochte man die homologische Graduierung dieses Komplexes versetzen, so muss
man auch die Differentiale d” entsprechend versetzen, wenn man die Struktur eines Komplexes
erhalten mochte. Daher notiert man C[l] anstelle von C{l}, wenn man ausdriicken méchte,
dass nicht nur die Kettengruppen, sondern auch die Differentiale des Komplexes (C,d) um
l € Z versetzt werden sollen. Man nennt dies auch den Hohen-Versatz eines Komplexes um .
Im Prinzip ist uns ein solcher Hohen-Versatz schon begegnet: Man hétte die Kettengruppen
in B.11] intuitiv vermutlich eher als
C'(D)" = @ F(Sa)
cir=|al
definiert. Die nichttrivialen Kettengruppen ligen dann im Bereich {0,...,n}. Der resultie-
rende Kettenkomplex C’(D) unterscheidet sich also gerade durch einen Hohen-Versatz um
n_ von [D]; es gilt:
C'(D)[-n-] = [D].

Nun soll aber das Beispiel vorgestellt werden, fiir welches eigentlich die Definition der ¢-

Graduierung hier eingefiihrt wurde:

Beispiel 3.19. Sei V der von der Menge {v,v_} erzeugte zweidimensionale Fo-Vektorraum

und seien (v_) bzw. (vy) die von v_ bzw. v; erzeugten Unterrdume von V. Dann ist durch

V=9 (vy) m=1
0 sonst
eine ¢-Graduierung auf V' (mit V = V_; @ V1) gegeben. Es gilt

qdim(V) = q+q¢~"

fiir die graduierte Dimension von V.
Bemerkung 3.20. Seien V und W graduierte Vektorrdume.

(a) Tensorprodukt und direkte Summe von V und W tragen eine kanonische Graduierung

VW)= > VioW
k+l=m

VoW, =V,dW,

und es gilt dann:

gdim(V @ W) = gdim(V) - gdim(W) und

qdim(V @& W) = ¢dim(V') 4 ¢dim(W).
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3. Khovanov-Homologie

(b) Fiir einen Versatz des ¢g-Grades um [ gilt

qdim(W{1}) = ¢* - qdim(W).

Beispiel 3.21. (i) Sei W ein graduierter Vektorraum. Dann tragen also auch die Tensor-

potenzen

WO =We...9W (k-mal)

eine kanonische ¢-Graduierung.

(ii) Sei D ein Linkdiagramm. Jede Co-Kettengruppe [D]" entsteht durch die TQFT F als
direkte Summe von Tensorpotenzen des Fa-Vektorraumes V' mit Basis {vy,v_} aus
Beispiel In Beispiel hatten wir diesen Vektorraum mit einer g-Graduierung
versehen. Wegen Bemerkung ist damit auch auf [D]" eine ¢-Graduierung

[D1" = DD,
MEZ

gegeben.

Lemma 3.22. Betrachte die Abbildungen A :V — V@V undm : VRV — V der TQFT aus
Beispiel [3.8 Sei ferner auf V die q-Graduierung aus gegeben und auf V. ® V die davon

induzierte q-Graduierung. Dann sind A und m graduierte Abbildungen mit q-Graduierung

~1, d.h.

AVe) C (VO V)k-1 und
m((VeV)k) C Vi1,
jeweils fir alle k € Z.

Beweis. Es sind v; bzw v_ homogen vom Grad 1 bzw. —1 in V. Auflerdem sind vy ® vy
homogen vom Grad 2, v_ ® v_ homogen vom Grad —2 und v4 ® v_ sowie v_ ® vy homogen
vom Grad 0 in V ® V. Daher folgt die Aussage direkt mit den Definitionen der Abbildungen
A und m. O

Korollar 3.23. Betrachte den Co-Kettenkomplex (([D]")rez, (d")rez) eines Linkdiagramms
D. Beziiglich der q-Graduierung aus Beispiel auf den Co-Kettengruppen [D]" ist das
Co-Differential d” : [D]" — [D]" ! eine graduierte Abbildung mit q-Graduierung —1, d.h.

d'([D]5,) € [P

m—1-
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Kommentar 3.24. Beachte hier die Unterscheidung zwischen homologischem Grad und
g-Grad: Das Co-Differential d erhoht (wie definitionsgeméf jedes Co-Differential) den homo-
logischen Grad um eins, denn das Bild der r-ten Co-Kettengruppe liegt in der (r + 1)-ten
Co-Kettengruppe. Die Aussage ist hier, dass das Co-Differential noch eine weitere Gradu-
ierung berticksichtigt, ndmlich die g-Graduierung (es ist d also insgesamt eine bigraduierte
Abbildung mit Bigraduierung (1,—1), wenn man zuerst die homologische und dann die g¢-

Graduierung notiert).

Motivation 3.25. Besonders elegant wire es allerdings, wenn das Co-Differential d" ¢-
Graduierung 0 hétte, denn dann kénnte man den gesamten Co-Kettenkomplex zerlegen in

beziiglich der ¢g-Graduierung homogene Co-Kettenkomplexe

(DT )rezs (@ oy, rez)
weil
' ([D]},) < [DI
wéare. Man hétte also ein graduiertes Objekt in der Kategorie der Co-Kettenkomplexe. Gliick-
licherweise lédsst sich dies erreichen, indem man die g-Graduierungen der Co-Kettengruppen
mit einem Versatz versieht: Man versetzt die ¢-Graduierung der r-ten Co-Kettengruppe um

r und erhélt, dass das Co-Differential nun nicht mehr

d'([D],) < [P

m—1>

sondern tatsachlich

d'([DI5,) < [P

erfiillt. Dieser Versatz wird in der folgenden Definition realisiert.

Auflerdem sollen alle Co-Kettengruppen zuséatzlich noch um die Konstante n, — n_ in der
g-Graduierung versetzt werden. Dieser fiir ein fixiertes Linkdiagramm D konstante Versatz
wird bendtigt, um zu erreichen, dass die von Reidemeister-Bewegungen induzierten Ketten-
homotopiedquivalenzen (vgl deren Konstruktion ist in [I2] bzw. [7] zu finden) auch
die ¢-Graduierung beriicksichtigen und aulerdem um das Jones-Polynom tatsdchlich als so-
genannte ,, graduierte Eulercharakteristik“ des Komplexes zu erhalten; vergleiche hierzu die
Skalierung in Definition [1.37] welche die Invarianz des Jones-Polynoms unter Reidemeister-

Bewegungen liefert.

Definition 3.26. Zu einem Linkdiagramm D mit Co-Kettenkomplex (([D]")rez, (d")rez)

definiert man fiir jedes r € Z einen graduierten Vektorraum C(D)" durch

C(D)" = [D]'{r +ny —n_}.
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3. Khovanov-Homologie

Wie bereits in der Motivation der Definition vorweggenommen, folgern wir nun:

Bemerkung 3.27. (a) Das Co-Differential d = (d"),ez ist auch auf C(D) = (C(D)")rez
ein Co-Differential, denn als ungraduierte Vektorrdume sind [D]" und C(D)" fiir jedes
r € Z definitionsgeméaf identisch. Als bigraduierte Abbildung auf C(D) betrachtet hat

d jedoch Bigraduierung (1,0) (und explizit ¢-Graduierung 0), d.h.
d'(C(D)y,) € C(D),,
fir jedes r € Z und jedes m € Z.
(b) Es ist somit fiir jedes m € Z
(C(D)ms dm) = ((C(D))rez, (A" |lcpyy, )rez)
ein Unterkomplex von (C(D),d) = ((C(D)")rez, (d")rez)-

(¢) Zusammengefasst gilt

(C(D),d) = P (C(D)m, dm),

meZ

und in diesem Sinne ist C'(D) ein graduierter Komplez oder genauer ein graduiertes

Objekt in der Kategorie der Co-Kettenkomplexe.
Definition 3.28. Sei D ein Linkdiagramm.
(a) Dann nennt man (C(D),d) den Khovanov-Komplex von D.

(b) Die Homologiegruppen des Unterkomplexes (C'(D),, d,,) von (C(D), d) bezeichnet man
mit

Kh™™(D) := H"(C(D)m).

(c) Die zum Khovanov-Komplex (C(D),d) gehorige Homologie Kh(D) = H(C(D)) mit
der induzierten Bigraduierung
Kh(D)= € Kn'/ (D)
1,JEL

heifit Khovanov-Homologie von D.

Beispiel 3.29. (a) Das leere Linkdiagramm @ C S? hat einen sehr einfachen Khovanov-
Komplex: Aufgrund der Definition durch die TQFT hat C(@) als einzige nichttriviale
Co-Kettengruppe den Grundkorper Fo (als eindimensionalen Vektorraum) in Bigradu-
ierung (0, 0),

C(2)p =2,
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und C(@);, = 0 sonst. Somit miissen alle Co-Differentiale trivial sein und es gilt

Fy, falls (i, ) = (0,0)

Kh'(2) = C(o); =

0 sonst.

(b) Ein Diagramm D des Unknotens ohne Kreuzungspunkte erfiillt geméafl Definition

. V, fallsi=0
C(D) =

0 sonst

und somit gilt hier

. Fo, falls (7,7) = (0,41
KD = (i,5) = (0, 1)

0 sonst.

(c) Betrachte nun ein Diagramm D des Unknotens mit genau einer Kreuzung x, welche

linksgéngig sei. Dann hat D genau zwei vollstdndige Glattungen Dy und D;.

O O 00

D Dy 1

Dabei besteht Dy aus einer Komponente und D; aus zwei Komponenten und mit den
Grad-Versatzen sind die einzigen nicht-trivialen Co-Kettengruppen von C'(D) durch die
graduierten Vektorraume

C(D)' = V{-2}

und

C(D)Y =VeV{-1}

gegeben. Explizit kann man die ¢-Graduierung von C(D)~! durch die Grade der ho-
mogenen Basiselemente vy und v_ ausdriicken, weil diese nach Definition gerade die
Erzeuger der graduierten Bestandteile von C(D)~! sind (vgl. Definition . Es ist
dann (beachte den Grad-Versatz)

grad(vy) = —1 und grad(v_) = -3,
d.h. der zweidimensionale Fa-Vektorraum C(D)~! hat einen eindimensionalen gra-

duierten Bestandteil C’(D)j und einen eindimensionalen graduierten Bestandteil

67



3. Khovanov-Homologie

C(D)~3. Ahnlich haben im vierdimensionalen Fa-Vektorraum C(D)° die Basiselemente

V4 @ V4,04 ®v_,v_ ®vy und v— ® v_ die Grade
grad(vy ® vy) =1,

grad(vy ® v_) = —1,
grad(v_ @ vy) = —1

und

grad(v- ®@ v_) = —3.

Somit hat C(D)" einen eindimensionalen graduierten Bestandteil C(D)Y zur g-
Graduierung 1, einen zweidimensionalen graduierten Bestandteil C'(D)%; und einen

eindimensionalen graduierten Bestandteil C(D)° .

Das Co-Differential d=! : C(D)~! — C(D) wird in diesem Fall offenbar durch die zum
Erzeuger E gehérige Abbildung A der TQFT F induziert, erinnere:

Vyp = Uy QU + V- ®Ug
A=FE)H:V-VaV,
V_ = Uv- QU_.
Daher hat d=! : C(D)~! — C(D)° trivialen Kern, also ist die —1-te Homologiegruppe
von C(D) trivial. Die 0-te Homologiegruppe ergibt sich geméfl Definition als
ker(d®)/im(d~!) = C(D)? /im(d™ 1)

Das Bild von d~! besteht aus dem Erzeugnis von v_ ® v_ und dem Erzeugnis von
vy ®v_ +v_ ®uv,. Ersteres ergibt die gesamte (eindimensionale) Komponente C(D)? ,
und letzteres einen eindimensionalen Unterraum der Komponente C(D),. Nach Ho-

mologiebildung bleibt also

. Fy, falls (¢,5) = (0,£1)
Kh*(D) =

0 sonst,

wie im Falle eines Diagramms des Unknotens ohne Kreuzungspunkte.

Bemerkung 3.30. Erinnere nochmals an die Konstruktion der Co-Kettenkomplexe
[D] und C(D)

eines orientierten Linkdiagramms D. Die einzige Art und Weise, wie die Orientierung des

Linkdiagramms D in die Definitionen einfliefit, ist in Form der Anzahlen n4 (D) und n_(D)
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der links- und rechtsgidngigen Kreuzungen von D. Es geniigt also die Angabe eines unori-
entierten Linkdiagramms D zusammen mit dem Paar (n4(D),n_(D)) zur Konstruktion des
Khovanov-Komplexes.

Fixiert man nun eine Kreuzung x von D und betrachtet die 0-Glattung Dy und die 1-Glattung
D1 von z in einer Scheibe B um z, so sind dies auch Linkdiagramme. Allerdings ldsst sich die
Orientierung, welche D tragt, nicht auf Dy und D; ,ibertragen“: Man kann nicht Dy und Dy
so orientieren, dass deren Orientierung auflerhalb von B jeweils mit der von D iibereinstimmt
(genauer: es ldsst sich stets eine der beiden Glattungen Dy, D; in diesem Sinne orientieren
und die andere nicht). Méchte man trotzdem den unorientierten Linkdiagrammen Dy und Dy
Khovanov-Komplexe C(Dg) und C(D;) zuordnen, so bedient man sich eines naheliegenden

Tricks: Man setzt im Falle einer rechtsgéngigen Kreuzung x

n4 (Do) =ny(D1) =ny(D) —1 sowie

n—(Do) = n—(D1) = n_(D)
und im Falle einer linksgédngigen Kreuzung x

n4 (D) = ny(D1) =ny (D) sowie

n_(Dg) =n_(D1)=n_(D)—1
und definiert die Komplexe C(Dp) und C(D;) dann fiir die unorientierten Linkdiagramme
Dy und D; mit den Paaren (ny(Dg),n—(Dp)) bzw. (ny(D1),n_(D1)).
Aufgrund der Bedeutung fiir den weiteren Verlauf der Arbeit sei an dieser Stelle an die
Konstruktion des Abbildungskegels in der homologischen Algebra erinnert:
Erinnerung 3.31. Seien (A,d4) und (B, dp) Co-Kettenkomplexe. Dann ist auf A & BJ[1]
(also mit (A ® B[1])m = A @ Bpy—1) durch

da 0
dagBp] =
0 dpp
ein Co-Differential gegeben. Ist f : A — B eine Kettenabbildung, so kann man auf T'(f) :=
A @ BJ[1] noch ein weiteres Co-Differential definieren: Die Abbildung
—dy 0

I dpp
erfiillt dp(p) o dp(py = 0, weil f eine Kettenabbildung ist: Fiir a € A gilt

dr(p) =

dp(sy © dp(py(a) = dppy(—da(a) + f(a))
= (=da)*(a) + f(—da(a)) + dp(f(a))
=dgp(f(a)) — f(da(a)) =0,
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3. Khovanov-Homologie

weil (—d)?2 =0und fody =dpgo f gilt. Fiir b € B gilt dr(sy © dr(p) = (dp)%(b) = 0 wegen
(dp)? = 0; insgesamt also
dr(y) © drp) = 0.

Beachte, dass fiir Komplexe iiber Fo das negative Vorzeichen von d4 in der Definition von

dr(y) ignoriert werden darf.

Definition 3.32. Seien (A,d4) und (B, dp) Co-Kettenkomplexe und f : A — B eine Ket-
tenabbildung, so heifit der Komplex (I'(f), dp(y)) Abbildungskegel iiber f.

Das folgende Beispiel gibt einen Eindruck, wie diese Abbildungskegel-Struktur in natiirlicher

Weise im Kontext der Khovanov-Homologie auftaucht.

Beispiel 3.33. Sei nun D ein orientiertes Linkdiagramm mit n+ 1 Kreuzungen x1,. .., Tp41
und Dy und D; seien die 0- bzw. 1-Glattung der (n + 1)-ten Kreuzung x,1. Seien wie
zuvor ny (D) und n_(D) die Anzahlen der rechts- bzw. linksgéngigen Kreuzungen von D und
(n4(Do),n—(Dy)), (n4(D1),n—(D1)) wie in[3.30] Betrachte dann die Komplexe C(D), C(Dy)

und C(Dy). Zu jedem « € {0,1}" ist geméif [3.11] eine Abbildung dgi?ﬁ : F(Saxqoy) —

F(Saxq1y) gegeben. Diese ldsst sich einerseits als eine Komponente des Co-Differentials d

ax{0}

ax {1} auch als Abbildung zwischen

auf C'(D) auffassen, andererseits kann man nun aber d
F(Spy,a) und F(Sp, o) auffassen, wobei Sp, o die vollstandige Glattung von Dy zur Ecke
a € {0,1}" und Sp, o die vollstindige Glittung von D; zur Ecke a ist. Man erhélt somit
Abbildungen

Y= 3 d2 i - (Do) — C(Dy),
ae{0,1}":r=|a|—n_ (Do)

Mit denselben Argumenten wie im Beweis von zeigt man dann, dass ¢ : C(Dy) —
C(D;) eine Kettenabbildung ist. Beachtet man auch die Graduierungen von C(D),C(Dy)
und C(D;), so zeigt diese Argumentation sogar noch mehr. Versetzt man néamlich den ¢-Grad
von C(D;) um eins und betrachtet die graduierte Kettenabbildung v : C(Dy) — C(D1){1}
so lasst sich der Khovanov-Komplex C'(D) von D sogar als Abbildungskegel von v auffassen:

Falls x,,+1 eine rechtsgiingige Kreuzung ist, so folgt

Kommentar 3.34. Auch hier hilft die Anschauung des n + 1-dimensionalen Wiirfels Q:

Der Komplex C(D) wird iiber die Ecken und Kanten von @ konstruiert. Der Komplex
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C(Dy) entspricht dann (den Ecken und Kanten) der n-dimensionalen Zelle @, o, welche
von a, B € {0,1}"*! mit a = (0,...,0,0) und B = (1,...,1,0) aufgespannt wird (beachte:
a <y, (). Analog entspricht der Komplex C'(D;) der von = (0,...,0,1) und 8 = (1,...,1,1)
aufgespannten n-Zelle @, 1. Die Kettenabbildung 1 ist dann gerade die Summe tiber all die-
jenigen Komponenten d2, des Co-Differentials d von C(D), fiir die sich o und o/ gerade in
der n + 1-ten Komponente unterscheiden. Anders ausgedriickt sind das alle Komponenten

von d, welche zu Kanten gehoren, die zwischen den beiden n-Zellen @, 0 und @)1 verlaufen.

Bemerkung 3.35. Betrachte nun ein Linkdiagramm D und ein Linkdiagramm U des Un-
knotens ohne Kreuzungspunkte. Es ist dann C(U)? = V (als graduierte Vektorriume) und
C(U)" = 0 sonst nach Beispiel Insbesondere hat C'(U) triviales Co-Differential und wir
schreiben kurz C(U) = V. Ist nun D ein Linkdiagramm mit Khovanov-Komplex C(D), so
betrachte man den Khovanov-Komplex von D LI U. Die Glattungen von D und von D LU
stimmen bis auf die jeweils zusétzliche Komponente U iiberein und die TQFT {ibersetzt die
zusétzliche Komponente stets durch eine zusétzliche V-Komponente im Tensorprodukt. Man
kann deshalb auch kurz

C(Dul)=CD)®V

schreiben (mit Differential d¢(p) ® id).
Gemeinsam mit Beispiel und Beispiel lasst sich der Khovanov-Komplex in Anleh-

nung an die Definition [1.34] der Kauffman-Klammer also folgendermafien ausdriicken:

Proposition 3.36. Der Khovanov Komplex fiir Linkdiagramme erfillt folgende Eigenschaf-

ten:

(i) Das leere Linkdiagramm & hat den trivialen Komplex

in Bigraduierung (0,0).

(ii) Ist D ein Linkdiagramm und U ein Diagramm des Unknotens ohne Kreuzungspunkte,
so gilt
C(ODuU)=C(D)® V.

(iii) Ist D ein Linkdiagramm und ist Do bzw. Dy die 0- bzw. 1-Gldttung einer fizierten
Kreuzung x von D, so entsteht C(D) als Abbildungskegel

C(D) = T(C(Dy) % C(Di){1}),
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3. Khovanov-Homologie
falls x rechtsgingig und
O(D) = T(C(Dy) % C(D){1})[-1],
falls x linksgdngig.
]

Bemerkung 3.37. Beriicksichtigt man auflerdem den Grad-Versatz von C'(D), so sieht man
bereits hier, dass der Ubergang zur alternierenden Summe der graduierten Dimensionen der
Kettengruppen von C(D) das Jones-Polynom J(D) von D ergibt,
J(D) = 3" (~1)"qdim(C/(D)").

r€Z
Zum Beweis seien die Bezeichnungen wie zuvor, also D ein orientiertes Linkdiagramm mit
n = n_ + ny Kreuzungen und Glattungen S, zu « € {0,1}". Mit k, sei zudem die Anzahl

der Komponenten von S, bezeichnet, dann gilt:

> (-17qdim(C(D)) = Yo (=17 ¥ qdim(F(Sa)) g

re’ rez olol=r+n_
= Z(_l)r Z qdim(V®ka) . qr+n+—n,
rEL ala|=r+n_
=Y (=17 D (g+q gt
rEL ala|=r+n_
=D (=" > (g+q D
r€ZL a:lal=r+n_
=" > (=gl (g + g7k
aec{0,1}"
= (=) N (=)l g+ g
ae{0,1}"

= (-1)"-¢" (D)= J(D)
O

Im Gegensatz zum Jones-Polynom ist der Khovanov-Komplex allerdings keine Linktypinva-
riante, wie man bereits durch die Beispiele (b) und (c) sieht. Man beachte aber, dass
in diesen beiden Beispielen die Khovanov-Homologiegruppen als bigraduierte Vektorraume

isomorph sind. In der Tat stellt sich heraus:

Theorem 3.38. Die Isomorphieklassen der Khovanov-Homologiegruppen KhJ (D) sind

Linktyp-Invarianten.

72



Beweis. Die Aussage samt Beweis ist zu finden in Khovanovs Arbeit [12] als Theorem 1.

Zu zeigen ist auch hier wieder, dass sich die Khovanov-Homologie eines Linkdiagramms D
unter ebenen Isotopien und Reidemeister-Bewegungen (bis auf Isomorphie) nicht &ndert. Man
zeigt, dass eine Reidemeister-Bewegung zwischen Linkdiagrammen D und D’ zunichst eine
Kettenhomotopiedquivalenz zwischen den Co-Kettenkomplexen C(D) und C(D’) induziert.
Diese wiederum induziert Isomorphismen in der Homologie wie behauptet. In [12] werden die
Kettenhomotopieidquivalenzen fiir jede einzelne Reidemeister-Bewegung im fiinften Abschnitt
konstruiert.

Der Fall einer ebenen Isotopie zwischen Linkdiagrammen D und D’ ist einfacher: Durch
die Definition des Khovanov-Komplexes iiber die TQFT F folgt, dass eine ebene Isotopie so-
gar einen (kanonischen) Co-Kettenkomplex-Isomorphismus zwischen C'(D) und C'(D’) liefert,

welcher insbesondere einen Isomorphismus in der Homologie induziert. O

Es lésst sich nun einsehen, dass die Khovanov-Homologie tatsédchlich eine Verallgemeinerung
des Jones-Polynoms darstellt. Hierzu muss lediglich erklart werden, wie einem graduierten
Komplex (erinnere: d.i. ein Co-Kettenkomplex mit einer (zusétzlichen) ¢-Graduierung neben
der homologischen Graduierung) eine g-graduierte Variante der Eulercharakteristik zugeord-

net wird:

Definition 3.39. Die graduierte Eulercharakteristik eines graduierten Komplexes (C, d) tiber

einem Korper ist gegeben durch

Xq(C) =Y (—1)"qdim(H" (C)),
wobei H"(C) die r-te Homologiegruppe des Co-Kettenkomplexes (C, d) sei.

Bemerkung 3.40. (a) Die graduierte Eulercharakteristik ist also gerade die alternierende

Summe der g-graduierten Dimensionen der Homologiegruppen.

(b) Falls die ¢-Graduierung des Co-Differentials d gleich 0 ist und auflerdem alle Co-

Kettengruppen C” endlich-dimensional sind, so gilt allgemein
Z(—l)rqdimHT(C’) = Z(—l)rqdimcr
und fiir den Khovanov-Komplex im Speziellen folgt wegen

J(D) =3 (~1)"qdim(C(D)") :

rez

Satz 3.41. Sei D ein Linkdiagramm. Dann gilt

Xq(C(D)) = > _(~1) qdim(K ' (D)) = J (D),
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3. Khovanov-Homologie

d.h. der Ubergang von der Khovanov-Homologie zur graduierten Eulercharakteristik der

Khovanov-Homologie liefert das Jones-Polynom. O

Damit nun die Khovanov-Homologie als Kategorifizierung des Jones-Polynoms betrachtet
werden kann, soll sie als Funktor K'h : Diag — Vectp, realisiert werden (wobei mit Vectp,
genau genommen die Kategorie der bigraduierten Fa-Vektorrdume gemeint ist). Hierfir ist
noch zu kliren, wie einem Morphismus aus Diag ein Morphismus aus Vecty, zugeordnet
werden soll.

Man beachte dabei, dass ein Morphismus aus Diag eine Aquivalenzklasse [M] von Movies
ist. Mochte man also die Zuordnung repriasentantenweise erklaren, so muss auch begriindet
werden, weshalb dquivalente Représentanten (also Movies) denselben Morphismus in Vecty,

induzieren.

Kommentar 3.42. (a) Zwischen den singuldren Niveaus eines Movies M = (D) vari-
ieren die Linkdiagramme durch ebene Isotopie, was kanonische Isomorphismen (sogar
bereits auf Ebene der Khovanov-Komplexe) induziert (vgl. , und somit fiir jeden

Movie M, der durch ebene Isotopie gegeben ist, einen (Iso-)Morphismus

Kh(M) : Kh(Do) — Kh(Dy).

(b) Dann wird jeder lokalen Bewegung ein Morphismus der zugehorigen Homologiegruppen
zugeordnet. Fiir die drei Reidemeister-Bewegungen hat man Kettenhomotopiedquiva-
lenzen der zugehorigen Co-Kettenkomplexe, welche somit Isomorphismen in der Ho-
mologie induzieren (vgl. . Man erhélt also auch hier eine Zuordnung, welche ei-
nem elementaren Movie M, der eine Reidemeister-Bewegung Dy — D; darstellt, einen
(Iso-)Morphismus

Kh(M) : Kh(Dg) — Kh(D7)

zuweist.

Es bleiben also noch die Morse-Modifikationen. Fiir diese findet man ebenfalls Kettenabbil-
dungen der zugehorigen Co-Kettenkomplexe, also werden auch in diesem Fall Morphismen
(hier aber nicht mehr unbedingt Isomorphismen!) in der Homologie induziert: Besonders
hervorgehoben sei hier die Morse-Modifikation, die durch das orientierte Ankleben eines 1-

Henkels gegeben ist.

Bemerkung 3.43. Sei also M ein elementarer Movie, der durch die lokale Bewegung An-
kleben eines 1-Henkels gegeben ist. Hierbei hat man zwei orientierte Linkdiagramme Dy und

D;, welche sich nur in einer Scheibe B unterscheiden (siehe Definition [2.18)). Man findet dann
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ein (unorientiertes) Linkdiagramm D mit einer Kreuzung mehr als Dy und D;, sodass Dy die
0-Glattung und D; die 1-Glattung von D in dieser zuséatzlichen Kreuzung verkoérpern. Nach
einer kleinen Uberlegung fiir die Kreuzungszahlen (n4,n_) von D und damit einhergehend
den geeigneten Versatz der Graduierungen sieht man dann wie in Beispiel dass C(D)
als Abbildungskegel I'(¢) fiir eine Kettenabbildung v : C(Dgy) — C(D;) identifiziert werden

kann. Man nimmt dann die von ¢ in der Homologie induzierte Abbildung
Kh(M) :=, : Kh(Dy) — Kh(D1)
als Morphismus.

Fiir die 0- und 2-Henkel kommen die Abbildungen € und n der TQFT F zum Zuge. Ist D ein
Linkdiagramm und U eine Komponente, welche durch Geburt hinzu kommt, so wird durch e

eine Kettenabbildung
C(D)—C(DuU)

und &hnlich beim Tod einer Komponente durch 7 eine Kettenabbildung
C(DuUU)—C(D)
induziert. Hierbei geht die kanonische Identifikation
We@F,=W

beim Tensorieren mit dem Grundkorper Fg ein. Auch fiir das Ankleben von 0- und 2-Henkeln

erhélt man also induzierte Abbildungen in der Homologie,
Kh(M): Kh(D) - Kh(DUU)

beziehungsweise

Kh(M) : Kh(D UU) — Kh(D).

All diese Morphismen hat bereits Khovanov selbst in seiner Arbeit [12] konstruiert. Da jeder
Movie aus einer Abfolge von lokalen Bewegungen (und dazwischen ebenen Isotopien) besteht,
kann man nun durch Verkettung der obigen elementaren Morphismen jedem Movie M von
Dy nach D; einen Morphismus zwischen den zugehorigen Objekten Kh(Dp) und Kh(D;) in
Vecty, zuordnen.

Es bleibt zu zeigen, dass dquivalente Movies denselben Morphismus induzieren. In [11] be-
schreibt Jacobsson dieses Vorgehen sehr detailliert. Das dortige Theorem 2 gibt sogar die
Aussage, dass die Morphismen fir die Khovanov-Homologie iiber einer allgemeineren Ko-

effizientengruppe als dem zweielementigen Korper unter Aquivalenz von Movies bis auf ein
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Vorzeichen invariant sind. Im Falle der Koeffizienten iiber Fy eriibrigt sich dann die Vorzei-
chenfrage und man erhilt tatséichlich die Invarianz von Kh(M) unter Aquivalenz von Movies.
Somit ist die repriasentantenweise Definition von Kh([M]) wohldefiniert und man bekommt

die Khovanov-Homologie als Funktor
Kh : Diag — Vectp,.

Um die Khovanov-Homologie mit anderen funktoriellen Linktypinvarianten vergleichen zu
konnen, ist es haufig von Vorteil, wenn man sie auch als Funktor von der Kategorie Link
in die Kategorie Vectp, auffassen kann, denn viele geometrische Linktypinvarianten, unter
anderem gewisse Knoten-Floer-Homologien (siehe Anhang |A| fiir Beispiele), werden eben
nicht kombinatorisch iiber Linkdiagramme, sondern iiber Links in S? (als geometrische
Objekte) definiert. Daher soll im letzten Teil des Kapitels erklirt werden, wie man einen
Funktor F' : Diag — Vecty, mit Hilfe von Link-Reprasentantenwahlen zu einem Funktor

F: Link — Vectg, fortsetzt.

Betrachte zu einer Link-Repréisentantenwahl o den Funktor
I1, : Link — Diag
und erinnere, dass II, nach Proposition eine Aquivalenz von Kategorien ist.

Bemerkung 3.44. Fiir eine fixierte Link-Repréisentantenwahl « lésst sich die Khovanov-
Homologie als Funktor

Khg : Link — Vecty,

auffassen, indem man

Khe = Kholl,

setzt.

Mé6chte man nun diesen Funktor noch unabhéngig von der Wahl o machen, so hilft ein

kategorientheoretisches Konstrukt, der inverse Limes eines transitiven Systems:

Definition 3.45. Sei M eine Menge und fiir jedes o € M sei V,, ein Vektorraum. Weiter sei
fiir jedes Paar (a,8) mit o, 8 € M ein Vektorraum-Isomorphismus 7 : Vo, — Vj gegeben.

Dann heiBt ((Va)aem, (75)a,pen) ein transitives System von Vektorrdumen, falls
(i) fiir jedes v € M : & = idy, und

(ii) fir alle o,f € M : 7'[',5 omg =g gilt.
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Proposition und Definition 3.46. Sei ((Va)aem, (75)a,sem) ein transitives System von

Vektorrdumen. Dann tragt
Vi={f:M—UsenVo: fla)eVo,YaeM und f(B)=rn5(f(a)),Va,Be€ M}
die Struktur eines Vektorraums vermoge

(f +9)(@) == f() +agla)  (fir f,g€V,ae M),
A @) :i= Ao fla), (fir A\eFo, feV,ae M)

und fiir jedes o € M ist o : V. — V,, [~ f(«) ein Vektorraum-Isomorphismus. V heift

inverser Limes des transitiven Systems ((Va)aem, (75)a,sem), Notation:

@1 Vo=V.
aeM

Beweis. Zunéchst ist V # &, denn die Abbildung Oy : M — Uaen Vo, o +— 0 €V, erfillt

alle Bedingungen an Elemente aus V. Desweiteren ist fir f,g € V und o, 5 € M wegen

(f +9)(a) = f(@) + g(a) € Va

und

(f +9)(B) = f(B) + 9(B) = m5(f()) + 75 (9(c)) = 75 (f (@) + g(@)) = 75 ((f + 9)(a))

auch die Abbildung f + g ein (wohldefiniertes) Element von V. Ahnlich zeigt man dies fiir
A - f. Die iibrigen Vektorraumaxiome gelten in V', weil sie punktweise gelten (mit 0y € V als
neutralem Element beziiglich der Addition). Somit ist V' ein Vektorraum.

Die Abbildung ¢, : V — V,, ist zunédchst linear, denn

pa(f +g) = (f +9)(a) = f(a) + g(a) = palf) + Palg)

und &dhnlich fiir die skalare Multiplikation.
Zeige also noch, dass ¢, bijektiv ist: Fiir f,g € V mit f # g existiert ein § € M, sodass
f(B) # g(B). Da 2 ein Isomorphismus ist, gilt dann auch

va(f) = fle) = 75(f(B) # mh(9(B)) = g(@) = palg),

also ist ¢, injektiv. Ist nun v, € V,, so betrachte f : M — U,V, definiert durch f(5) :=
75 (va) filr B € M. Es ist dann tatsdchlich f € V und

va(f) = f(@) = 75(va) = va,

somit also ¢, auch surjektiv und damit ein Isomorphismus. O
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Nun also zuriick zur Khovanov-Homologie:

Lemma 3.47. Seien «, 3,y Link-Reprisentantenwahlen. Dann induzieren die natiirlichen
Isomorphismen aus fiir jeden Link L kanonische Isomorphismen Kh3(L) : Kho(L) —
Khﬁ(L) mat

KhS(L)o Kh(L) = Kh$(L) und KhS(L)=id.

Beweis. Dies folgt aus und der Bemerkung danach. ]

Korollar 3.48. Somit wird (Kha(L))a 2usammen mit den Isomorphismen (Kh§(L))a,s 2u

einem transitiven System von Vektorrdumen.

Definition 3.49. Man definiert Kh(L) als inversen Limes des transitiven Systems

(Kha(L))a (th(L))a,ﬂ)y

Kh(L) := lim Kha(L).
aeM

Lemma 3.50. Ein Morphismus [S] € Mor(Lo, L1) induziert eine (wohldefinierte) lineare
Abbildung Kh([S]) : Kh(Lo) — Kh(Ly).

Beweis. Fiir eine Repriisentantenwahl « seien ¢ : Kh(Lo) — Kha(Lo) und ¢k : Kh(Ly) —
Khy(Ly) die kanonischen Isomorphismen wie in m Dann ist mit

KN([8]) = (a) ™" o Kha([S]) o ¢q,

die gewiinschte Abbildung gegeben. Man zeigt wiederum mit den natiirlichen Isomorphismen

aus dass diese Definition unabhéngig von der Wahl von « ist. O
Damit ergibt sich schlieffilich die gewiinschte Aussage:

Korollar 3.51. Die Khovanov-Homologie definiert einen Funktor Kh : Link — Vecty,.
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4. Spektralsequenzen

Das folgende Kapitel soll einen Uberblick iiber Spektralsequenzen geben, welche sich zu einem
effektiven Werkzeug in der algebraischen Topologie und dariiber hinaus in vielen anderen
mathematischen Gebieten entwickelt haben.

Auflerdem wird eine Moglichkeit vorgestellt, wie man Spektralsequenzen aus vorhandenen

Strukturen konstruiert, namentlich die Spektralsequenz eines filtrierten Kettenkomplexes.

Definition 4.1. Sei R ein Ring. Eine ungraduierte Spektralsequenz tiber R ist eine Folge von

Tripeln (E;, d;i, hi)i>i, (fiir ein ig € Np), sodass fiir jedes i > i
o E; ein R-Modul ist (die i-te Seite);

e d;: E; — E; ein R-Modulhomomorphismus mit d; od; = 0 ist (das Differential der i-ten
Seite);

o h;: H(E;,d;) — E;+1 ein R-Modul-Isomorphismus ist, wobei H(FE;,d;) die Homologie

von E; beziiglich d; bezeichnet:

Definition 4.2. Sei R ein Ring. Eine (cohomologisch bigraduierte) Spektralsequenz iber R
ist eine (zunédchst) ungraduierte Spektralsequenz (E;, d;, h;)i>i,, sodass auflerdem fiir jedes

i >0
e eine Bigraduierung auf der i-ten Seite E; gegeben ist, d.i. eine Zerlegung

Ei = EM

D,qEL

in R-Untermoduln EY? C E; (p,q € Z);

e das Differential der i-ten Seite d; : E; — E; eine bigraduierte Abbildung mit Bigraduie-
rung (¢,1 — ) ist, d.h.

d(EPT) € EPTHTI vy g e 7
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notiere dann

di= P
P9EL
mit P : EP? — BP0 definiert durch @29 := di|gra;
die Abbbildung h; bigraduiert mit Bigraduierung (0, 0) ist, also
hi(H(E;, d;)P?) C B,

wobei auf H(E;,d;) die durch d; induzierte Bigraduierung gegeben sei,

H(E;, ;)7 := ker(d??) /im(dP~ 97 F7),

Kommentar 4.3. (a) Héufig ergeben sich die Isomorphismen h; aus dem Kontext, zum
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Beispiel als kanonische Isomorphismen (oder bei iterativer Definition der Seiten einer
Spektralsequenz, F;y1 := H(FE;, d;), gar als h; = id). In solchen Féllen unterdriickt man

meist die Isomorphismen h; und schreibt (E;, d;)i>q, fiir die betreffende Spektralsequenz.

Tatsichlich sind die Moduln H(E;, d;) = ker(d;)/im(d;) und @, ez H (E;, d;)P*? a priori
nicht gleich. In vielen Féllen sind sie allerdings kanonisch isomorph (als ungraduierte
Moduln), insbesondere fiir die in dieser Arbeit auftretenden Spektralsequenzen. Die
kanonische Isomorphie folgt hier mit der Aussage aus der Algebra, dass fiir R-Moduln

A, B mit Untermoduln A’ C Aund B’ C B
(Ao B)/(A e B')=(A/A")Y® (B/B)

kanonisch isomorph sind. Mit der Bigraduierung von H(E;, d;) ist daher eigentlich die
von dem kanonischen Isomorphismus
H(Ei,di) = @ H(E;,d;)""
P.qEZ
induzierte Graduierung gemeint. Aber auch hier werden solche kanonischen Isomorphis-

men in der Notation meist unterdriickt.

Die Bigraduierung gibt auch die Moglichkeit, jedes Paar (E;, d;) als Co-Kettenkomplex
iiber R aufzufassen: Man definiert die n-te Co-Kettengruppe als den R-Modul (E;)" :=
B, g=n B Fir das Differential gilt dann gerade d;((E;)") C (E;)"*!, womit man
tatsdchlich ein Co-Differential und somit einen Co-Kettenkomplex (Fj;,d;) hat. Die
homologische (einfache) Graduierung n = p + ¢ fir den Co-Kettenkomplex (E;,d;)

ergibt sich also als Summe der beiden Indizes der Bigraduierung; man ,summiert



entlang von Neben-Diagonalen“. Fiir die Homologie dieses Co-Kettenkomplexes gilt

dann H"(E;,d;) = @pig—pn H(Ei,d;)P9, in diesem Sinne ist es also gerechtfertigt, mit
H(E;,d;) die Homologie von (Ej;, d;) zu benennen. Man beachte aber, dass jeder Homo-
logiegruppe H™(F;, d;) nun noch eine zusétzliche Graduierung zugewiesen werden kann

(indiziert z.B. iiber p € Z).

Es ist gleichwertig, ob man fiir die Bigraduierung der Spektralsequenz eine Indizierung
(n,p) oder (p, q) wihlt. Erstere ist eine Bigraduierung nach homologischem Grad n und
Filtrierungsgrad p und heifit Adams-Graduierung einer Spektralsequenz, wohingegen
Letztere durch Filtrierungsgrad p und eine Differenz ¢ = n — p aus homologischem
Grad und Filtrierungsgrad entsteht und als Serre-Graduierung bezeichnet wird. Man
konnte die in [I.2] definierte bigraduierte Spektralsequenz etwas préziser also auch als

Serre-graduierte Spektralsequenz bezeichnen.

Im Falle von Spektralsequenzen iiber dem Ring R = 7Z der ganzen Zahlen oder iiber einem

Korper K ergibt sich aus der Definition einer Spektralsequenz eine wichtige Folgerung;:

Bemerkung 4.4. (a) Sei (Ej;, d;)i>i, eine (cohomologisch bigraduierte) Spektralsequenz

tiber Z und seien p,q € Z sowie i > ig. Dann sind EP"? und EPf abelsche Gruppen
(weil sie Z-Moduln sind) und es gilt fiir die Rénge der abelschen Gruppen E? und

P>q
Ei+1

rg(E7) < rg(EY),

da E¥, Quotient der Z-Untermoduln ker(d}"?) und im(d} ~hamH yon EPY ist. Ebenso

gilt (auch im ungraduierten Fall)
rg(Eiy1) < rg(Ei).

Fiir eine (cohomologisch bigraduierte) Spektralsequenz (E;, d;);>i, Uber einem Korper
K werden Moduln zu Vektorrdumen und man erhélt obige Abschitzung fiir die Dimen-

sionen der Vektorraume, da EP% nun ein Quotient von Unterrdumen von EY? ist:

dim(E!%) < dim(E)

beziehungsweise

im ungraduierten Fall.
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1) )T

Definition 4.5. Seien ig, iy, € Ny und seien (E;,d;, h;)i>i, sowie (E.,d; h/‘)izi’o Spektralse-

quenzen. Ein Morphismus von Spektralsequenzen ist eine Folge

(fz : (El,dz) — (Ez{vd;))izmax{ioyif)}

von Kettenabbildungen, also

dio fi = fiod;,

sodass auflerdem fiir die in der Homologie induzierten Abbildungen H,(f;) gilt:

fiv10h; = h} o Ho(f:)

Bemerkung 4.6. (a) Unterdriickt man die (kanonischen) Isomorphismen h; und hf, so

ergibt sich fiir die letzte Bedingung die elegante Formulierung

fiv1 = Hi(f3).

In jedem Falle gilt aber, dass ein Morphismus (f;)i>i, von Spektralsequenzen — wenn

er existiert — bereits eindeutig durch sein erstes Folgenglied f;, festgelegt ist.

Man sieht schnell, dass jeder Spektralsequenz ein Identitdtsmorphismus zugeordnet wer-
den kann (ndmlich gerade der Morphismus, der auf jeder Seite die Identitatsabbildung
gibt). Verkettungen von Morphismen werden erklért als Verkettung der entsprechen-
den Abbildungen und sind auch wieder Morphismen: Fir Morphismen f und g mit
(Ei,di,hi) L5 (B df 1) 2 (B, dY,BY) gilt

di 0ogio fi=giod;o fi=gio fiod
und, da H, ein (kovarianter) Funktor ist, auch

git10 fir10hi = giy1 0 hj o Ho(fi) = hi o H*(g;) o H.(fi) = hi o H*(gi © fi).

Daher definiert man:

Definition 4.7. Spektralsequenzen iiber einem Ring R bilden zusammen mit den Morphis-

men von Spektralsequenzen die Kategorie der Spektralsequenzen tber R, welche man mit

Spect bezeichnet.

Bemerkung 4.8. Auf den Objekten von Spectp kann man fiir ¢ € Ny die Zuordnung

betrachten, die einer Spektralsequenz (E;,d;, hi)i>i, die i-te Seite E; zuordnet (genauer ei-

gentlich nur auf der Unterkategorie der Spektralsequenzen, die spatestens mit der i-ten Seite

starten; alternativ kann man jede Spektralsequenz zu einer bei 7o = 0 beginnenden ausbauen,
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indem man fiir ¢ < ig einfach F; = E;, mit trivialem Co-Differential d; = 0 und h; = id setzt).
Man bezeichnet diese Projektion auf die i-te Seite selbst als E; und mit E;(f) := f; fiir einen

Morphismus f = (f;) wird E; tatséchlich zu einem Funktor
E; : Spectp, -+ Modpg

bzw. (wenn man auch beriicksichtigt, dass die f; Kettenabbildungen sind)
E; : Spectp -+ KKpg

von der Kategorie der Spektralsequenzen in die Kategorie der R-Moduln bzw. der Ketten-

komplexe (iiber R).

Spektralsequenzen haben sich in der algebraischen Topologie und Geometrie zu einem effek-
tiven Werkzeug entwickelt. Sie finden vor allem Anwendung bei der Beschreibung von Rela-
tionen zwischen verschiedenen Homologie(theorie)n, wenn diese Relationen sich nicht einfach
(z.B. durch exakte Sequenzen) ausdriicken lassen. In solchen Féllen wird meist ausgenutzt,
dass die betreffende Spektralsequenz eine Konvergenzeigenschaft erfiillt. Daher sollen nun zu-
néchst wichtige Begriffe definiert werden, mit deren Hilfe man das Konzept der Konvergenz
einer Spektralsequenz erkliaren kann.

Hier und spéter auch an anderer Stelle spielen filtrierte Objekte eine Rolle. Obwohl man
diese auch fiir beliebige Kategorien definieren kénnte, sei hier mit C entweder die Kategorie
der Moduln iiber einem Ring R oder die der Kettenkomplexe iiber R (mit den jeweiligen

Morphismen) fixiert.

Definition 4.9. Sei X ein Objekt in C. Eine absteigende Filtrierung auf X ist ein System
(FP)pez von Objekten FP aus C mit

0C...CFPHLCFPC...CX.

Die Filtrierung heit hausdorffsch, falls Npez P = 0 und ausschépfend, falls U,ez FP = X.

Falls pg < p1 € Z existieren, sodass
FPOo =X und FP' =0,
so heifit F' eine beschrdinkte Filtrierung.

Kommentar 4.10. Eine beschréankte Filtrierung ist also insbesondere hausdorffsch und aus-

schopfend.
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4. Spektralsequenzen

Beispiel 4.11. (a) Ist (C,d) ein Co-Kettenkomplex tiber einem Ring und sind F? (p € Z)

84

Subkomplexe von C mit FPTt C FP| so ist mit F' = (FP),ez eine Filtrierung auf (C, d)

gegeben. Man nennt (C, F') einen filtrierten Komplez.

Man beachte dabei, dass fir jedes p € Z und jedes n € Z auch FPC™ := (FP)" ein
Untermodul der n-ten Co-Kettengruppe C" ist, weil die FP Subkomplexe von C sind.
Da fiir die Subkomplexe insbesondere (FPTH)" C (FP)" gilt, liefert eine Filtrierung F

eines Co-Kettenkomplexes C' auch Filtrierungen
..CFPHlCcnCFPCM C ... C O
der Kettengruppen C™.
Sei nun (C, F') ein filtrierter Komplex und seien fiir p € Z mit
ip: FP — FP71

und

Jp: FP = C
die Inklusionen bezeichnet. Es gilt fiir jedes p € Z also
Jp+1 = Jp O lpt1-
Die Abbildungen ¢, und j, induzieren Abbildungen in der Homologie:
(ip)s : H(FP) — H(FPh

und

(Jp)w : H(FP) = H(C).
Da Homologie (von Co-Kettenkomplexen) ein kovarianter Funktor ist, gilt
(Up+1)x = (Jp @ ipt1)x = (Jp)s © (ip+1)s-
Setzt man fiir p € Z nun
Fp = (p)«(H(F?)) € H(C),
so gilt aulerdem
F = (pan) s (H(FPT) = () (1) «(H(FPH)) C (Gp)(H(EP)) = F,

und damit ist durch Fpy := (F})pez eine Filtrierung von H(C) gegeben. Man nennt

Fy die von F in der Homologie induzierte Filtrierung.



Ist die Filtrierung F' beschriankt, so ist auch die induzierte Filtrierung Fg beschrankt,

denn sind pg < p1 € Z mit FP° = C und FP' =0, so gilt
Jpo =1id : FPO — FPO = (C
und jp, : 0 — C ist der Nullhomomorphismus, daher folgt
P = (jpo)(H(F™)) = id.(H(C)) = H(C)

und

Fif = U)o () = 0.
=0

womit F'y beschrankt ist.

Definition 4.12. Sei (X, (F?)yez) ein filtriertes Objekt in C, also X ein Objekt in C mit

Filtrierung F' = (F?),ecz. Dann nennt man

Grp(X) == @ F?/FPH
PEZL

mit
(Grp(X)), := FP/FPH!

das zu (X, (FP)) assoziierte graduierte Objekt.

Kommentar 4.13. Das zu einem filtrierten Objekt assoziierte graduierte Objekt ist also als
direkte Summe von Quotienten selbst ein Objekt in C, welches zusétzlich per Definition eine

Graduierung tragt.

Beispiel 4.14. (a) Sei V ein Vektorraum und 0 = FP1 C ... C F? = V eine beschrinkte

Filtrierung mit Untervektorrdumen FP C V fir p=0,...,p;. Es ist dann

p1—1
Grp(V)= @ FP/FPH
p=0
und weiter sind Grg(V) und V als ungraduierte Vektorraume isomorph,
Grp(V) =2V,
weil die exakten Sequenzen

0— FPY o P pP/FPTL 0

fur Vektorrdume FP spalten.
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4. Spektralsequenzen

(b) Ist (C,d) ein Co-Kettenkomplex iiber einem Kérper K und F' eine beschrankte Filtrie-

86

rung von C' mit

0O=F"cC..CF'CcF’=c,

so hat man fir jede Co-Kettengruppe C™ und jedes p € {0,...,p1 — 1} eine exakte
Sequenz

0 — FPTicm — pPC™ — FPC™/FPHLC™ - 0
von Vektorrdumen.

Da fiir Vektorrdume diese Sequenzen spalten, erhilt man eine (nicht kanonische) Zer-
legung
p1—1
" = @ (FPC™)/(FPTLCm).
p=0
Durch geeignete Basiswahl kann man dies identifizieren mit einer Zerlegung

p1—1

=@
p=0
in Untervektorrdume C™P von C™.

Schreibe auch

cr=gpcrr

PEL
mit C™P = 0 fir p < 0 und fir p > p;. Fir n,p € Z sei mit pr™? : C" — C™P die

Projektion bezeichnet. Definiere dann fiir n, p, s € Z Abbildungen
dVPs = pr et o d"|onp : C™"P — crtiets,

Da die FP Subkomplexe sind, kann das Co-Differential d” : C* — C™*! den Filtrie-

rungsindex p nicht verkleinern, d.h. fiir s < 0 gilt stets
d™P® = 0.
Setze nun fiir n € Z und s > 0

& = s on -
pEZ

so besteht d™*® also gerade aus dem Teil von d” : C™ — C™*!, welcher den Filtrierungs-

index um genau s erhoéht, d.h. fiir jedes p € Z gilt
dn,s(cn,p) C Cn—l—l,p—i—s'
Man kann d" also schreiben als Summe

d"=d" +d" + ... =Pd.

s>0



Das folgende Bild veranschaulicht die Zerlegungen der Co-Kettengruppen C™ und der
Co-Differentiale d" (fiir 0 < n < 2), wobei zwecks Ubersichtlichkeit nur einige der

Komponenten d™P»* dargestellt sind.

02,0 02,1 0272 02,3 02,4. .. «,é.ég 02
1,20 W
dl
01,0 Cl,l 01,2 01,3 01,4. .. ,\,é.é\; Cl

d0,0,0 d0,0,l d0,0,Q

CO’O CO,l 00,2 CO,S 00,4. VNS CO

Fl

F2

Aus obigen Zerlegungen

o =Py

PEZL
lésst sich die urspriingliche Filtrierung F' von C durch

FPO™ = @ oS

s$>p

wieder zuriickgewinnen. Man benennt daher haufig auch einen Co-Kettenkomplex C
iiber einem Koérper K gemeinsam mit solchen Zerlegungen

o=@y

PEZL

und Co-Differentialen

dn = @ JdP:s

pEZ,5>0

als filtrierten Komplex (iber K).

Mochte man nun von Konvergenz einer Spektralsequenz sprechen, so muss man zunéchst
erkldren, was hierbei Konvergenz bedeuten soll. Dies geschieht, indem man jeder Spektralse-

quenz eine ,letzte Seite* zuordnet, meist mit F,, bezeichnet. Hier folgt die Konstruktion:
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Definition 4.15. Sei (E;, d;, h;)i>i, eine Spektralsequenz iiber R. Fir r > ig setze
Z) :=ker(d,) C E"

und
B] :=im(d,) C E"
und es bezeichne 7, : Z] — E,1; die verkettete Abbildung

T Z7 = ker(dy) 5 ker(d,)/im(d,) = H(E,) 25 E,4y.

Fir s > r setze nun induktiv

und

B =} (Biyy) C B
Kommentar 4.16. (a) Direkt an der Definition sieht man fiir s > r

Z:=m o on N (Z)).

T T

(b) Man erhélt fur s > r also, dass Z: C E, gerade die Teilmenge ist, auf welcher die

Abbildung 75 0 m5_1 o... 07, definiert ist. Es gilt dann
Z8={x ez dyms_10...0m(x)) =0},
wahrend sich fiir B; gerade die Charakterisierung
Bi={zxeZ : ms_10...0om(x)=dsy), fir einy € Es}

ergibt. Insbesondere ist

und

Man sagt, Z2 besteht aus denjenigen Elementen von E,., welche (mindestens) bis zur
s-ten Seite {iberleben und auch dort noch Zykel sind und B; besteht aus denjenigen

Elementen von E,, welche (spétestens) auf der s-ten Seite zu Rdndern werden.

(c) Aus der Charakterisierung von B¢ ergibt sich zudem noch die Inklusion B C BSt!

denn fir z € B} gibt es ein y € Ej, sodass ms_j0...0m(x) = ds(y) € im(ds) = ker(7y),
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also ms0...0m(z) = ms(ds(y)) = 0 = ds11(0), und damit = € BS*!. Man hat insgesamt

also fiir jedes r > g
+1 +1
B C..CBCB...C...Z;7CZ;C...CZ CE,.

Diese ,iterierten Rénder und Zykel“ tragen einen betrachtlichen Teil der Information

der Spektralsequenz, wie im folgenden Lemma deutlich wird:

Lemma 4.17. Sei s > r. Die Abbildung wso...om, : Z7 — Esy1 induziert einen Isomor-
phismus

Z5/BS — By

Beweis. Per Induktion tiber & = s — r: Der Induktionsstart r = s folgt direkt aus den
Definitionen von Z] und B;: Hierbei induziert 7, gerade den Isomorphismus h,. Fiir den
Induktionsschritt k — k& 4+ 1 nehmen wir also an, dass die Aussage bereits fiir alle s > r mit
s —r < k gilt. Dann induziert nach Induktionsvoraussetzung die Abbildung 750 ... 0 w41
einen Isomorphismus

S S
Z7 11/ Biyy = Esya.

Somit bleibt zu zeigen, dass m, : Z — E,4; einen Isomorphismus

o

Z7 By = 27 /Bl
induziert. Zunéchst induziert ., wie beim Induktionsanfang gesehen, den Isomorphismus
T r e
Z /B — Epy1.
Wegen
B CB CZ:CZ

driickt sich dieser Isomorphismus auf den Untergruppen B; und Z: von Z] durch Isomor-
phismen

Bs/Bl I B2

und
75/ B" h_r> s
r/ r r+1

aus, denn nach Definition gilt B = 7, '(B%,,) und Z = . 1(Z,,). Der nach dem Isomor-

phiesatz kanonische Isomorphismus

o

2z /By — (2;/B;)/(B;/By)
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4. Spektralsequenzen

wird aber gerade induziert durch die Projektion
pr: Z — Z/B;.
Insgesamt induziert daher m, = h, o pr gerade den Isomorphismus
Z3)B: 35 (2B /(B3/BL) 2 73,1/ Bl
Zusammengenommen induziert 7wz o ... o 7, also einen Isomorphismus
Z$/BS = Egpq
und die Aussage ist bewiesen. O
Definition 4.18. Sei (E;, d;, hi)i>i, eine Spektralsequenz. Fiir jedes r > ip nennt man

zZ32 = () Z; CE:
s>r

die permanenten Zykel in E, und

BX =] B;
s>r

die kumulierten Rdnder in E".

Da fir alle s > r > i die Inklusionen
Bsc Bt zs5t'CZzZ8 und BiCZS

gelten, folgt auch
BX C ZX>.

Ahnlich wie in zeigt man:

Proposition 4.19. Fir s > r induziert die Abbildung ms_1 o ... o, einen Isomorphismus

T

ZX B = Z°/BX.
O

Bemerkung 4.20. Die Quotienten Z>°/B2° mit den Isomorphismen n bilden (gemeinsam

mit den zu 7 inversen Isomorphismen 7% := (77)~!) ein transitives System — hier von R-

Moduln, vgl. Daher ist die folgende Definition moglich (vgl. |3.46):

Definition 4.21. Sei (E;, d;, h;)i>i, eine Spektralsequenz. Dann nennt man den inversen Li-
mes des transitiven Systems ((Z2°/Bg°), (n})) die Grenzseite oder auch E,-Seite der Spek-

tralsequenz (E;, d;, h;)i>i,, Notation:

Eo = lim Z3°/ B,
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Kommentar 4.22. (a) Die Definition der E-Seite einer Spektralsequenz wird auf diese
Art unabhéngig von der Wahl eines r > iy. Nichtsdestotrotz ist fiir jedes r > iy die
E.-Seite kanonisch isomorph zu Z2°/B2°, weil ((Z2°/BX°), (7)) ein transitives System

bildet, vgl.

(b) Hat man eine bigraduierte Spektralsequenz (E;, d;, hi)i>i,, so erben wegen der gefor-
derten Bigraduierungen der Abbildungen d; und h; auch die Objekte ZZ und B} eine
Bigraduierung von F, und schliefflich die F..-Seite eine Bigraduierung,

Esw= @ EZL.
P,q€EL

Aus [4.4] folgern wir nun fiir die F-Seite von Spektralsequenzen tiber Z bzw. {iber einem

Korper:

Bemerkung 4.23. (a) Sei (Ej;,d;)i>i, eine (cohomologisch bigraduierte) Spektralsequenz
iber Z und seien p, g € Z sowie i > ig. Dann gilt fiir die Rénge der abelschen Gruppen
EP% und ER1

rg(ELY) < rg(E])

bzw. im ungraduierten Fall

rg(Es) < rg(Ei).

(b) Fiir eine (cohomologisch bigraduierte) Spektralsequenz (Ej, d;);>;, iiber einem Kérper

K gilt fir die Dimensionen der Vektorraume E? und EP4
dim(E?¢) < dim(EPY)

(beziehungsweise

dim(E) < dim(E;)
im ungraduierten Fall).

Man koénnte nun Konvergenz einer Spektralsequenz folgendermafien definieren: Eine bigra-
duierte Spektralsequenz (E;, d;, hi)i>i, konvergiert gegen das bigraduierte Objekt H, falls
H = FE, als bigraduierte Objekte gilt. Dies ist allerdings in den meisten Anwendungen
von Spektralsequenzen nicht sehr praktisch. Man hat stattdessen héufig einfach graduier-
te Objekte wie die Homologie H(C) = @,,cz H"(C) eines Co-Kettenkomplexes C, wel-
che Kandidaten fiir das ,Grenzobjekt“ darstellen. Hat man auf einem graduierten Objekt
H = @ H"™ aber noch eine (mit der Graduierung vertrégliche) Filtrierung F' = (FP) mit
... C FPtl C FP C ... C H gegeben, so gibt dies durch Ubergang zum assoziierten gra-
duierten Objekt Grp(H) die Moglichkeit, ein bigraduiertes Objekt aus diesem filtrierten,

graduierten Objekt zu erhalten.
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Definition 4.24. Sei (E;,d;)i>i, eine bigraduierte Spektralsequenz tiber einem Ring R und
sei H ein graduierter R-Modul und F' = (FP) eine Filtrierung von H. Man sagt, die Spektral-

sequenz (Ej, d;)i>i, konvergiert beziglich der Filtrierung F' gegen H, falls ein Isomorphismus
w: Fo — Grp(H)

von bigraduierten R-Moduln existiert (d.h. insbesondere w bigraduiert mit Bigraduierung

(0,0)). Man notiert dies durch

oder noch knapper auch

EF=H

und unterdriickt dabei sowohl die Filtrierung von H als auch den Isomorphismus w.

Sei nun (C, F) ein filtrierter Komplex, siche Man hat dann fiir jedes p € Z eine kurze

exakte Sequenz von Co-Kettenkomplexen
0— FPTL P FP/EPTL 5 0,
Dies induziert lange exakte Sequenzen in der Homologie
oo HY(FPTY S grEr) Ly g (e petly K gt pety o
oder, wenn man mit ¢ = n — p die Differenz des homologischen Grades und des Filtrierungs-

grades notiert:

pt1la—1 kP-4
E——

HP(FP) EAN grra(pe/petty B2 potatl (petly e

... — HPYI(pPTh
mit Abbildungen

P9 HPYU(FP) Hp+q(Fp—1)
G Hp+q(Fp) N Hp+q(Fp/Fp+1)

kP4 - Hp+q(Fp/Fp+1) N Hp+q+1(Fp+1).

Héufig wird der homologische Grad unterdriickt und man notiert

pt+1

H(FPH) H(F?) —— H(F")
\ij—lx ij? o1 ijp_l
H(FPtl/Fprt2) H(FP/Fprtl) H(FP~1/FP)
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Man nennt ein solches Diagramm auch ein entrolltes exaktes Paar. Noch kiirzer wird die

Notation, wenn man auch den Filtrierungsgrad unterdriickt. Man erhélt

H(F*)

H(F*)

™~ |

H(F*/F*)

und nennt diese Struktur ein ezaktes Paar (vergleiche Abschnitt 4.1 in [19]).

Jedem exakten Paar lésst sich durch ein Standard-Verfahren eine Spektralsequenz zuordnen.
Hat man einen filtrierten Komplex vorliegen, so kann man diesem wie oben vorgestellt ein
exaktes Paar zuordnen und somit schlieflich eine Spektralsequenz. Diese lésst sich fiir filtrierte

Komplexe aber auch folgendermafien direkt konstruieren (vgl. Abschnitt 4.2 in [19]):

Definition 4.25. Sei (C, F) ein filtrierter Komplex und seien i, j, k wie oben. Dann definiert
man fiir jedes r € Ny bigraduierte Gruppen
Zy =k '(im(jo...04)) C P H(FF/FPTT)
r mal PEZL

und

B, = j(ker(io...0d)) C @ H(F?/FPtY)
7 mal pEL

beziehungsweise genauer
ZP4 = (kp,q)fl(ipﬂ,qfl 0...0 Z‘p+r+1,qfr(Hp+q+1(Fp+r+1))) C Hp+q(Fp/Fp+1)

und

BP9 = jP9(ker (P~ TRt o o iP4)) C HPTI(FP/FPTL),

Kommentar 4.26. Die R-Moduln Z, und B, erinnern durch ihre Notation an die fiir eine

Spektralsequenz intrinsisch definierten Gruppen Z;: und B;. Man beachte, dass zudem auch

0=ByC B C...C B, Cim(j) =ker(k) CZ, C...C Z1 C Zo = @ HTYFP/FPHT)
P,q€Z

gilt. Ziel ist es, nun eine Spektralsequenz mit
Ey := H(F*/F*™") = H(Grp(C)),

beziehungsweise genauer

E{J,q — Hp+q(Fp/Fp+1)

zu definieren, fiir welche Z, = Z] und B, = B gilt. Daher motiviert das Lemma die

folgende Definition:
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Definition 4.27. Sei (C, F') ein filtrierter Komplex mit den Gruppen Z, und B, (r > 0) wie
zuvor. Dann setzt man

Erpq = Z’I‘/BT

(versehen mit den von Z, und B, induzierten Bigraduierungen) und nennt dies die zum

filtrierten Komplex (C, F') gehorige (r + 1)-te Seite.

Proposition und Definition 4.28. Zu jedem z € E,; = Z,/B, existiert ein € Z, mit

[x], = z und dann wiederum ein y € H(F*), sodass

Dann ist die Abbildung d,+1 : Ery1 — Er11 mit

dry1(2) = [1(y)]r

ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus mit Bigraduierung (r 4+ 1, —r). Aulerdem gilt
dry10dry1 =0.

Man nennt d,y; das Co-Differential der (r + 1)-ten Seite.

Beweis. Siehe den Beweis von Proposition 4.4 in [19] O

Proposition 4.29. Es gilt
ker(dH_l) = Zr—i—l/Br

und

im(d,4+1) = By41/Br.
Beweis. Siehe den Beweis von Proposition 4.5 in [19] O
Korollar 4.30. Es gibt firr jedes r > 0 einen (kanonischen) Isomorphismus
hyg1: H(Erq1,drg1) = Ergo
Beweis. Nach dem zweiten Isomorphiesatz gilt
H(E,11) = ker(dry1)/im(dri1) = (Zr41/Br)/(Bri1 / Br) & Zyg1 /By = Eryo
und der Isomorphismus ist kanonisch. O

Definition 4.31. Man nennt die so konstruierte Spektralsequenz (E,,d;, hy),>1 die Spek-
tralsequenz des filtrierten Komplezes (C, F).
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Bemerkung 4.32. Man beachte, dass die erste Seite dieser Spektralsequenz auch schon als

Homologie zustande kommt, denn es ist ja
E{),q — Hp+q(Fp/Fp+1).
Dies ist gerade die Homologie des zu (C, F') assoziierten graduierten Objektes

Grr(C) = @ (chp+q)/Fp+1Cp+q
P,qEL

beztiglich des von d induzierten Co-Differentials dy auf Grg(C), vgl. Vorsicht: Anstelle
des homologischen Grades n wird hier die Differenz ¢ = n — p als zweite Graduierung neben
p fiir Grp(C) bevorzugt, also die Serre-Graduierung.

Nun kann man die Spektralsequenz von (C, F') noch um diese nullte Seite erweitern,
EO = Gr F(C ),

mit von d induziertem Co-Differential dy : Ey — Ey (und kanonischem Isomorphismus hg =

id : H(E(),do) — El)

Satz 4.33. Sei (C,d) ein Co-Kettenkomplex und F eine beschrinkte Filtrierung von C.
Dann konvergiert die Spektralsequenz E(C, F) des filtrierten Komplexes (C, F') beziiglich der
Filtrierung Fy gegen die Homologie H(C),

E(C,F)= H(C).
Beweis. Dieser Satz ist ein Spezialfall von Korollar 4.12 bzw. Theorem 4.11 aus [19]. O

Kommentar 4.34. Erinnere, dass der graduierte R-Modul H(C') durch die von F in der
Homologie induzierte Filtrierung F (zusétzlich zur Graduierung) auch filtriert ist. Das zum
filtrierten Objekt (H(C), Fpr) assoziierte graduierte Objekt Grg,, (H(C)) tragt somit eine Bi-
graduierung. Satz [£.33] garantiert nach Definition [£.24] also die Existenz eines Isomorphismus
zwischen der bigraduierten E-Seite von E(C, F') und Grpg, (H(C)).

Bemerkung 4.35. Sei nun (C, F) ein filtrierter Komplex iiber einem Kérper. Da in diesem

Fall (vergleiche Beispiel |4.14))
Grp(C)=C

als einfach graduierte Vektorrdume (nicht als Co-Kettenkomplexe!) und auch
H(C) = Grry, (H(C))

als einfach graduierte Vektorraume gilt, besagt Satz dass die Fo.-Seite der zugehorigen

Spektralsequenz bis auf Isomorphie die Homologie des urspriinglichen Co-Kettenkomplexes

95



4. Spektralsequenzen

(C,d) wiedergibt. Die Seiten E; der Spektralsequenz stellen in diesem Fall also eine Annéhe-

rung an die Homologie von (C, d) dar.
Beispiel 4.36. Sei Fy der zweielementige Korper. Betrachte

Fy, fallsn =0,p =0
Fy, fallsn =0,p =2
C™P = (T, fallsn =1,p =2
Fy, fallsn =1,p=4 und

0 sonst.

Wir notieren

CO — CO’O D 00,2 — ]F2 D FQ

sowie

cl=0c?qgCh =Fy,d T,

und C™ = 0 sonst. Sei auf (C™),cz ein Co-Differential d = (d"),cz gegeben mit d" = 0, fur
n#0und d°: C% — C! durch

d’(a,b) := (a +b,D).

Cl

CO

Wegen ker(d’) = 0 und im(d®) = C* sieht man schnell, dass die Homologie von (C, d) trivial
ist, H(C') = 0. Andererseits triagt (C,d) die Struktur eines filtrierten Komplexes im Sinne
von Beispiel 4.14{b) mit Zerlegung des Differentials d° : C° — C! in 3~ d®* durch

(b,0), fallss=0
d**(a,b) =

(a,b), falls s=2
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Homologie-Bildung beziiglich dy = 3> d™? = d%° : CY — C! 16scht gerade die beiden Kompo-
nenten C%2 und C? aus, es bleibt also
Fq, falls (n,p) = (0,0)oder (n,p) = (1,4)

n,p ~Y
El

0 sonst.

Da die Filtrierung beschrénkt ist, muss nach Satz auf der F,.-Seite der Spektralsequenz
bis auf Isomorphie die Homologie H(C') = 0 des unfiltrierten Komplexes (C,d) stehen. Da-
her muss eine weitere Seite mit nicht-trivialem Co-Differential auftauchen. Weil die beiden
verbleibenden Komponenten eine Differenz von vier im Filtrierungsgrad aufweisen, kann dies
nur durch das Co-Differential d4 auf Ej4 realisiert werden. Es wird also ein nicht-triviales
Co-Differential d4 induziert, obwohl es urspringlich keine Komponenten d™* von d mit s = 4

gab.

Dieses Beispiel ist ein Spezialfall der Kiirzungsregel fiir Komplexe (C,d) tiber Fo (siche Lemma

2.4 von [2]):

Lemma 4.37. Sei (C,d) ein Komplex tiber Fa, wobei C von Elementen {x;} frei erzeugt wird
und das Differential d : C' — C durch Koeffizienten d(x;,x;) € Fo charakterisiert ist, sodass

also

d(ﬂ:‘z) = Z €j

Jid(zi,xi)=1
gilt. Falls d(xg,x;) = 1 fir ein (fiziertes) Paar (k,l) gilt, so ist der Komplex (C',d’) mit
Erzeugern {x;|i # k,l} und Differential

d'(z;) = d(xz;) + d(zi, z)d(z)
kettenhomotopiedquivalent zum Komplex (C,d).

Beweisskizze: Sei P : C — C’ die Projektion und I : ¢’ — C die Inklusion und weiter
h:C — C die Abbildung mit h(z; = xj) und h(x;) = 0 sonst.
Dann sind die Abbildungen

7=Po(id+doh):C — C’

und

t=(id+hod)ol:C" —C

(zueinander inverse) Kettenhomotopiedquivalenzen. O
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4. Spektralsequenzen

Man sagt dann, dass der Komplex (C’,d’) aus (C,d) hervorgeht durch Kiirzen der Kompo-

nente von d zwischen x und x;.

Wir schrinken von nun an unser Interesse auf filtrierte Komplexe iiber dem Kdrper Fy ein

und diirfen daher die Kiirzungsregel nutzen.

Beispiel 4.38. Erinnere an das Beispiel fiir filtrierte Komplexe (C, F') (dort noch tiber
einem allgemeinen Kérper K) mit beschrinkter Filtrierung F. Uber Fy lisst sich die zugeho-
rige Spektralsequenz dann elegant so beschreiben:

Setze (Co),d(p)) = (C,d) und erhalte induktiv (C(i11), d(i4+1)) aus (Cy, dgy) durch Kiirzen
aller Komponenten des Co-Differentials d(;), welche den Filtrierungsgrad um genau s = ¢

erhohen. Die zu (C, F') gehorige Spektralsequenz hat dann als Seiten gerade

und als Differential d;(C') auf E;(C) gerade die Summe all derer Komponenten von d;), welche
den Filtrierungsgrad um genau s = i erhéhen. Also entsteht die erste Seite F7 aus
Ey = @ Eg:q — @ Cp+q,p,
D,qEL P,q€EL

indem man nur den (s = 0)-Teil

do == P d™°

nel

des Co-Differentials d als Co-Differential der nullten Seite betrachtet. Dann induziert
Do
nez

ein Co-Differential d; auf F; usw.

Bemerkung 4.39. (a) Beachte, dass die induzierten Co-Differentiale d; nicht nur von
(d™"),ez abhingen, sondern dass implizit auch die Co-Differentiale (d™7), ¢z fiir j < i
in die Konstruktion der Seiten (Ej;1,d;4+1) einflieBen. Man hat ja fiir jedes i > 0 einen
filtrierten Komplex

(CE (i ncars)
mit B = C(f wnd d; = ¥ ,.e7 dfy)-
Daher kann es fiir ein 4 > 1 z.B. durchaus passieren, dass trotz der Trivialitat der
urspriinglichen d™?, also d™' = 0, Vn, das induzierte Co-Differential d(;y auf der Seite
FE; nicht-trivial ist. Man bezeichnet dies manchmal als Zick-Zack-Effekt. Diesen Effekt
hatten wir bereits in Beispiel [£.36] beobachtet.
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(b) Allerdings kann die Situation eines nichttrivialen Co-Differentials ds zu einem s € N nur
dann auftreten, falls sq, ..., s mit Zle s; = s existieren, sodasseszujedem [l =1,... )k

nicht-triviale Komponenten d™% gibt, wie man durch die Kiirzungsregel sieht.

(c) Hat zum Beispiel das Co-Differential nur Komponenten zu geradzahligen Filtrierungs-
graden, so kénnen auch nur auf den geradzahligen Seiten der zugehorigen Spektralse-

quenz nichttriviale Co-Differentiale auftauchen.

Hat man nun Kettenabbildungen zwischen filtrierten Kettenkomplexen (iiber einem Kérper),
so stellt sich die Frage, ob diese Kettenabbildungen Morphismen zwischen den zugehorigen
Spektralsequenzen induzieren. Dies leisten Kettenabbildungen, welche die in folgender Defi-

nition erkldrte Vertraglichkeit mit den Filtrierungen der Kettenkomplexe erfiillen.

Definition 4.40. Seien (C, F) und (C’, F”) filtrierte Komplexe mit beschrankten Filtrierun-
gen. Eine filtrierte Kettenabbildung vom Grad k besteht aus der Angabe eines k € Z und
einer Kettenabbildung f : C' — C’, welche eine Zerlegung

F=rrr
zuldsst, sodass fiir jedes s > k gilt:
fS(Cvn,p) C (C/)nJrl,ers'

Kommentar 4.41. (a) Eine filtrierte Kettenabbildung besteht also aus einer Kettenab-
bildung f und einer Zerlegung von f in Komponenten [ welche den Filtrierungsgrad

jeweils um genau s dndern.

(b) Man beachte, dass man aus einer filtrierten Kettenabbildung f vom Grad k fiir jedes

I < k eine filtrierte Kettenabbildung vom Grad [ machen kann, indem man

setzt.

Es gibt ein naheliegendes Verfahren, wie man einer filtrierten Kettenabbildung f vom Grad
k zwischen (C, F) und (C’, F’) einen Morphismus E(f) zwischen den zugehorigen Spektral-
sequenzen zuweisen kann:

Man betrachtet dabei den Abbildungskegel I'(f). Bei jedem Kiirzen einer Komponente von
(C,d) oder (C',d") kann man dann auch f (welches als Bestandteil des Differentials von I'(f)
aufgefasst werden kann) nach der Kiirzungsregel modifizieren. Fiir jedes ¢ > 0 erhilt man

somit eine Abbildung
fay + (Crays diay) — (Clyy, diyy)
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4. Spektralsequenzen

Man definiert dann E;(f) : E;(C) — E;(C’) als Summe all derer Komponenten von f,
welche den Filtrierungsgrad um genau k erhéhen. Daher ist die Angabe von k € Z fiir eine
filtrierte Kettenabbildung ein relevantes Datum, und fiir eine Wahl I anstatt k ergibt sich im
Allgemeinen ein anderer Morphismus zwischen den zugehorigen Spektralsequenzen, vergleiche

die Bemerkungen 2.6 und 2.7 in [2].
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5. Khovanov-Floer-Theorien

Schon bald nach der Entwicklung der Khovanov-Homologie wurden Zusammenhége mit ver-
schiedenen fiir Links definierten Floer-Homologien vermutet und spéter auch bewiesen, zum
Beispiel in [20] fur die Heegaard-Floer-Homologie oder [16] und [I5] fiir die Instanton-Floer-
Homologie.

Dabei gelingt es héufig, den Komplex der betreffenden Floer-Homologie so mit einer Fil-
trierung zu versehen, dass die zweite Seite der resultierenden Spektralsequenz isomorph zur
Khovanov-Homologie des Link(diagramm)s ist. Allerdings werden zur Definition des filtrier-
ten Komplexes meist noch zusitzliche Wahlen getroffen (wie z.B. eine riemannsche Metrik
oder andere differentialgeometrische Strukturen). Die Idee von Baldwin, Hedden und Lobb
(siehe [2]), eine von diesen Wahlen unabhéngige, funktorielle Linktypinvariante zu gewinnen,
spiegelt sich in dem Konzept der V-Komplexe wieder. Es stellt sich heraus, dass die Spek-
tralsequenz eines V-Komplexes ab der zweiten Seite unabhéngig von allen zuvor getroffenen

Wahlen ist. Daher erhofft man sich, somit eine funktorielle Invariante
F : Diag — Specty,

Zu gewinnen.

Tatsédchlich zeigten Baldwin, Hedden und Lobb, dass wenige weitere Bedingungen geniigen,
um eine solche Funktorialitdt zu erhalten. Die zusétzlichen Bedingungen formen die Defi-
nition einer Khovanov-Floer-Theorie (in Anlehnung daran, dass auf der zweiten Seite der
Spektralsequenz die Khovanov-Homologie und auf der E..-Seite nach Satz die betref-
fende Floer-Homologie auftaucht).

Ich gebe in diesem Kapitel einen Einblick in V-Komplexe und Khovanov-Floer-Theorien
und verweise fiir die Details auf Abschnitt 2.2 in [2], welcher die wesentlichen Aspekte der
involvierten homologischen Algebra vorstellt, sowie die Kapitel 3 und 4 in [2], welche sich mit

den Definitionen und zentralen Resultaten iiber Khovanov-Floer-Theorien befassen.

Definition 5.1. Sei V ein graduierter Fo-Vektorraum und C ein filtrierter Kettenkomplex

tiber Fy. Ist ¢ : V' — E3(C) ein graduierungs-erhaltender Vektorraum-Isomorphismus (be-
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5. Khovanov-Floer-Theorien

ziiglich der von der Filtrierung induzierten einfachen Graduierung auf E5(C')), so nennt man

das Paar (C, q) einen V-Komplex.

Wir betrachten fortan, wenn nicht explizit anders erklért, stets Vektorrdume, Kettenkomplexe
und Spektralsequenzen tiber dem Korper Fo.

Sind V und W graduierte Vektorrdume, so kann man die Frage stellen, was der richtige
Begriff eines Morphismus zwischen einem V-Komplex und einem W-Komplex ist. Eine wiin-
schenswerte KEigenschaft wére dabei, dass ein solcher Morphismus auf der FEs-Seite einen
Vektorraum-Homomorphismus induziert, der zusétzlich auch die Graduierungen von V und
W beriticksichtigt. Man legt in der nun folgenden Definition daher solchen Morphismen eine
lineare Abbildung T : V' — W zugrunde, welche homogen vom Grad k ist (fiir ein k € Z),
d.h. es gilt T(V;) C W,y fiir jedes i € Z.

Definition 5.2. Seien V und W graduierte Vektorrdume und 7' : V. — W eine lineare
Abbildung, welche homogen vom Grad k ist. Sei weiter (C,q) ein V-Komplex und (C’, ¢') ein
W-Komplex. Ist f : C' — C’ eine filtrierte Kettenabbildung vom Grad k mit

Ey(f)=q¢ oToq!

fir die von f induzierte Abbildung zwischen den Es-Seiten der zugehorigen Spektralsequen-
zen, so nennt man f einen Morphismus von (C,q) nach (C',q'), der in Eo mit T iberein-

stimmd.

Bemerkung 5.3. Sind f und g Morphismen von einem V-Komplex (C,q) in einen W-
Komplex (C’,¢'), die in E5 mit (demselben) T {ibereinstimmen, so gilt also Eq(f) = Ea(g).
Nach Lemma 2.2 in [2] gilt dann E;(f) = E;(g), fir jedes i > 2.

Ahnlich wie man zwischen (gewohnlichen) Kettenkomplexen eine Kettenabbildung als Quasi-
Isomorphismus bezeichnet, wenn sie Isomorphismen in der Homologie induziert, mochte man

diesen Begriff auch auf V-Komplexe und deren Morphismen iibertragen:

Definition 5.4. Sei V ein graduierter Vektorraum und seien (C, ¢) und (C’, ¢') V-Komplexe.
Ein Quasi-Isomorphismus von V-Komplexen ist ein Morphismus f von (C,q) nach (C’,¢),
der in Fo mit der Identitdt id : V' — V iibereinstimmt, wobei man id als homogen vom Grad
0 auffasst.

!

Bemerkung 5.5. (a) Hat man zwei Quasi-Isomorphismen f, g : (C,q) — (C',¢’), so gilt

wegen [5.3|also E;(f) = Ei(g), Vi>2.

(b) Falls ein Quasi-Isomorphismus f : (C,q) — (C’,q') existiert, so folgt mit Lemma 2.1

aus [2] auch die Existenz eines Quasi-Isomorphismus von (C’,¢’) nach (C,q).
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(¢) Zusammen mit der Eigenschaft, dass die Verkettung von Quasi-Isomorphismen einen
Quasi-Isomorphismus ergibt, lasst sich Quasi-Isomorphie von V-Komplexen also als

Aquivalenzrelation (auf der Menge aller V-Komplexe) auffassen.

(d) Sind (C,q) und (C’,q') quasi-isomorphe V-Komplexe, so sind die Seiten F;(C) und
E;(C") (fir i > 2) der zugehorigen Spektralsequenzen also kanonisch isomorph, und
zwar nicht nur als Vektorrdume, sondern sogar als Kettenkomplexe, denn die induzierten

Abbildungen E;(f) eines Quasi-Isomorphismus f sind ja sogar Kettenabbildungen.

Man kann nun fiir jedes ¢ > 2 die Konstruktion des inversen Limes eines transitiven Systems
anwenden, um einer Quasi-Isomorphieklasse A von V-Komplexen einen wohldefinierten, gra-

duierten Kettenkomplex (E;(A),d;(A)) zuzuordnen:

Bemerkung 5.6. Sei A eine Quasi-Isomorphieklasse von V-Komplexen und i > 2. Seien
weiter (C,¢) und (C’,¢’) aus A und f ein Quasi-Isomorphismus von (C, ¢) nach (C’,¢’). Dann
ist der Kettenkomplex-Isomorphismus 7&, := E;(f) : E;(C) — E;(C’") unabhingig von der
Wahl von f und die (graduierten) Kettenkomplexe ((E;(C), d;(C)))ce bilden gemeinsam mit

den Isomorphismen (Wg/)cyc/e A ein transitives System von (graduierten) Kettenkomplezen.

Wie in [3.46] fiir Vektorraume vorgestellt, zeigt man nun, dass auch fiir graduierte Kettenkom-
plexe der inverse Limes eines transitiven Systems (eindeutig) existiert und als graduierter

Kettenkomplex kanonisch isomorph zu jedem Mitglied des transitiven Systems ist.

Definition 5.7. Sei A eine Quasi-Isomorphieklasse von V-Komplexen und i > 2. Der inverse
Limes des Systems ((E;(C), d;(C))cea, (7&)c.cre) ist also ein graduierter Kettenkomplex,
der mit (E;(A), d;i(A)) bezeichnet wird.

Bis auf kanonische Isomorphie ist nun H(E;(A),d;(A)) = E;+1(A), da repriasentantenweise
nach kanonische Isomorphie gilt (und der Isomorphismus zwischen dem inversen Limes
und einem Mitglied eines transitiven Systems ebenfalls kanonisch ist). Daher ldsst sich jeder

Quasi-Isomorphieklasse eine wohldefinierte Spektralsequenz zuordnen:

Definition 5.8. Sei A eine Quasi-Isomorphieklasse von V-Komplexen. Dann heifit

(Ei(A),di(A))i>2 die zu A gehirige Spektralsequenz.

Einer Quasi-Isomorphieklasse A von V-Komplexen wird also ein Objekt aus der Kategorie

Specty, zugeordnet.

Definition 5.9. Sei A eine Quasi-Isomorphieklasse von V-Komplexen und B eine Quasi-

Isomorphieklasse von W-Komplexen und 7" : V' — W eine lineare Abbildung, welche homogen
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vom Grad k € Ny ist. Man sagt, dass ein Morphismus von A nach B existiert, der in Ey mit T
ibereinstimmt, falls es Reprasentanten (C, ¢) von A und (C’, ¢’) von B und einen Morphismus

f:(C,q) — (C',q') gibt, der in Es mit T {ibereinstimmt.

Ein Représentant f eines Morphismus von A nach B, der in Fo mit T {ibereinstimmt, welcher
wie zuvor gegeben sei durch f : (C,q) — (C’,¢'), induziert fiir jedes i > 2 eine Abbildung
E;(A) — E;(B): Dazu wird lediglich die von f induzierte Abbildung E;(f) : E;(C) — E;(C")
mit den kanonischen Isomorphismen E;(A) — E;(C) und E;(C") — E;(B) verkettet, welche
mit der Konstruktion des inversen Limes einhergehen. Es ist dann E;(A) — E;(B) eine
Kettenabbildung, welche homogen vom Grad k ist.

Sind (C”,q") bzw. (C",¢"") andere Reprisentanten fiir A bzw. B und ist g : C” — C" eben-
falls ein Morphismus, der in Fy mit 71" iibereinstimmt, so induziert ¢ fiir jedes i > 2 dieselbe
Abbildung E;(A) — E;(B) wie f. Dies folgt leicht mit Hilfe der Bemerkung aus und
den kanonischen Isomorphismen zwischen inversen Limiten und Mitgliedern der jeweiligen
transitiven Systeme.

Anders ausgedriickt liefert die blofle Existenz eines Morphismus von A nach B, der in Ey mit
T tbereinstimmt, einen wohldefinierten Morphismus (E;(A), d;(A))i>2 — (Ei(B), di(B))i>2
in der Kategorie Specty, der Spektralsequenzen.

Wie fiir graduierte Vektorrdume und fiir Kettenkomplexe lésst sich auch fiir V-Komplexe ein
Tensor-Produkt bilden: Fiir einen V-Komplex (C,¢) und einen W-Komplex (C’,¢’) wird auf
dem (filtrierten) Kettenkomplex C' ® C” durch

q®q' VoW — EQ(C@C/) = EQ(O) ®E2(Cl)

die Struktur eines V' ® W-Komplexes gegeben. Auch diese Konstruktion lasst sich (durch
reprasentantenweise Definition) auf ein Tensorprodukt A ® B zwischen einer Quasi-
Isomorphieklasse A von V-Komplexen und einer Quasi-Isomorphieklasse 5 von W-Komplexen
ibertragen.

Zur nun folgenden Definition von Khovanov-Floer-Theorien ist es notwendig, die Khovanov-
Homologie Kh(D) eines Linkdiagramms D als einfach graduierten Vektorraum aufzufassen.
Dies ist aber definitionsgeméf ein bigraduierter Vektorraum (mit einer homologischen und
einer ¢-Graduierung). Man kann dies z.B. erreichen, indem man eine (einzige) Graduierung
auf Kh(D) durch eine (dann fiir alle D fixierte) Linearkombination aus homologischer und

g-Graduierung wahlt.

Definition 5.10. Eine Khovanov-Floer-Theorie ist eine Zuordnung A, welche jedem Link-
diagramm D eine Quasi-Isomorphieklasse A(D) von Kh(D)-Komplexen zuordnet, sodass

folgende Eigenschaften erfiillt sind:
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(i) Gibt es eine ebene Isotopie, welche ein Linkdiagramm D in ein Linkdiagramm D’ iiber-
fithrt, so existiert ein Morphismus A(D) — A(D’), welcher in Ey mit dem (von der

ebenen Isotopie) induzierten Isomorphismus Kh(D) — Kh(D') iibereinstimmt.

(ii) Resultiert D" aus D durch diagrammatisches Ankleben eines 1-Henkels, so existiert
ein Morphismus A(D) — A(D'), welcher in Fs mit dem (durch das Ankleben eines
1-Henkels) induzierten Morphismus Kh(D) — Kh(D') iibereinstimmt.

(iii) Ist D U D’ ein Linkdiagramm, welches als Vereinigung zweier Linkdiagramme D und
D' entsteht, so existiert ein Morphismus A(D U D') — A(D) ® A(D’), welcher in Es
mit dem Standard-Isomorphismus Kh(D U D') — Kh(D) ® Kh(D') iibereinstimmt.

(iv) Fiir jedes Diagramm D eines Unlinks (das ist eine disjunkte Vereinigung von & Unkno-

ten) kollabiert die zu A(D) gehorige Spektralsequenz auf der zweiten Seite:

Ey(A(D)) = Exo(A(D)).

Bemerkung 5.11. Unmittelbar an der Definition sieht man, dass eine Khovanov-Floer-
Theorie jeder ebenen Isotopie und auch jedem diagrammatischen Ankleben eines 1-Henkels
einen (kanonischen) Morphismus (E;(A(D)),d;(A(D)))i>2 — (E;(A(D")),d;(A(D’)))i>2 von

Spektralsequenzen zuordnet.

Um aus einer Khovanov-Floer-Theorie einen Funktor F' : Diag — Specty, zu erhalten,
miisste allerdings jedem Movie zwischen zwei Diagrammen D und D’ ein Morphismus der
zugehorigen Spektralsequenzen zugeordnet werden, sodass dquivalente Movies denselben Mor-

phismus von Spektralsequenzen induzieren. Man definiert daher:

Definition 5.12. Eine Khovanov-Floer-Theorie heifit funktoriell, falls fiir jeden Movie M
zwischen Linkdiagrammen D und D’ ein Morphismus A(D) — A(D') existiert, der in Ey mit
der durch den Movie induzierten Abbildung Kh(M) : Kh(D) — Kh(D’) iibereinstimmt.

Lemma 5.13. FEine funktorielle Khovanov-Floer-Theorie induziert einen Funktor
F : Diag — Specty,.

Beweis. Es bleibt zu zeigen, dass dquivalente Movies denselben Morphismus von Spektralse-
quenzen induzieren. Seien also M und M zwei dquivalente Movies von D nach D’. Dann
gilt zundchst Kh(M) = Kh(M) (denn wir hatten die Khovanov-Homologie als Funktor
Kh : Diag — Vectp, identifiziert). Wegen sind dann aber die beiden Morphismen der

Spektralsequenzen identisch, da beide in Ey mit Kh(M) = Kh(M) iibereinstimmen. O
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Daher ist das letzte Puzzlestiick, um aus einer Khovanov-Floer-Theorie einen Funktor
F : Diag — Specty,

zu erhalten, der folgende Satz:

Theorem 5.14. Jede Khovanov-Floer-Theorie ist funktoriell.

Beweis. Diese Aussage ist als Theorem 3.5 der zentrale Satz der Arbeit [2] von Baldwin, Hed-
den und Lobb. Dem Beweis dieses Theorems ist das gesamte vierte Kapitel in [2] gewidmet.
Genauer werden in Proposition 4.1 die Morphismen fiir das Ankleben von Henkeln und in

Proposition 4.2 die Morphismen fiir die Reidemeister-Bewegungen konstruiert. 0
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6.1. Die Spektralsequenz von Kronheimer und Mrowka

Im Jahr 2010 verdffentlichten Kronheimer und Mrowka einen Artikel [15] mit einem vielbe-

achteten Resultat:
Satz 6.1. Die Khovanov-Homologie detektiert den Typ des Unknotens.

Die alte Fragestellung, ob auch das Jones-Polynom dies leistet, bleibt dadurch zwar ungelost,
aber dass die Khovanov-Homologie als kategorifizierte Variante des Jones-Polynoms, welche
sich wie das Jones-Polynom kombinatorisch und durch einen programmierbaren Algorithmus
berechnen lasst, dies ermoglicht, ist eines der spektakuldrsten Resultate der jiingeren Ge-
schichte der Knotentheorie. Es ist daher naheliegend, auch dem Beweis selbst und den dort

eingehenden Beweistechniken Beachtung zu schenken.

Beweisidee: In einem ersten Schritt zeigten Kronheimer und Mrowka, dass die reduzierte sin-
gulire Instanton-Knoten-Homologie 1(S?, K') mit Koeffizienten in Z eines Knotens K C S5
fiir nicht-triviale Knoten (also Knoten nicht vom Typ des Unknotens) stets Rang echt grofier
als eins hat (fiir die Idee der Konstruktion von I°(S%, K) betrachte aus dem Anhang
[A). Da die reduzierte Khovanov-Homologie (siehe [12]) fiir Knoten vom Typ des Unknotens
Rang eins hat, ist das letzte fehlende Argument die Aussage, dass die Rénge der reduzierten
Khovanov-Homologie und der reduzierten singuléren Instanton-Knoten-Homologie in Relati-

on zueinander stehen, genauer, dass fiir jeden Knoten K gilt:
vg(Kh)(K) = rg(I(S%, K)).

Diesen zweiten Schritt bewiesen Kronheimer und Mrowka, indem sie eine Konstruktion an-
gaben, die jedem Knoten eine Spektralsequenz iiber Z zuweist, welche (bis auf Isomorphie)
auf der zweiten Seite die Khovanov-Homologie (mit Koeffizienten in Z) und als E-Seite die

singuldre Instanton-Knoten-Homologie hat. Die gewiinschte Abschitzung ergibt sich dann

aus Bemerkung O
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In ihrer Arbeit warfen sie bereits selbst die Frage auf, ob und wie sich diese Zuordnung,
welche einem Knoten eine Spektralsequenz zuordnet, als funktorielle Zuordnung verstehen
lasst. Die Kategorien Link, Diag und Spectp, welche hierbei eine Rolle spielen, wurden von
mir in den ersten Kapiteln der hier vorliegenden Arbeit vorgestellt. Es wurde insbesondere
ersichtlich, dass die Wahl der Koeffizienten von Z eher zu Fy = Z /27 variiert werden sollte.
Damit erreicht man zumindest, dass die Khovanov-Homologie als zweite Seite der Spektral-
sequenz funktoriell wird, eine notwendige Voraussetzung fiir die Funktorialitdt der gesamten
Spektralsequenz. Die Bestétigung der Vermutung, dass die gesamte Zuordnung (mit Koeffi-
zienten in Fo) funktoriell ist, gaben Baldwin, Hedden und Lobb in [2], indem sie das Konzept
der Khovanov-Floer-Theorien einfiihrten und zeigten, dass die von Kronheimer und Mrowka
konstruierte Spektralsequenz eine Khovanov-Floer-Theorie bildet (dies ist die Aussage von

Proposition 5.2 in [2]).

6.2. Die filtrierte Bar-Natan-Theorie

Neben der Spektralsequenz von Kronheimer und Mrowka waren schon zuvor mehrere
Spektralsequenz-Konstruktionen bekannt, welche die Khovanov-Homologie mit verschiede-
nen Typen von Floer-Homologien in Relation brachten. Es ist allen diesen Konstruktionen
gemein, dass die Khovanov-Homologie auf der zweiten Seite erscheint und die betreffende
Floer-Homologie als letzte Seite. Diese Konstruktionen durch ein gemeinsames Konzept zu
vereinheitlichen war wohl (neben der von Kronheimer und Mrowka vermuteten Funktoriali-
tat ihrer Konstruktion) die hauptséchliche Motivation fiir die Arbeit [2] von Baldwin, Hed-
den und Lobb. Unter den weiteren bekannten Kandidaten fiir Khovanov-Floer-Theorien sind
Konstruktionen von Oszvath und Szabo (siche [20]) hervorzuheben und besonders die Spek-
tralsequenz von Lee (siehe [17]) in einer von Dror Bar-Natan modifizierten Variante (siehe
Abschnitt 9.2 und 9.3 in [7]), welche z.B. in der Einfiihrung von [26] als filtrierte Bar-Natan-
Theorie bezeichnet wird:

In [7] wird fiir ein orientiertes Linkdiagramm D ein filtrierter Co-Kettenkomplex C'(D) kon-
struiert, fiir den die zweite Seite Ey(C’(D)) der zugehorigen Spektralsequenz bis auf Iso-
morphie die Khovanov-Homologie Kh(D) wiedergibt. Die Konstruktion ist mit den in dieser

Arbeit vorgestellten Konzepten gut zu erkléren und wird nun vorgestellt.

Erinnerung 6.2. Zu einem orientierten Linkdiagramm D hatten wir in und der folgen-
den Diskussion einen Co-Kettenkomplex [D] mit graduierten Kettengruppen konstruiert. Die
g-Grade dieser Kettengruppen wurden durch einen Grad-Versatz so angepasst, dass daraus

ein graduierter Komplex, der Khovanov-Komplex C(D), wurde (siehe [3.28)). Eine wichtige

108



6.2. Die filtrierte Bar-Natan-Theorie

Rolle bei der Konstruktion spielte die zweidimensionale TQFT aus Beispiel welche dem
Erzeuger der Objekte von Cobs einen g¢-graduierten zweidimensionalen Fo-Vektorraum V'
zuordnet und auf den Erzeugern der Morphismen von Coby durch Angabe von linearen

Abbildungen 7, e, m und A erkért wurde.

Was passiert nun, wenn man die Abbildungen 7, €, m und A variiert? Sofern diese abgeénder-
ten Abbildungen noch immer die Relationen zwischen den Erzeugern der Morphismen von
Cob, respektieren, erhilt man eine neue TQFT F’. Man kann dann die Konstruktion
mit dieser modifizierten TQFT wiederholen. Kommentar (b) stellt sicher, dass man auch
in diesem Fall einen Kettenkomplex erhélt. Die filtrierte Bar-Natan-Theorie 1dsst sich gerade

als eine solche Modifikation der TQFT F interpretieren:

Definition 6.3. Seien der F-Vektorraum V und die Abbildungen 7,e¢,m und A wie in
Beispiel gegeben. Definiere nun Abbildungen ', ¢/, m’ und A’ durch

€i=ec:Fy =V,

n =n:V — Fy,

Vp =0 QU+ v Quy + vy ®uy
ANV VeV,

V_ — U_ QuU_

U+®’U+i—>1}+
, Uy ®U_ = v
m:VeVv =1V,
V_ QU4 — vV

V_ QU_ — v_.

Bemerkung 6.4. Es gilt also € = ¢, 7’ = 7 und fiir m’ und A’ hat man die Zerlegungen
m' =m+m

und

A~

AN=A+A

mit linearen Abbildungen A und gegeben durch

o Vy = Vg ® vy
A:V->VRYV,

v_ +—0
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und

vy @vp — 0
vy ®@v_— 0
m: VeV =V,

U_®U+'—>O

V- QU_ — v_.

Proposition 6.5. Seien mit St der Erzeuger der Objekte von Coby und mit E{, E}, EY, E3
und E? die fiinf Erzeuger der Morphismen von Coby wie z'n gegeben. Dann ist durch

FSshH=v
sowie
F(E]):=id:V =V,
F(EY) =¢,
F(Ey) =1,
F'(By):=A" und
F(E}) :=m'

eine TQFT F' : Coby — Vecty, gegeben.

Beweis. Es ist lediglich zu zeigen, dass die Abbildungen ', ¢/, m’ und A’ die Relationen der

Erzeuger respektieren. Dies geschieht ebenfalls durch Nachrechnen wie in [3.8 O

Bemerkung 6.6. Man beachte, dass den Abbildungen m’ und A’ beziiglich der g¢-
Graduierungen auf V und V@V keine (homogene) Graduierung zugewiesen werden kann. Die
Zerlegungen m’ = m+m und A’ = A+A geben aber Zerlegungen von m und A in graduierte
Abbildungen: Nach Lemma [3.22| wissen wir bereits, dass m und A jeweils ¢-Graduierung —1
haben. Fiir 7 und A stellt sich mit denselben Argumenten wie in heraus, dass beide

g-Graduierung +1 haben.

Proposition und Definition 6.7. Sei D ein Linkdiagramm. Analog zu definiert man
nun einen Kettenkomplex C’(D) mit Hilfe der TQFT F’'. Die Kettengruppen C’(D)" stimmen
dann (als ungraduierte Vektorraume) mit den Kettengruppen [D]" iiberein. Man stattet die
Kettengruppen mit der durch V induzierten ¢-Graduierung und demselben Grad-Versatz wie

in [3.26] aus. Dann erhélt man einen Co-Kettenkomplex

(C'(D), dpw),
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6.2. Die filtrierte Bar-Natan-Theorie
wobei sich das Bar-Natan-Differential dpy auf C'(D) in eine Summe
dpn = do + dp

von Abbildungen zerlegt, sodass dy mit dem Khovanov-Differential iibereinstimmt und somit
Bigraduierung (1,0) hat und ds die durch 7 und A erzeugten Komponenten von dgy umfasst

und eine Bigraduierung von (1,2) aufweist.

Beweis. Da F und F' auf Objekten tibereinstimmen, sind die durch F und F’ induzierten
Kettengruppen identisch. Auf Morphismen unterscheiden sich F und F’ gerade durch die von
m bzw. A zusitzlich erzeugten Komponenten von dgy. Da m und A g-Graduierung 1 haben,
ist wegen des Grad-Versatzes der Kettengruppen die induzierte Abbildung do graduiert mit
g-Graduierung 2 (vergleiche . O

Bemerkung 6.8. (a) Man beachte, dass nun (C’(D), dpn) einen Co-Kettenkomplex dar-
stellt, dessen Kettengruppen bigraduiert sind und dessen Co-Differential die homo-
logische Graduierung wie jedes Co-Differential um eins erhéht. Die ¢-Graduierung
bleibt durch dpy nicht erhalten, daher ist (C'(D),dpy) im Gegensatz zum Khovanov-
Komplex (C(D),d) aus kein graduierter Komplex. Jedoch wird die ¢-Graduierung
durch dpy zumindest nicht verkleinert, da dpy in zwei Komponenten zerféllt, von
denen eine Komponente die g-Graduierung beldsst und die andere Komponente die
¢-Graduierung um zwei erhoht. Daher kann man (C'(D),dpy) im Sinne von Beispiel
4.14(b) als filtrierten Komplex auffassen. Der filtrierte Komplex C'(D) induziert so-
mit eine Spektralsequenz (E;(C'(D)),d;(C'(D)))i>o. Fur das Differential do(C’(D)) der
nullten Seite Ey(C'(D)) = C’'(D) gilt, wie in der Notation schon angedeutet,

do(C'(D)) = dy.

Die nullte Seite (Ep,dy) der Spektralsequenz stimmt also mit dem Khovanov-Komplex
(C(D),d) tiberein,
(Eo, do) = (C(D), d).

(b) Es gilt also E1(C'(D)) = Kh(D) fur die erste Seite der Spektralsequenz. Auerdem
kann die Spektralsequenz immer nur auf geradzahligen Seiten nichttriviale Differentiale
haben, weil das urspriingliche Differential dgy nur Komponenten mit geradzahligen

¢-Graduierungen hat, siche Kommentar c).

Daher gilt dq(C") = 0 und somit auch

E5(C'(D)) = Kh(D).
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Definition 6.9. Man nennt die Zuordnung, welche einem Linkdiagramm D den filtrierten

Komplex (C'(D),dpn) zuweist, die filtrierte Bar-Natan-Theorie.

Die Besonderheit der filtrierten Bar-Natan-Theorie besteht allerdings darin, dass die letzte
Seite der Spektralsequenz, anders als bei den zuvor genannten Beispielen, nicht eine Floer-

Homologie ergibt. Es gilt stattdessen:

Satz 6.10. Fir ein Linkdiagramm D mit k Komponenten ist die (ungraduierte) Dimension

von Ex(C'(D)) gegeben durch

dim(Es(C'(D))) = 2"
Beweis. Dies zeigt Turner in [26], Theorem 3.1. O
Fiir ein Diagramm D eines Knotens K ist wegen k = 1 also

E(C(D)) 2 Fy & Fy,

wobei die F-Seite noch eine Bigraduierung triagt. Ich zeige gleich (in , dass die filtrierte
Bar-Natan-Theorie eine Khovanov-Floer-Theorie bildet. Daher ist insbesondere die bigradu-
ierte Eoo-Seite eine funktorielle Linktyp-Invariante (also insbesondere im Falle eines Knotens
K unabhéngig von der Wahl des Diagramms D fiir K). Folglich ist auch das arithmetische
Mittel der ¢-Graduierung der beiden Komponenten von E.(C’(D)) eine — da numerisch al-
lerdings nicht mehr funktorielle — Knotentypinvariante. Diese Zahl, bezeichnet als s(K), ist
bekannt als Rasmussen-Invariante des Knotens K, welche von Rasmussen in [22] eingefiihrt
wurde. Der Zugang durch Khovanov-Floer-Theorien liefert einen neuen (einfacheren) Beweis,
dass dies tatséchlich eine Knotentypinvariante ist.

Von grofler Bedeutung ist die Rasmussen-Invariante in der Knotentheorie besonders aus dem
Grund, dass sie eine Beziehung zum glatten Scheiben-Geschlecht eines Knotens herstellt. Hier-
bei beschiftigt man sich unter anderem mit der Frage, ob sich ein Knoten K C S? als Rand
einer eingebetteten Scheibe Z C B? realisieren lisst. Gelingt dies durch eine lokal flache Ein-
bettung Z C B*, so nennt man den Knoten K einen topologischen Scheibenknoten; falls sogar
eine glatte Einbettung Z C B* gewihlt werden kann, so nennt man den Knoten einen glat-
ten Scheibenknoten. Lisa Piccirillo zeigte in ihrer hochdekorierten Arbeit [21] aus dem Jahr
2018, dass der beriithmte Conway-Knoten kein glatter Scheibenkonten ist, wohingegen zuvor
schon bekannt war, dass der Conway-Knoten ein topologischer Scheibenknoten ist. Sie 16ste
damit eine etwa 50 Jahre lang bestehende Frage, welche von Conway formuliert wurde. Der

Conway-Knoten ist damit der einzige topologische, aber nicht glatte Scheibenknoten, welcher
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ein Diagramm mit weniger als 12 Kreuzungspunkten besitzt. In ihrem Beweis nutzte sie die
Rasmussen-Invariante aus, von der bekannt ist, dass diese fiir einen glatten Scheibenknoten
K stets verschwindet, s(K) = 0.

Zwar gelang ihr nicht direkt fiir den Conway Knoten K die Ungleichheit s(K) # 0 zu zeigen,
wohl aber s(K’) # 0 fiir einen Knoten K’, von dem sie zuvor gezeigt hatte, dass K’ genau
dann ein Scheibenknoten ist, wenn der Conway-Knoten K ein solcher ist.

Die Behauptung, dass die filtrierte Bar-Natan-Theorie eine Khovanov-Floer liefert, findet sich

(ohne Beweis) in Proposition 5.8 in [2]. Ich gebe nun den Beweis fiir diese Aussage:

Satz 6.11. Die Spektralsequenz der filtrierten Bar-Natan-Theorie ist eine Khovanov-
Floer-Theorie.

Beweis. Die filtrierte Bar-Natan-Theorie ordnet einem orientierten Linkdiagramm D einen
filtrierten Kettenkomplex (C'(D),dpn) zu.

Die zugehorige Spektralsequenz erfiillt wegen Bemerkung
E,(C'(D)) = Kh(D),

weshalb C’(D) Représentant einer Quasi-Isomorphieklasse A(D) von Kh(D)-Komplexen ist
(wobei man hierfiir F2(C’(D)) und Kh(D) als durch die ¢-Graduierung einfach graduierte
Vektorrdume auffasst). Ich zeige nun, dass die Zuordnung D — A(D) die vier Bedingungen

einer Khovanov-Floer-Theorie erfiillt.

(i) Sei h eine ebene Isotopie, welche ein Linkdiagramm D in ein Linkdiagramm D’ iiber-

fithrt. Dann induziert h einen Isomorphismus von filtrierten Co-Kettenkomplexen
Yy : C'(D) — C'(D).

Wegen der Zerlegung dpy = dp + d (und weil dy mit dem Khovanov-Differential iiber-
einstimmt) sieht man, dass der von h in der Khovanov-Homologie induzierte Isomor-

phismus

Kh(h) : Kh(D) — Kh(D')

mit dem von 1y, in F2(C'(D)) = Kh(D) induzierten Isomorphismus tibereinstimmt.
Daher représentiert v, einen Morphismus von A(D) nach A(D’), welcher in FE5 mit

dem von der Khovanov-Homologie induzierten Isomorphismus iibereinstimmt.
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(i)

(iii)
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Sei Dy ein Linkdiagramm mit n Kreuzungen (n € N) und D; ein weiteres, welches aus
Dg durch diagrammatisches Ankleben eines 1-Henkels hervorgeht und M ein elemen-
tarer Movie von Dy nach D1, welcher dieses diagrammatische Ankleben représentiert.
Es gibt dann ein (unorientiertes) Linkdiagramm D mit n 4+ 1 Kreuzungen, welches au-
Berhalb einer Kreisscheibe B mit Dy und Dy {ibereinstimmt und innerhalb der Scheibe
genau eine Kreuzung z besitzt (vgl. Bemerkung . Die Kreuzungsinformation auf
D sei so gewéahlt, dass sie in Kreuzungen auflerhalb von B mit den Kreuzungsinforma-
tionen von Dy und D; iibereinstimmt und auf x so, dass Dy die 0-Glattung und D;
die 1-Glattung von D in der Kreuzung z ist. Wie in lasst sich der Komplex C’(D)
dann als Abbildungskegel I'(f) einer filtrierten Kettenabbildung f vom Grad 0,

f:C' (Do) — C'(Dy),

auffassen. Nun sieht man (durch Vergleich der Konstruktionen von Kh(D) und C'(D)),

dass die von f induzierte Abbildung auf der zweiten Seite,
Ey(f)  B2(C'(Do)) — Eo(C'(Dy)),
mit der durch M induzierten Abbildung
Kh(M) : Kh(Dgy) — Kh(D»)

(siehe abermals [3.43)) {ibereinstimmt. Zusammengefasst repréasentiert f einen Morphis-
mus von A(Dg) nach A(D;), welcher in E; mit dem von der Khovanov-Homologie

induzierten Isomorphismus iibereinstimmt.

Da eine TQFT ein monoidaler Funktor ist und somit disjunkte Vereinigungen in Ten-

sorprodukte tiberfiihrt, gilt fiir Linkdiagramme D und D':
C'(DuD")=C'(D)®C'(D)
als filtrierte Kettenkomplexe. Daraus folgt, dass A die dritte Bedingung erfiillt.

Fiir ein Diagramm D eines Unlinks mit & Komponenten gilt fiir die Khovanov-

Homologie wegen Beispiel [3.29] und Bemerkung [3.35]
Kh(D) = V&,

also insbesondere

dim(FEy(C'(D))) = dim(Kh(D)) = 2"
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fir die (ungraduierte) Dimension der Khovanov-Homologie von D. Wegen Satz gilt
aber auch

dim(E(C'(D))) = 2.

Daher kann wegen der Kiirzungsregel ab der Es-Seite kein weiteres nichttriviales

Differential mehr auftreten, denn sonst miisste
dim(E«(C'(D))) < dim(E2(C'(D)))
gelten. Also kollabiert die Spektralsequenz fiir Unlinks in der Es-Seite und es gilt
E5(A(D)) = Exo(A(D)).
Somit ist auch die vierte Bedingung erfiillt und die Zuordnung
D — A(D)

definiert eine Khovanov-Floer-Theorie.

115






A. Floer-Homologie

Dieser Anhang soll einen Eindruck iiber Floer-Homologien vermitteln und in groben Ziigen
diejenige Variante der Floer-Homologie vorstellen, welche Kronheimer und Mrowka fiir die

Konstruktion ihrer Spektralsequenz in [I5] nutzten.

Seit der Entwicklung der Floer-Homologie durch Andreas Floer wurden viele Variationen der-
selben gebildet. Floer-Homologien kann man als unendlich-dimensionale Varianten der Morse-
Homologie verstehen. Daher sollen zunéchst die grundsétzlichen Ideen der Morse-Homologie

umrissen werden und daran ankniipfend die Konstruktion der Instanton-Floer-Homologie.

Definition A.1. Sei M eine kompakte, orientierte Mannigfaltigkeit. Eine Funktion f : M —
R heit Morse-Funktion, falls in jedem kritischen Punkt p € M (d.h. df, = 0) die Hessesche
D?f, : TM, x TM, — R nicht entartet ist. Die maximale Dimension eines Unterraumes von

TM,p, auf dem die Hessesche negativ definit ist, nennt man dann den Index von f in p,
ind,(f) := ind(D?f,).

Bemerkung A.2. (a) Fir einen kritischen Punkt p einer Morse-Funktion f : M — R
liefert das Morse-Lemma eine lokale Darstellung von f um p, genauer: Es existieren

Koordinaten = = (x1,...,2,) um p, sodass f die Darstellung

f@)=(@1)* + ..+ (2n)® = (wr1)? = = (20)?

hat, wobei k = ind,(f) der Index von f in p ist. Fiir eine prizise Formulierung und

einen Beweis des Morse-Lemmas siehe zum Beispiel [18].

(b) Eine direkte Folgerung aus dem Morse-Lemma ist, dass die Menge der kritischen Punkte

crit(f) € M von f isoliert ist. Da M kompakt ist, ist somit crit(f) eine endliche Menge.
Nun kann man bereits die Kettengruppen des Morse-Komplexes definieren:

Definition A.3. Man setzt fiur k € Z

Cy = @ Z,

peerity (/)

wobei crity(f) die Menge der kritischen Punkte von f zum Index k sei.
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Konstruktion A.4. Die Idee bei der Definition des Differentials des Morse-Komplexes ist,
der Morse-Funktion f einen Fluss zuzuordnen und dann Trajektorien zwischen den kritischen
Punkten zu zdhlen (allerdings mit Gewichten in {£1}).

Dazu wéhlt man zunéchst eine riemannsche Metrik g = ({-,-)p)pem auf M und bildet das

Gradienten-Vektorfeld grad(f) von f, charakterisiert durch

(grad(f)(p), &) = dfp(§), VE€TM,.

Fiir p, q € crit(f) mit p # ¢ definiert man den Trajektorienraum

Cp,q) ={a:R—> M : &= —grad(f) oa, tlim a(t) =p, lim «ft) =q}.

——00 t—+o00

Die Trajektorien parametrisieren also gerade die Bahnen des negativen Gradientenflusses von
f (bzgl. g). Allerdings liefert eine Umparametrisierung durch eine Translation um s zwar eine
andere Trajektorie, die allerdings dasselbe Bild (auch genannt die Bahn der Trajektorie) hat.
Daher bildet man den Quotienten beziiglich dieser R-Wirkung, um zum Bahnenraum B(p, q)
zu gelangen:

B(p,q) :=C(p,q)/R.

Die Bahnen zwischen kritischen Punkten sind nun die geeigneten Objekte zur Definition des
Differentials fiir den Morse-Komplex. Nach einer eventuellen Stérung der Morse-Funktion zur

Erfilllung der sogenannten Morse-Smale-Bedingung gilt ndmlich:

Satz A.5. Fir p,q € crit(f) ist der Bahnenraum B(p,q) eine glatte kompakte Mannigfaltig-

keit der Dimension
dim(B(p, q)) = indp(f) - indq(f) -1

O

Kommentar A.6. Die Formulierung der Morse-Smale-Bedingung und auch der Beweis von

finden sich in [5].

Anschaulich z&hlt man nun einfach die Bahnen zwischen zwei kritischen Punkten, deren Index
sich um 1 unterscheidet, denn das ist eine 0-dimensionale kompakte Mannigfaltigkeit, also eine
endliche Menge. Es tut sich jedoch eine technische Schwierigkeit bei der Wahl des Vorzeichens
auf, mit dem eine jede Bahn gezéhlt werden soll. Man hat zwei Moglichkeiten, dieses Problem
zu 16sen. Entweder betrachtet man Homologie mit Koeffizienten in Fo, dann muss man sich
nicht mehr um Vorzeichen kiimmern. Méchte man jedoch auch andere Koeffizientengruppen
wie z.B. Z zulassen, so fithrt kein Weg daran vorbei. Und wie in den meisten Féllen, wo eine

Homologie aus geometrischen Strukturen gewonnen werden soll, iibersetzt sich dieses Problem
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auch hier in eine Frage tiber Orientierungen, in diesem Fall der Bahnen [a]| € B(p, q). Es stellt
sich heraus, dass mit Hilfe der Orientierung von M jeder Bahn eine Orientierung sgn [a] so
zugewiesen werden kann, dass die Abbildung 0 = (0x : Cr — Ck_1)kez, welche auf den

Erzeugern p € critg(f) von Cy durch

hp= >, Y. senla]-q

g€crity_1(f) [o]€B(p,q)

gegeben ist, die Bedingung 6% = 0 erfiillt (beachte auch hier wieder [5] fiir Details). Dies gibt

(C,0) die Struktur eines Kettenkomplexes, dessen Homologiegruppen mit
Hp'™ (M) = ker(9),) /im(9y+1)

bezeichnet werden. Die Homologie
Mo (M) = (Y™ (M))ser

heiBt Morse-Homologie von M. Es gilt dann (siche abermals [5]):

Satz A.7. Die Morse-Homologiegruppen H};/[O“e(M) sind unabhdngig von den Wahlen der
Morse-Funktion f und der Riemannschen Metrik g und es gilt

H’IC\/Iorse(M) ~ Hzing(M) )
O

In diesem Sinne ist die Morse-Homologie zu verstehen als ein differentialgeometrisches Werk-
zeug zur Berechnung der singuldren Homologie einer Mannigfaltigkeit M.

Eine neue Bedeutung kommt der Morse-Homologie als endlich-dimensionales Vorbild zur
Konstruktion der Floer-Homologien bei. Hier sollen nun die Grundziige der Instanton-Floer-
Homologie fiir 3-Mannigfaltigkeiten erklért werden. Die prézise Konstruktion ist zu finden in
[13], [14] und fiir den speziellen Fall eines Knotens in einer 3-Mannigfaltigkeit in [16].

Sei dazu im Folgenden stets Y eine geschlossene dreidimensionale Mannigfaltigkeit und = :
P —'Y ein SU(2)-Hauptfaserbiindel uber Y.

Man betrachtet nun das zu P adjungierte Biindel ad(P) und Zusammenhénge auf demselben
und setzt

C(Y,P):={A: Aist ein Zusammenhang in ad(P)}.

Dieser Raum von Zusammenhidngen soll die Rolle des Trajektorienraumes spielen, anders
als bei der Morse-Homologie handelt es sich hierbei nun aber um einen (affinen) Raum von

unendlicher Dimension.
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A. Floer-Homologie

Jedem Zusammenhang A € C(Y, P) mochte man nun eine reelle Zahl zuordnen und dann einen
Gradienten-Fluss bilden, so wie das fiir die Morse-Funktion im endlich-dimensionalen Fall
geschah. Diese Rolle iibernimmt nun gerade das Chern-Simons-Funktional CS : C(Y, P) — R,
definiert durch

CS(A4) = /YTr(dA NA+ %A NANA) dp.

Die kritischen Punkte des Chern-Simons-Funktionals lassen sich elegant charakterisieren; es

sind gerade diejenigen Zusammenhénge, deren Kriimmungsform verschwindet:
crit(CS) = {A e C(Y,P): F4 =0}

(Man vergleiche dies auch mit dem Prinzip der kleinsten Wirkung im Lagrange-Formalismus
der klassischen Mechanik.)
Wie beim Trajektorienraum in der Morse-Homologie muss man zunéchst noch den Quotienten

beziiglich einer Gruppenwirkung bilden, in disesem Fall beziiglich der Eichgruppe
G(Y,P):={¢: P — P:¢ist Automorphismus mit det ¢(y) = 1,Vy € Y}.

Den entstehenden Raum

B(Y,P):=C(Y,P)/G(Y,P)

nennt man Konfigurationsraum. Durch eine kleine Stérung des Chern-Simons-Funktionals
kann man erreichen, dass der Konfigurationsraum eine endlich-dimensionale geschlossene
Mannigfaltigkeit ist. Das Chern-Simons-Funktional induziert dann auf B(Y,P) eine S'-
wertige Morse-Funktion CS : B(Y, P) — S!.

Man erhélt die Instanton-Floer-Homologie I,.(Y, P)von (Y, P) durch

L.(Y, P) := HM¢(B(Y, P); CS).

Ist nun K C Y ein Knoten oder ein Link, so méchte man eine geeignete Variante der Floer-
Homologie von Y definieren, welche méglichst zu einer Knoten- bzw. Linktypinvariante wer-
den soll. Man betrachtet hierzu auch wieder U(2)-Hauptfaserbtindel 7 : P — Y. Allerdings
betrachtet man nun nicht den Raum aller Zusammenhénge in ad(P), sondern nur Zusam-

menhénge, die eine Singularitdtsbedingung entlang K erfiillen,
C(Y,K;P):={A: Aist ein Zusammenhang in ad(P) mit Singularitét entlang K}.

Zur préazisen Definition von Zusammenhédngen mit Singularitét entlang einer Untermannig-
faltigkeit der Codimension 2 siche [I3] und [I4] oder auch [I6]. Wie zuvor definiert man

nun eine Eichgruppe und einen Konfigurationsraum und imitiert die Morse-Homologie unter
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Benutzung des Chern-Simons-Funktionals. Man erhélt die Instanton-Floer-Homologie eines
Knotens K C Y,
L(Y,K; P)

Beachte hierbei, dass die Verschlingung ohne Komponenten K = & gerade die urspriingliche

Instanton-Floer-Homologie von Y liefert.

Konstruktionsskizze A.8. Da die Khovanov-Homologie sich iiber Gebinde-Relationen be-
schreiben lésst (s. und somit diejenigen Link-Cobordismen eine besondere Rolle spie-
len, deren Projektionen eine Kreuzung eines zugehodrigen Linkdiagramms in eine 0- oder
1-Gléttung tberfiithren, stellt man eine Forderung an die Instanton-Floer-Homologie eines
Knotens bzw. Links: Man hétte gerne, dass die Instanton-Floer-Homologie unter solchen
Cobordismen funktoriell wird, insbesondere dass ein Cobordismus einen Homomorphismus
unter den zugehorigen Instanton-Floer-Homologien der beiden Randknoten des Cobordismus
induziert.

Leider stellt sich heraus, dass die oben definierte Instanton-Floer-Homologie fiir Knoten bzw.
Links diese Forderung nicht erfiillt, sodass noch eine weitere Variation, die sogenannte (re-
duzierte) singulare Instanton-Knoten-Homologie, benotigt wird.

Zur Konstruktion der reduzierten singuldren Instanton-Knoten-Homologie (fiir Details siehe
115)):

Zu einem gegebenen Link K C S? wihlt man einen Basispunkt 2 € K und einen Normalen-
vektor v zu K in z. Ist nun L der Rand einer kleinen Scheibe, die im Punkt x normal an
den Link K steht, so bezeichnen wir mit w einen Bogen, der von x in Richtung v zum Rand
L der Normalenscheibe verlduft (also gerade ein Radius der Scheibe). Hat man die Scheibe
klein genug gewahlt (z.B. innerhalb einer Tubenumgebung von K), so ldsst sich (dhnlich wie
zuvor) mit Hilfe von w eine Instanton-Floer-Homologie fiir den Link K% := K LI L definieren.
Der Bogen w iibernimmt dabei in gewisser Weise die Rolle der Biindelstruktur, genauer ist
w dual zur zweiten (relativen) Stiefel-Whitney-Klasse ws des Biindels P. Durch diese Wahl
wird eine Nicht-Ganzzahligkeitsbedingung erfiillt (beachte hierzu auch wieder [16]). Dies stellt

sicher, dass man eine Invariante
INY,K,z,v) = I“(Y,K") = (Y, K% P)

erhélt, welche als reduzierte singulare Instanton-Knoten-Homologie bezeichnet wird. Man un-
terdriickt in der Notation hiufig die Wahlen von 2 und v und schreibt lediglich I*(Y, K). Falls
man sich fiir die Gruppe I” (Y, K) nur bis auf Isomorphie interessiert, so beachte man, dass

die Wahlen von z und v nur die Komponente von K, in welcher x liegt, markieren. Es ist
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A. Floer-Homologie

dann also I*(Y, K) eine Invariante fiir Links K C Y mit einer markierten Komponente von K.
Der Vorteil von I%(Y, K) ist nun das Verhalten unter Cobordismen: Betrachtet man (orien-
tierte) Cobordismen zwischen Paaren (Y, K1) und (Y, K2) als Morphismen in einer Kategorie
Linky (wo die Objekte (Y, K) Paare einer 3-Mannigfaltigkeit ¥ und eines Links K C Y (mit
markierter Komponente) sind), so induzieren diese Cobordismen nun Homomorphismen in
den zugehorigen reduzierten singuldren Instanton-Knoten-Homologien der jeweiligen Paare,
praziser:

I" wird zu einem Funktor zwischen Link und der Kategorie gAb der (graduierten) abelschen
Gruppen. Es stellt sich sogar heraus (vergleiche Abschnitt , dass die reduzierte singula-
re Instanton-Knoten-Homologie (iiber Y = S?) Kandidat fiir eine Khovanov-Floer-Theorie
ist: Die Funktorialitdt unter Cobordismen erlaubt die Konstruktion eines filtrierten Ket-
tenkomplexes, dessen zugehorige Spektralsequenz die reduzierte singulére Instanton-Knoten-

Homologie als E-Seite und die Khovanov-Homologie als zweite Seite hat.
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Epilog

An dieser Stelle méchte ich noch einen Ausblick tiber einige der Entwicklungen der letzten

Jahre im Kontext der Khovanov-Floer-Theorien geben.

Die Rasmussen-Invariante s(K) fiir Knoten wurde von Rasmussen in [22] entwickelt, wo er
diese benutzte, um einen rein kombinatorischen Beweis der Milnor- Vermutung tiber das glatte
Scheiben-Geschlecht von Torus-Knoten zu geben. Diese wurde zuvor bereits von Kronheimer
und Mrowka in [I3] mit eichtheoretischen Methoden bewiesen. Dies zeigt, dass auch die
filtrierte Bar-Natan-Theorie gewisse Korrelationen mit Eichtheorien (und damit verbunden

Floer-Homologien) hat.

Seit der Entdeckung, dass die Khovanov-Homologie den Unknoten detektiert, wurden weitere
Resultate iiber die Khovanov-Homologie gewonnen. Meist kam dabei die Spektralsequenz von
Kronheimer und Mrowka (siehe Abschnitt oder eine dhnliche Khovanov-Floer-Theorie

zum Einsatz. So weifl man heute, dass die Khovanov-Homologie unter anderem
o den Unlink mit ¥ Komponenten (siche [g]),
o den Kleeblatt-Knoten (siehe [3]) und
o den Hopf-Link (siehe [4]) detektiert.

Eine Feinheit hatte ich bei der Konstruktion der Khovanov-Floer-Theorien nicht explizit
erwahnt. So passiert es manchmal, dass eine Khovanov-Floer-Theorie auf der F-Seite zwar
den Objekten eine entsprechende Floer-Homologie zuweist, aber die durch E, induzierten
Morphismen stimmen im Allgemeinen nicht mit den in der Floer-Homologie induzierten
Morphismen iiberein. Dies hdngt mit der Art und Weise zusammen, wie filtrierte Kettenab-
bildungen vom Grad k Abbildungen auf den Seiten der Spektralsequenz induzieren, genauer
mit der in M(b) angedeuteten Freiheit der Wahl von k. Es gibt einen Zugang von Adam
Saltz zu Khovanov-Floer-Theorien (siehe [25]), bei dem V-Komplexe vermieden werden:

Man erhalt unter gewissen Zusatzbedingungen eine funktorielle Zuordnung, welche den Links
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filtrierte Komplexe (und nicht nur die zugehorigen Spektralsequenzen) zuweist. Diese filtrier-
ten Komplexe respektieren dann auch die von der Floer-Homologie induzierten Morphismen.

Daher spricht man von solchen Zuordnungen als starken Khovanov-Floer-Theorien.

Wenn man von der Fiille der hier vorgestellten Knotentheorie nun einen Knoten im Kopf hat,
so mochte ich die Arbeit nun beschliefen und mit der Tatsache trosten, dass aus differential-

topologischer Sicht ein Knoten einfach nur (diffeomorph zu) eine(r) Kreislinie ist.

Zuletzt mochte ich die Gelegenheit nutzen, einigen Personen zu danken, welche mich auf
meinem Weg begleitet haben.

So danke ich Prof. Frank Loose, der vom Beginn meines Studiums bis zum heutigen Tage
meine Begeisterung fiir die Mathematik zu entfachen und zu mehren verstand. Die Betreuung
meiner Arbeit und die erfolgreiche Initiative, dass meine Familie stets finanziell abgesichert
war, weifl ich sehr zu schétzen.

Ich md&chte Prof. Christoph Bohle, mit dem ich viele anregende Gespréche, auch abseits der
Mathematik, fihren durfte, meinen Dank dafiir aussprechen, dass er mich eines Tages in die
fabelhafte Welt der Knoten entfiihrte.

Prof. Matthew Hedden beantwortete mir einige Fragen, die mich lange beschéftigten — und
das, obwohl wir uns nie personlich getroffen haben. Die teils {iberraschend einfachen, teils
aber auch tiefliegenden Antworten haben mir bei meiner Arbeit in entscheidenden Punkten
weitergeholfen. Daher richtet sich dieser Dank nach Michigan: Thank You, Matt!

Meinen Eltern und Schwiegereltern danke ich, dass sie mich und meine Familie nach Kréften
unterstiitzt haben. Liebe Marion, dieser Dank gilt ganz besonders dir. Ohne dich hatten wir
das alles nicht geschafft.

Schliefllich driicke ich meine Dankbarkeit gegeniiber Aurelia, Claudius, Emilia und Bettina

aus, denn durch euch erfahre ich jeden Tag aufs Neue meines Lebens Gliick.
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