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Einleitung

Nach Abschluss der Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen wurde die Un-
tersuchung der Untergruppenverbénde dieser Gruppen ein zentrales Forschungs-
gebiet der Gruppentheorie. Die nichtabelschen endlichen einfachen Gruppen las-
sen sich in drei Klassen einteilen, bestehend aus den alternierenden Gruppen
vom Grad n > 5, den endlichen Gruppen vom Lie-Typ und den 26 sporadischen
Gruppen. Die Klasse der Gruppen vom Lie-Typ enthélt zum einen die klassischen
Gruppen und zum anderen die Ausnahmetypen.

Die vorliegende Arbeit behandelt spezielle Untergruppen der Ausnahmety-
pen und stellt eine Verallgemeinerung von Ergebnissen dar, die zunéchst von Ch.
Hering fiir lineare Gruppen gefunden und spéter von B. Merkt auf die klassischen
Gruppen verallgemeinert wurden. In einer Arbeit von Ch. Hering zur Charakte-
risierung bestimmter zweifach transitiver Permutationsgruppen, im Wesentlichen
der Untergruppen von PI'Ly(q), die PSLy(q) enthalten, ([Hel]) finden sich Er-
gebnisse iiber lineare Gruppen, die ein Element von Primzahlordnung enthalten,
das irreduzibel auf dem zugehorigen Modul wirkt. In weiteren Arbeiten ([He2|,
[He3]) werden diese Ergebnisse dann erweitert zu einer systematischen Untersu-
chung der Obergruppen solcher Elemente und zum Studium zweifach transitiver
Permutationsgruppen mit reguldrem Sockel. Ausgangspunkt der Ergebnisse ist
die Beobachtung, dass die von solchen irreduziblen Elementen von Primzahlord-
nung erzeugte Gruppe in auflésbaren linearen Gruppen fast immer normal ist.
In den Ausnahmeféllen ergeben sich starke Einschrankungen fiir die Dimensi-
on des Moduls und andere Parameter, und die Struktur sémtlicher auflosbarer
Ausnahmefille ist bekannt.

Da nicht alle klassischen Gruppen Elemente besitzen, die irreduzibel auf dem
zugehorigen Modul wirken, fithrte B. Merkt die Begriffe des Zsigmondy-FElementes
und der Zsigmondy-Zahl ein, um die Ergebnisse von Ch. Hering auf klassische
Gruppen verallgemeinern zu kénnen. Dabei ist fiir eine klassische Gruppe G mit
dem zugehorigen natiirlichen Modul V' die Zsigmondy-Zahl definiert als die Di-
mension eines Untermoduls maximaler Dimension, auf dem ein Element von G
irreduzibel wirkt. Wirkt € G irreduzibel auf einem solchen Untermodul, so heift
x Zsigmondy-Element. In klassischen Gruppen, die einen Singerzyklus enthalten,
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wirken Zsigmondy-Elemente irreduzibel. In [Me] werden dann Struktursétze iiber
Untergruppen von G bewiesen, die Zsigmondy-Elemente von Primzahlordnung
enthalten.

Um entsprechende Ergebnisse fiir die Ausnahmetypen zu erzielen, muss der
Begriff der Zsigmondy-Zahl abgeindert werden. In der vorliegenden Arbeit be-
zeichnet die Zsigmondy-Zahl ;1(G,V') die Dimension eines Untermoduls von V'
maximaler Dimension, auf dem ein Element von Primzahlordnung irreduzibel
wirkt. Entsprechend ist ein Zsigmondy-FElement ein Element g € G, so dass ein
Element in < ¢ > von Primzahlordnung irreduzibel auf einem Untermodul von V'
der Dimension (G, V') wirkt. Zum Vergleich bezeichne v(G, V') den von B. Merkt
eingefithrten Parameter. In klassischen Gruppen gilt stets u(G,V) = v(G,V),
und die Zentralisatoren von je zwei Elementen, die irreduzibel auf einem Unter-
modul der Dimension (G, V') wirken, sind konjugiert. Beides gilt nicht mehr fiir
alle Ausnahmetypen. Wihrend sich die Zsigmondy-Zahl aus der Ordnung von G
ablesen ldsst, muss zur Bestimmung von v(G, V') die Wirkung der maximalen Tori
von G auf V' untersucht werden. Ist GG eine nicht-getwistete Gruppe vom Lie-Typ,
so zeigt sich, dass die Zsigmondy-Zahl stets der Ordnung eines Coxeter-Elements
in der zugehorigen Weyl-Gruppe entspricht.

In der vorliegenden Arbeit werden zunéchst Struktursiitze fiir Untergruppen
der einfach-zusammenhingenden Gruppen vom Typ Gs, 3Dy, Eg, Fy, *Eg und
E; bewiesen, die ein Zsigmondy-Element enthalten. Diese Ergebnisse entspre-
chen den von Ch. Hering und B. Merkt gefundenen Ergebnissen fiir die klassi-
schen Gruppen. Insbesondere gilt in allen von Ch. Hering, B. Merkt und in der
vorliegenden Arbeit untersuchten Gruppen, also den Untergruppen einer einfach-
zusammenhéngenden Gruppe G vom Lie-Typ, die ein Zsigmondy-Element enthal-
ten, dass solche Untergruppen hichstens einen nichtabelschen Kompositionsfak-
tor besitzen. Bis auf wenige Ausnahmen, die sich genau angeben lassen, sind sie
auflésbar oder besitzen einen quasieinfachen Normalteiler. Ausgangspunkt ist wie
in den Arbeiten von Ch. Hering und B. Merkt die Untersuchung der auflésbaren
Untergruppen von G, die ein Zsigmondy-Element enthalten.

Anders als in [Me] untersuchen wir, ausgehend von den so gefundenen Struk-
tursédtzen, mit Hilfe der Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen den ge-
nauen Isomorphietyp der Obergruppen von Zsigmondy-Elementen fiir die Aus-
nahmetypen. Enthélt eine Untergruppe von G ein Zsigmondy-Element, das nicht
die kleinstmogliche Ordnung p(G, V') +1 hat, so geben wir eine vollsténdige Liste
solcher Gruppen an. Fiir die kleinstmogliche Ordnung bleibt nur eine kleine Zahl
moglicher Obergruppen fiir die Typen Eg, Fy, 2Es und E; offen. Alle diese offe-
nen Félle enthalten normale Gruppen vom Lie-Typ in einer Charakteristik, die
verschieden ist von der Charakteristik des G zugrunde liegenden Korpers. Diese
genauere Bestimmung der Obergruppen von Zsigmondy-Elementen beruht einer-
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seits darauf, dass die zugehorigen Moduln fiir die Ausnahmetypen eine fiir den
Typ charakteristische, feste Dimension haben, und andererseits auf neuen Argu-
menten, die wir insbesondere fiir die Gruppen mit einer Komponente vom Lie-Typ
in der Charakteristik des definierenden Korpers entwickeln. Es sei darauf hinge-
wiesen, dass insbesondere sémtliche Untergruppen von G, die den Zentralisator
eines Zsigmondy-Elements, einen maximalen Torus von G, enthalten, bestimmt
werden.

Die Untersuchung der Untergruppenstruktur der endlichen einfachen
Gruppen konzentriert sich grofitenteils auf die Bestimmung ihrer maximalen Un-
tergruppen. Ein Uberblick iiber den Stand dieses Forschungsprogramms im Jahr
1990 findet sich in [KL], §1. Fiir die alternierenden Gruppen ist diese Klassifi-
kation vollsténdig ([LPS]). Sie basiert auf dem Satz von O’Nan-Scott als dem
zentralen Struktursatz. Einen entsprechenden Satz hat M. Aschbacher fiir die
endlichen klassischen Gruppen bewiesen. Die maximalen Untergruppen der spo-
radischen Gruppen mit Ausnahme des Baby-Monsters BM und des Monsters M
sind vollstindig bestimmt. Fiir die Ausnahmegruppen liegt eine Klassifikation fiir
die Serien ?By(q),2 G2(q) (siehe [KI1]), G2(q) (siehe [As3]), 3D4(q) (siehe [KI12])
und 2Fy(q) vor. M. Aschbacher hat eine fast vollstindige Klassifikation der maxi-
malen Untergruppen der Gruppen vom Typ FEg erzielt. Der Beweis der Ergebnisse
verteilt sich iiber eine Serie von Arbeiten, die zusammen iiber 300 Seiten fiillen.
Das Ergebnis findet sich in einer unveroffentlichten Arbeit von 170 Seiten Lénge.
Dabei bleibt zuletzt eine Reihe moglicher Fille offen, darunter auch alle Fille,
deren Existenz in der vorliegenden Arbeit nicht gekldrt werden konnte.

Weitere Untersuchungen iiber die Untergruppenstruktur der endlichen Grup-
pen vom Lie-Typ konzentrieren sich auf Obergruppen maximaler Tori oder Un-
tergruppen, die von Wurzelgruppen erzeugt werden. Von diesen Arbeiten unter-
scheidet sich die vorliegende Arbeit nicht nur im Hinblick auf die untersuchten
Untergruppen, sondern auch auf die verwendeten Methoden. Sie bewegt sich wie
[Me] in der Nachfolge der Arbeiten von Ch. Hering. Dies bedeutet insbesonde-
re, dass in weiten Teilen der Beweise Methoden der abstrakten Gruppentheorie
verwendet werden.

In letzter Zeit beschéiftigte sich eine Arbeit von Guralnik, Penttila, Prager
und Saxl ([GPPS]) mit dhnlichen Fragestellungen. Die genannten Autoren klassi-
fizieren alle Untergruppen von GL,(q), deren Ordnung durch einen g-primitiven
Teiler von ¢¢ — 1 fiir ein e mit n/2 < e < n teilbar ist. Ihre Ergebnisse umfassen
damit auch die Ergebnisse von Ch. Hering und B. Merkt. Die Methoden unter-
scheiden sich von den von Ch. Hering verwendeten, weil ihre Arbeit den Klassifi-
kationssatz von M. Aschbacher fiir die maximalen Untergruppen der klassischen
Gruppen voraussetzt. Ein entsprechender Satz liegt fiir die Ausnahmetypen nur
ansatzweise vor und kann nicht wie in [GPPS] verwendet werden. Insbesondere
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iiber die Untergruppenstruktur der Gruppen vom Typ E; sind bisher nur sehr
wenige Ergebnisse bekannt. Fiir andere Typen miisste man eine Reihe sehr kom-
plexer, zum Teil unverdffentlichter Arbeiten voraussetzen. Dennoch verwenden
wir einige Ergebnisse von M. Aschbacher iiber die Untergruppen der Gruppen
vom Typ Eg. An manchen Stellen werden Ergebnisse von M. Aschbacher, die auf
komplizierten und oft iiber mehrere Arbeiten verteilten Argumentationen beru-
hen, durch einfachere, fiir unser Thema ausreichende Argumente ersetzt.

Die ersten beiden Kapitel beinhalten neben elementaren Grundlagen auch
Uberlegungen zahlentheoretischer Natur. Der Begriff des g¢-primitiven Teilers
wird eingefiihrt und in Zusammenhang zu den irreduziblen Darstellungen ge-
wisser halbeinfacher Elemente gebracht.

Im dritten Kapitel werden die Standardmoduln und die im Folgenden verwen-
deten Multilinearformen fiir die untersuchten Gruppen eingefiihrt. Dabei wird fiir
die Gruppen vom Typ E; eine Darstellung nach B. Cooperstein gewéhlt, die nur
in ungerader Charakteristik gilt. Entsprechend gelten die erzielten Ergebnisse
iiber die Gruppen vom Typ E; nur in ungerader Charakteristik, obwohl diese
Bedingung aufler bei der Definition der 4-Linear-Form fiir E; nirgends eingeht.
Es ist zu erwarten, dass die erzielten Ergebnisse auch in Charakteristik 2 gelten.

Das vierte Kapitel bietet einen Uberblick iiber die Sitze von Ch. Hering fiir
lineare Gruppen und das fiinfte Kapitel iiber die Sétze von B. Merkt fiir die
endlichen klassischen Gruppen.

Im sechsten Kapitel werden Zentralisatoren, Normalisatoren und Konjugier-
tenklassen von Zsigmondy-Elementen bestimmt. Dazu wird die gut ausgearbeite-
te Theorie der Zentralisatoren halbeinfacher Elemente in algebraischen Gruppen
verwendet. Sie ersetzt die von B. Merkt verwendeten, elementaren Methoden,
weil diese sich nicht auf die Ausnahmetypen verallgemeinern lassen. Auch fiir die
Bestimmung der Zentralisatoren, Normalisatoren und Konjugiertenklassen von
Zsigmondy-Elementen in klassischen Gruppen werden neue Beweise gegeben, die
wesentlich kiirzer sind als die in der Arbeit von B. Merkt gefiihrten und zu-
dem sowohl die Ergebnisse als auch ihre Beziehung zu den zahlentheoretischen
Voraussetzungen plausibler machen. Sie werden auch deswegen gefiihrt, weil aus
ihnen alle zyklischen Zentralisatoren von halbeinfachen Elementen der klassischen
Gruppen bestimmt werden kénnen. Dieses Ergebnis wird benétigt fiir die genaue
Bestimmung der Obergruppen von Zsigmondy-Elementen.

Das siebte Kapitel beinhaltet die Struktursétze fiir Obergruppen von Zsig-
mondy-Elementen in endlichen einfach-zusammenhéngenden Gruppen vom Lie-
Typ Ga, °Dy, Fy, Eg, Es und E; und die Bestimmung sédmtlicher Obergrup-
pen mit Ausnahme der erwiéhnten ungekléarten Falle mit Hilfe der Klassifikation
der endlichen einfachen Gruppen. Dabei sei darauf hingewiesen, dass die Struk-
tursétze diejenigen Resultate sind, die sich ohne die Verwendung der Klassifika-
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tion der endlichen einfachen Gruppen erzielen lassen. Auch fiir die nicht behan-
delten Gruppen vom Typ Eg und vom Typ E7 in Charakteristik 2 sollten sich
analoge Resultate erzielen lassen. Entsprechende Ergebnisse fiir die Ree-Gruppen
lassen sich aus den Ergebnissen fiir die behandelten Gruppen ableiten.

Die vorliegende Arbeit bietet einen einheitlichen Zugang zu verwandten Fra-
gestellungen fiir verschiedene endliche Gruppen vom Lie-Typ, die bisher nicht
untersucht worden sind. Mit vollstéindig neuen Methoden werden Ergebnisse er-
zielt, die nur fiir einige Typen bekannt sind und fiir die meisten dieser Typen
nur aus der Kombination sehr umfassender und zum Teil unvertffentlichter Ar-
beiten abgeleitet werden konnen. Insbesondere fiir die Gruppen vom Typ FE;
waren die erzielten Ergebnisse bisher nicht bekannt. Die Moglichkeit, mit Hil-
fe der verwendeten Techniken Ergebnisse iiber Untergruppen endlicher Gruppen
vom Lie-Typ zu erhalten, erschopft sich nicht in der Klassifikation der Ober-
gruppen von Zsigmondy-Elementen. Weitere Untersuchungen iiber Obergruppen
halbeinfacher Elemente mit dhnlichen Mitteln bieten sich an.

Herzlich bedanken méchte ich mich bei Herrn Prof. Dr. Ch. Hering fiir die
Themenstellung und Betreuung dieser Dissertation. Mein weiterer Dank fiir an-

regende Diskussionen gilt Herrn Prof. Dr. P. Schmid und meinen Kollegen Dr.
Udo Riese und Lars Schneider.






Allgemeine Notation

Stets bezeichnen p und r Primzahlen und ¢ eine Potenz von p. Kérper sind stets
kommutativ. Zudem gelten folgende Bezeichnungen:

F, endlicher Kérper der Ordnung ¢ = p*

[F* multiplikative Gruppe des Korpers

[F2 die Menge aller von 0 verschiedenen Quadrate in F

Ly, die zyklische Gruppe der Ordnung n

Aut(G) die Gruppe der Automorphismen der Gruppe G

Inn(G) die Gruppe der inneren Automorphismen der Gruppe G

Z(Q) das Zentrum der Gruppe G

Ne(H) der Normalisator der Untergruppe H in G

Cq(H) der Zentralisator der Untergruppe H in G

Autg(H) die Gruppe der durch Mg (H) auf H induzierten Auto-
morphismen

Fiir einen G-Modul V und M < V sind die Bezeichnungen €y (G), €q(M) und
MNe(M) im semidirekten Produkt VG zu verstehen.

Gt V= Uy & - - & U, fir G-Untermoduln U; (1 < ¢ < s), so nennen wir
Z = {U,...,Us} eine direkte Zerlegung des G-Moduls V. Dann bezeichnet
Cs(Z) die Menge aller Elemente in G, die jeden der Unterrdume U;, 1 < i < s,
stabilisieren und 95 (Z) die Menge aller Elemente in GG, die Z stabilisieren.
Spezielle Bezeichnungen zu linearen algebraischen Gruppen, zu Coxeter-
Gruppen, zu den verschiedenen Typen von Gruppen vom Lie-Typ und den zuge-
horigen Moduln finden sich in den entsprechenden Abschnitten.
Zsigmondy-Elemente, die Zsigmondy-Zahl (G, V) und der Parameter v(G,V)
werden in Kapitel 6.2 definiert. Bezeichnungen im Zusammenhang mit Teilbar-
keit in N, Kreisteilungspolynomen und ¢-primitiven Teilern von ¢" — 1 finden sich
am Anfang von Kapitel 2.

11






Kapitel 1

Grundlagen

Wir zitieren zuéchst einige Resultate iiber p-Gruppen vom symplektischen Typ,
die von zentraler Bedeutung fiir die Untersuchung auflésbarer Untergruppen von
endlichen Gruppen vom Lie-Typ sind.

Definition 1.1 Ist p eine Primzahl und P eine p-Gruppe, so heifst P extra-
speziell, wenn Z(P) = P' = ®(P) = Z, gilt. P heifft vom symplektischen
Typ, wenn jede abelsche, in P charakteristische Untergruppe von P zyklisch ist.

Proposition 1.1 Seir eine Primzahl und R eine r-Gruppe vom symplektischen
Typ.

(i) Bis auf Isomorphie gibt es zwei extraspezielle Gruppen der Ordnung 13, Qg
und Dg fiir r = 2. Fir r # 2 hat nur eine der beiden Exponent r und ist
isomorph zur r-Sylowgruppe Ry von GLs(r).

(ii) Istr # 2 und exp(R) = r, so ist |R| = r'*2™ fiir ein m € Z und R isomorph
zum m-fachen zentralen Produkt von Ry.

(iii) Ist r = 2 und exp(R) = 4, so ist |[R| = 2'7*™ ynd R isomorph zum

m-fachen zentralen Produkt von Dg und wird mait 21?2"‘ bezeichnet, oder
es ist R isomorph zum zentralen Produkt von QQg mit 21L+2(m_1) und wird

mit 217%™ bezeichnet, oder es ist |R| = 22¥2™ und R isomorph zum zentra-
len Produkt Z, o 217%™ = 7, 0 217%™,

Beweis: ([KL], Prop. 4.6.2).

Die néchste Proposition beschreibt die Theorie der Darstellungen der Gruppen
vom symplektischen Typ.

13
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Proposition 1.2 Seir eine Primzahl, R eine r-Gruppe vom symplektischen Typ
mit exp(R) = r(r,2) und p # r eine Primzahl.

(i) R hat genau k = |Z(R)| — 1 nicht dquivalente treue, absolut irreduzible

Darstellungen pq, - - - , pr tber einem algebraisch abgeschlossenen Korper der
Charakteristik p.
(ii) Die Darstellungen py,--- , pr sind paarweise quasidquivalent, haben Grad

r™ mit m wie in Proposition 1.1, und ihr Zerfillungskorper ist Fpa mit dem
kleinsten a, fir das p* — 1 durch |Z(R)| teilbar ist.

(111) Firl <i,j <k, i#jist pi(z)# p;j(z) fir ze Z(R)\ {1}.
Beweis: ([KL], Prop. 4.6.3).

Proposition 1.3 Seir eine Primzahl, R eine r-Gruppe vom symplektischen Typ
mit exp(R) = r(r,2), p # r eine Primzahl, F ein Korper mit
char(F) = p und V' ein F-Vektorraum.

Sei R eine absolut irreduzible Untergruppe von GL(V').

Dann gilt AutGL(V)(R) = Q:Aut(R)(Z(R)).

Fiir ungerades v und |R| = r'*?™ ist € 4,y r)(Z(R))/Inn(R) = Spom ().
Ist R 217 50 ist € pury(Z(R))/Inn(R) = O3,,(2).

Ist R 2127 50 ist € 4ury(Z(R))/Inn(R) = Oy, (2).

Ist R= 7,40 2}r+2m, 50 15t Cpur)(Z(R))/Inn(R) = Spam(2).

Beweis: ([KL], Table 4.6.B und [As2], Thm. A(4)).

Lemma 1.1 Sei U < GL,(F) auflosbar, nichtabelsch, und besitze U einen maxi-
malen abelschen Normalteiler A, der zyklisch ist.

Ist dann N < €y(A) ein endlicher, minimaler nichtabelscher Normalteiler von
U, soist N eine r-Gruppe vom symplektischen Typ mit exp(N) = r(r,2) fir eine
von der Charakteristik von F verschiedene Primzahl r.

Beweis: ([Hup3], Hilfssatz I).

Lemma 1.2 Sei N ein abelscher Normalteiler der endlichen Gruppe G. Die Fak-
torgruppe G/N enthalte einen Normalteiler Z mit (|Z|,|N|) = 1 der via Konju-
gation fixpunktfrei auf N operiert. Dann gibt es ein Komplement zu N in G, und
je zwei solche Komplemente sind konjugiert in N.
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Beweis: Sei H das Urbild von Z in G. Nach dem Satz von Schur-Zassenhaus
existiert ein Komplement K zu N in H. Weil Z fixpunktfrei auf N operiert, ist
Ne(K)NN = 1. Sei ¢ € G. Dann ist K* ebenfalls ein Komplement zu N in
H und nach Schur-Zassenhaus konjugiert zu K in N, etwa K* = K". Dann ist
z = (zn)n~' € Ng(K)N. Folglich ist Ng(K) ein Komplement zu N in G.

Seien K, Ky Komplemente zu N in G. Dann sind Ky N H und Ko N H
Komplemente zu N in H und nach Schur-Zassenhaus konjugiert in N, etwa
(K1 N H)" = KoN H. Dann ist K = (Ng(K; N H))" = Ne((K1 N H)") =
mg(Kg N H) = K.
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Kapitel 2
g-primitive Teiler von ¢" — 1

Seien stets p eine Primzahl, a,b,n,m € N mit n > 2 und ¢ = p* eine Potenz von
.

Wir schreiben (a,b) fiir den grofiten gemeinsamen Teiler von a und b und a|b,
falls a ein Teiler von b ist. Ist r eine Primzahl und gilt pm|b und pm*! /fb, so sei
b, := p™ der p-Anteil von b.

®,,(z) bezeichne das n-te Kreisteilungspolynom in Q[z] und ®,,(m) seine Auswer-
tung in m. Es sei

O (m) := —,(m),

wobei f = (n,®,(m)) und f* die hochste Potenz von f sei, die ®,(m) teilt.
(Ist f = 1, so sei & = 1. Nach [He2|, Thm. 3.3 ist & = 1, es sei denn, es ist
f=n=2und m =3 (mod4).)

Definition 2.1 FEine natiirliche Zahlb > 0 heifit a-primitiver Teiler von a"—1,
falls b ein Teiler von a™ — 1 ist mit (b,a® — 1) = 1 fiir alle k mit 1 < k <n und

Lemma 2.1 Es gilt:
(1) Ist b ein a-primitiver Teiler von a™ — 1, so ist (b,a* — 1) = 1 fiir alle i mit
1<i<n.
(i) Ist b ein a-primitiver Teiler von a™ — 1, so ist b= 1 (modn).
(i11) Ist b ein a-primitiver Teiler von a™ — 1, so ist n die Ordnung von a modulo

b.

(iv) Ist b ein a-primitiver Teiler von a™ — 1, so ist b genau dann ein Teiler von
a™ — 1, wenn n ein Teiler von m ist.

(v) Ist b ein a™-primitiver Teiler von a™ — 1 und ein a-primitiver Teiler von
a* —1, soist n="k/(k,m).
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Beweis: Die Aussagen (i) und (ii) sind Hilfssatz 1 und 2 in [Hel], Aussage (iii) ist
offensichtlich, und (iv) und (v) sind direkte Folgerungen aus (iii).

Satz 2.1 (Zsigmondy) Aufer in den Fillen n = 6 und a = 2 oder n = 2 und
a+ 1= 2" fir eini € N besitzt a® — 1 einen von 1 verschiedenen a-primitiven
Teiler.

Beweis: Ein Beweis findet sich in [Zs], S. 283, andere Beweise unter anderem in
[Hel], Satz 3.9 oder in [Fe]. Dort folgt Satz 2.1 aus dem folgenden, allgemeineren
Resultat:

Satz 2.2 FEine Primzahlr heifit grofier Zsigmondy-Primteiler fir (a,n), falls
@2 (a)|, > n+1 gilt.
Aufler in den folgenden Fillen besitzt o™ — 1 einen groffen Zsigmondy-Primteiler:

(i) n =2 und a =2°3"—1 fir s € N und ¢t € {0, 1}.
(i) a =2 und n =4,6,10,12 oder 18.
(iii) a =3 und n =4 oder 6.

(iv) a =>5 und n = 6.

Das néchste Lemma enthélt einige konkrete Ergebnisse, die wir in spéiteren Ka-
piteln bendtigen. Der Beweis ergibt sich jeweils durch einfaches Nachrechnen.

Lemma 2.2 FEs gilt:
(i) ®3(a) = a®> +a+ 1 und ®4(a) = ®3(a)/(a —1,3).
(i) ®4(a) = a® + 1 und ®3(a) = P4(a)/(a —1,2).
(i) <I>6(a)—a —a—i—l und ®(a) = Pg(a)/(a+ 1,3).
(i) ®12(a) —a?+ 1 und ®3y(a) = Py3(a).
(1) ®13(a) a6 —a®+1 und ®3(a) = Pyg(a)/(a + 1,3).
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In der p-modularen Darstellungstheorie treten die g-primitiven Teiler von
¢" — 1 in Zusammenhang mit zyklischen irreduziblen Untergruppen von GL(V)
auf.

Satz 2.3 (Hering) Sei r eine Primzahl und V' ein n-dimensionaler Vektorraum
tber Fy. Dann sind dquivalent:

(i) 7| @} (q).
(i) r ist ein g-primitiver Teiler von ¢" — 1.
(11i) GL(V') enthdlt nichttriviale r-Gruppen, und jede nichttriviale r-Gruppe in
GL(V') wirkt irreduzibel auf V.

Beweis: ([He2], Thm. (3.5)).

Satz 2.4 Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tiber F = F, und A eine abel-
sche Untergruppe von GL(V'), die irreduzibel auf V' wirkt.
Dann ist A zyklisch, |A| ein Teiler von ¢" — 1, und |A| ){q’“ —1 firl <k<n.

Beweis: Sei s := |A|. Weil A irreduzibel auf V' wirkt, ist (s,q) = 1. Nach dem
Schur’schen Lemma ist E := Endpa (V') ein Kérper. Wegen A C E* ist A zyklisch.

Sei A =<a>.Dannist K :=FA = F(a) ein Teilkorper von E. Betrachtet man
V als K-Modul, so gt U = UK = U(FA) fir jeden
K-Unterraum von V', d.h. U = V und dimg (V) = 1. Es folgt E = FA = Fjn. Weil
nun F der kleinste Erweiterungskorper von F ist, dessen multiplikative Gruppe
eine zyklische Gruppe der Ordnung s enthélt, folgt die Behauptung.






Kapitel 3

Moduln und Formen fiir die
Ausnahmegruppen vom Lie-Typ

3.1 Gruppen vom Typ G5

Die Beschreibung der Chevalley-Gruppen vom Typ Go als Gruppe einer Triline-
arform auf dem zugehorigen Standardmodul der Dimension 7 findet sich in [As3].
Wir stellen im Folgenden die fiir unser Thema wichtigsten Ergebnisse zusammen.

Definition 3.1.1 Sei f eine Trilinearform auf dem Vektorraum V. Fir x € V
sei dann A das Radikal der Bilinearform f,. Fir einen Unterraum U von V sei
UA = mueU UA

Sei F ein Korper und V' ein 7-dimensionaler F-Vektorraum mit Basis
X = (zo, x4, 2 |1 <10 < 3).

Sei b die symmetrische Bilinearform mit b(z;, z}) = b(x},z;) = 1 fiir 1 < i < 3,
b(xg, z0) = —2 und b(y, z) = 0 fiir alle anderen Paare (y,z) € X x X. Dies wird
abgekiirzt durch die Schreibweise

2 / / /
b= —2x;5+ z12] + Toxy + T375.

Fiir char(FF) # 2 sei () die durch b bestimmte quadratische Form und fiir char(F) =
2 die eindeutig bestimmte quadratische Form mit zugehoriger Bilinearform b, fiir
die Q(zo) = 1 und Q(z;) = Q(z) = 0 gilt fiir 1 <4 < 3. Sei f die alternierende
Trilinearform, die definiert ist durch f(xq, zo, z3) = f(x], 24, 2%) = f(xo, x4, 7)) =
1firl1 <i<3und f(z,y,2) = 0 fir alle z,y,z € X, fiur die nicht {z,y,2} =

21
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{or,@0. 25}, {0y, 2} = {2, 2,04} oder {r,y, 2} = {wo,vi, 2} fiir i € {1,2,3}
gilt. Dies wird abgekiirzt durch die Schreibweise

/ / / /A A
[ =zox127 + To2275 + ToT3T3 + T1T2T3 + T1Tyx5.

Im Folgenden sei stets P, =< a; > fiir 0 < i < 3, Q; =<z > fir 1 <i < 3,
Va=Pi+Po+P3, Vi =Q1+ Q2+ Q3 und Vg = V3 + V5.

Sei G(F) =0(V,Q, f) =

{9 € GL(V)|Q(29) = Q(z), f(a%,y?,29) = f(z,y,2) Vz,y,2 € V}.
Bezeichnungen wie U+ oder z L y fiir Unterrdume U von V und z,y € V beziehen
sich stets auf die Bilinearform b.

Proposition 3.1.1 Die Gruppe G(IF) ist eine tiber F definierte Chevalley-Gruppe
vom Typ Gy. Fiir char(F) # 2 ist V' ein absolut irreduzibler G(F)-Modul, fiir
char(F) = 2 ist o G(F)-invariant, V ein unzerlegbarer G(F)-Modul und
V' [ <zo> ein absolut irreduzibler G(F)-Modul. In beiden Fdllen ist Z(G(F)) = 1.

Beweis: ([As3], Abschnitt 3).

Sei L die Untergruppe von GL(V'), die wie folgt definiert ist: Die Gruppe SL3(IF)
wirke kanonisch auf V3 und auf V3 so, dass die durch z; — 2} fir 1 <i <3
gegebene lineare Abbildung ein FL-Isomorphismus von V3 auf den Dualraum von
V3 ist, wobei (z} | 1 <i < 3) die zu (x; | 1 <i < 3) duale Basis bezeichne. Aufierdem
zentralisiere L den Punkt F,.

Lemma 3.1.1 Dann ist L eine Untergruppe von G(F).

Beweis: ([As3], (2.3)).

Fiir a,b € F* sei t = t(a,b) das eindeutig bestimmte Element in L mit 2} = a;24
und zf = asxs. Sei Ty =<t(a,b)|a,b € F* >. Falls aus dem Kontext nicht klar
ist, tiber welchem Korper Tp definiert ist, so schreiben wir auch Ty (F) statt 7.

Proposition 3.1.2 FEs gilt:

(i) G(F) besitzt ein zerfallendes BN-Paar mit einer Borel-Gruppe, die den
maximalen Torus Ty = (F*)? enthilt.
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(ii) Die Weyl-Gruppe N (To)/To ist isomorph zur Diedergruppe Dio der Ord-
nung 12. Sie wirkt kanonisch auf dem Sechseck, das gegeben ist durch die
Punktmenge {<x > | x € X \ mo} und die Kantenmenge {< z;, ) > |
1<i,j<3,i#j}.

Beweis: ([As3],(3.4)).

Proposition 3.1.3 Sind v,w € V' \ {0}, bzw. v,w € V \ Py fir char(F) = 2,
und existiert ein f € F, so dass Q(v) = f2Q(w) gilt, so ezistiert ein g € G(F)
mit <v >9=<w >. Ist insbesondere ¥ endlich, so besitzt die Gruppe G(F) auf
den eindimensionalen Unterrdumen von V drei Bahnen. Ist char(F) # 2 und F
endlich, so sind diese Bahnen gegeben durch die beziiglich () singuldren Punkte,
die Punkte <v> fir die Q(v) ein Quadrat in F* ist und die, fir die Q(v) kein
Quadrat in F ist. Ist char(F) = 2 und F endlich, so bestehen diese Bahnen aus
den beztiglich Q) singuldren und den nicht singuldren Punkten und aus Py.

Beweis: ([As3],(2.8)).

Proposition 3.1.4 Se: U < V eine Hyperebene in V', auf der Q eine nicht-
ausgeartete Form induziert, und H := N (U).
(i) Induziert Q auf U eine hyperbolische Form, so ist U in G(F) konjugiert zu
Vs. Nam (Vs) enthdlt den Normalteiler L vom Index 2. Seit das Element
in G(F), das fir 1 <i < 3 jeweils x; und x} vertauscht und xo auf —x
abbildet. Dann ist <t> ein Komplement zu L in Nemw) (V) und induziert
einen Graph-Automorphismus auf L. Mg (Vs) wirkt transitiv auf {Vs, V3 }.
Ist char(F) # 2, so ist H = Ngr (U') und Qv) € —F? fir U+ =
<v>.
(i) Induziert Q@ auf U eine nichtausgeartete nichthyperbolische Form, so sei
K eine Erweiterung von F vom Grad 2 mit Gol(K|F) =< o >, so dass
UK = K ®@U bei kanonischer Einbettung von G(F) in G(K) hyperbolisch
ist. Sei UK = U, ® U, eine Zerlegung von UX in total singuldre Unterrdume
der Dimension 8 und « die hermitesche Form mit Korperautomorphis-
mus o, deren Einschrinkung auf U gleich der von b induzierten Form ist.
Dann ist Uy beziiglich o nichtausgeartet. H enthdlt den Normalteiler M :=
New (U)NMNam (Ur) = O(Ur, ) =2 SU3(F) und ist eine Erweiterung von M
mit einer Involution, die auf M einen dufleren Automorphismus induziert
und v auf —v abbildet mit <v>= U=,

(i1i) IstF endlich, so wirkt G(F) transitiv auf den beziglich QQ nichtausgearteten
nichthyperbolischen Hyperebenen in V.

Beweis: Teil (i) wird bewiesen in [As3], (2.10) und (2.11), Teil (ii) und (iii) in

[As3], (6.1)-(6.4).
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3.2 Gruppen vom Typ Eg, Fy, *E und °D;

Kapitel 2.2 enthilt die Beschreibung der Wirkung einfach-zusammenh&ngender
Gruppen vom Typ FEg auf dem zugehérigen Standardmodul der Dimension 27
als Gruppe einer 3-Form wie sie von M. Aschbacher in einer Reihe von Artikeln
untersucht wurde ([Asd], [As5], [As6], [As7]). GroBtenteils handelt es sich um eine
Zusammenstellung der fiir unser Thema wichtigsten Ergebnisse von M. Aschba-
cher.

AuBerdem werden Ergebnisse iiber Gruppen vom Typ F, und 3D, als Stabili-
satoren gewisser Unterstrukturen des 27-dimensionalen Moduls und iiber Grup-
pen vom Typ 2Fg als Zentralisatoren eines dufleren Automorphismus gegeben.

Definition 3.2.1 Sei F ein Korper und V ein endlich-dimensionaler
F-Vektorraum. Eine 3-Form auf V' ist ein Tripel (T, Q, ), so dass gilt:

(F1) f ist eine Trilinearform auf V.

(F2) Q:V xV — T ist linear in der ersten Variablen und erfillt
Q(z,ay) = a®Q(,y) und

Qz,y+2) =Q(z,y) + Qz, 2) + f(,y,2)
fiir alle a € F und x,y,z € V.

(F3) T :V — T erfillt
T(az) = a®*T(z) und
T(x+y)=T()+T(y) +Qz,y) + Qy, x)
fiir alle a € F und x,y € V.

FEine 3-Form heifit requlir, wenn Q(z,x) = 3T (z) gilt fir alle z € V.

Aus den Axiomen (F1)-(F3) folgt, dass f symmetrisch ist. Die Abbildung @ lie-
fert ein Familie {Q, |z € V'} quadratischer Formen mit zugehoriger Bilinearform
fo 70 @, wobei @, und f, durch Q.(y) = Q(z,y) und fi(y,2) = f(z,y,2)
fir z,y,z € V definiert sind. Im Folgenden sei stets (T,Q, f) eine reguldre
3-Form.

Definition 3.2.2 Firx € V sei A das Radikal der Bilinearform f,. Fir einen
Unterraum U von V' sei UA := Nyepy uA.

Fir U <V sei UO definiert als UG :={v € V| Q,(u) =0 fir alleu € U}.

Ein Unterraum U von V heifit singulédr, wenn U© =V gilt.

Er heifsit brillant, wenn die Einschrankungen von T und @ auf U trivial sind.
Ein Punkt <v>, der nicht brillant ist, heifit dunkel.
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Sei F ein Korper und V ein 27-dimensionaler F-Vektorraum mit Basis

Fiir i < j sei zj; := —xy.

Sei f die symmetrische Trilinearform, die definiert ist durch f(z,y,z) = 1 fiir
alle z,y,2z € X mit {x,y,2} = {m 2,2} fir 1 < 4,5 < 6,4 # j oder
{z,y, 2} = {1424, T3d,4d, Tsa6a} mit d € Ag, f(z,y,2) = —1 fiir alle z,y,z € X
mit {z,y,2} = {T1424; T3d.4d; Tsaea) mit d € Sg \ Ag und f(z,y,z) = 0 fur
x,y,z € X sonst.

Sei (T, Q, f) die eindeutig durch f und die Vorgabe, dass < x > fiir alle z € X

singuldr und brillant ist, gegebene 3-Form.

Im Folgenden sei stets P, =< z; > und @Q; =<z > fir 1 < i < 6, P;; =
< Zy; > fir 1 < 1,] < 6,1 7&]7 Vo =<z1,...,26 >, ‘/6, :<x,17"'7$,6> und
Vis :<ZL'ZJ|1SZ,j§6,Z7£j>

Sei G(F) = O(V,T,Q, f) = {g € GL(V)|T(2?) = T(2),Q(2% %) = Q(z,y),
f(29,99,29) = f(z,y,2) Vo,y,2 € V} und
AWV.T,Q, f) = {g € GL(V)|3X € F*mit T(29) = A'(2), Q(z9,y9) = M(z,y),
f(x9,y9,29) = Nf(x,y,2) Ve,y,z € V}.

Proposition 3.2.1 Die Gruppe G(FF) ist eine iber F definierte, einfach-zusam-
menhdngende Chevalley-Gruppe vom Typ Eg. V ist ein absolut irreduzibler
G(F)-Modul, und Z(G(F)) besteht aus den Skalarmultiplikationen mit den dritten
Einheitswurzeln in F.

Beweis: ([As4], Abschnitt 5).

Sei F ein Korper, der einen Automorphismus o der Ordnung 2 besitzt und K
der Fixkorper von o in F. Die von ¢ induzierte Abbildung auf G(IF), wenn o auf
den Matrixeintrigen von G(FF) beziiglich B wirkt, bezeichnen wir ebenfalls mit
o. Sei ¢ die Abbildung G(F) — G(F) : a — (a™')! beziiglich B, 7 := ¢£ und
H(K) = Copn(r).

Proposition 3.2.2 Die Gruppe H(K) ist eine iber K definierte, einfach-zusam-
menhdngende Chevalley-Gruppe vom Typ *Es. Der G(F)-Modul V' der Dimension
27 dber F ist ein absolut irreduzibler H(K)-Modul, und Z(H(K)) besteht aus
den Skalarmultiplikationen mit den dritten Einheitswurzeln in IF, die nicht in K
liegen.
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Sei L die Untergruppe von GL(V'), die wie folgt definiert ist: Die Gruppe SLg(IF)
wirke kanonisch auf Vg und auf V{ so, dass die durch z; — 2} fiir 1 < i < 6
gegebene lineare Abbildung ein FL-Isomorphismus ist. Auf Vi5 wirke L so, dass
die durch z;; — z} A z} gegebene lineare Abbildung ein FL-Isomorphismus
von Vi auf das duflere quadratische Produkt des Dualraums von Vg ist, wobei
(7 |1<i < 6) die zu (x; | 1<i < 6) duale Basis bezeichne.

Lemma 3.2.1 Dann ist L eine Untergruppe von G(F).

Beweis: ([As4], (3.1)).

Fir a = (a1, as,a3,a4,a5) € (F*)® und ¢ € F* seien | = [(a) das eindeutig be-
stimmte Element in L mit xi = a;x; fir 1 <7 <5 und J:é = (aya0a3a4a5) 1 xg
und h(t) das Element in G(F), das fir 1 < ¢ < 5 die Vektoren 2 zentralisiert,
x; auf tz; abbildet und z;5 auf ¢t~2z,4, auerdem zi; fir 1 <1 < j <6 auf ta;,
zg auf t?z¢ und zf auf t32y. Sei Ty =<I(a),h(t)|a € (F*)®,t € F* >. Dabei sei
t(ai, - ,ag) = l(a1, -+ ,a5)h(ag). Falls aus dem Kontext nicht klar ist, iiber
welchem Korper Ty definiert ist, so schreiben wir auch Ty(F) statt Tp.

Sei G = (P,L) die Geometrie mit Punktmenge P = {<z > |z € X} und
der Geradenmenge £ = {{<z><y><z>}| <z><y><z>€ P;
f(z,y,2) # 0}

Im Folgenden sei P, =<z; >, Q; =<z} > und P;; =<uz;; > fir 1 < 4,5 <6,

1 F# 7.
Proposition 3.2.3 FEs gilt:

(i) G(F) besitzt ein zerfallendes BN-Paar mit einer Borel-Gruppe, die den
mazimalen Torus Ty = (F*)® enthdlt. Die mazimalen Tori in G(F), die in
Borel-Gruppen von G(F) enthalten sind bezeichnen wir auch als Cartan-
Gruppen von G(F).

(ii) G ist ein verallgemeinertes Viereck der Ordnung (2,4).

(iii) Die Weyl-Gruppe New (To)/To ist isomorph zu Og (2). Ihre Wirkung auf
G ist isomorph zur Wirkung von Og (2) auf den singuldren Punkten und
Geraden des zugehdrigen 6-dimensionalen Moduls tiber F.

Beweis: Teil (i) wird bewiesen in [As4] in den Beweisen zu (3.4) und (5.4). Teil (ii)
&8t sich leicht anhand der Axiome eines verallgemeinerten Vierecks verifizieren.
G entspricht aber auch genau der Konstruktion in Abschnitt (5.1) in [Th]. Teil

(iii) folgt aus der Eindeutigkeit bis auf Isomorphie fiir verallgemeinerte Vierecke
der Ordnung (2,4) ([Th], 5.1.1, Theorem 1).
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Proposition 3.2.4 Die Gruppe X = {X(t)|t € F} mit (x;-)X(t) = tx; + ) fir
1<3j<6undv¥® = firaleveX \ {:r;| 1 < j < 6} ist eine Wurzelgruppe
von G(F). Die Wurzelgruppen in G(F) sind genau die G(F)-Konjugierten von X.

Beweis: ([As4], (3.8)) und ([As6], Abschnitt 2).

Definition 3.2.3

(i) Eine Gerade P+(Q mit singuliren Punkten P,Q heifit hyperbolisch, wenn
P L QA gilt.

(#i) Eine Ebene P+ Q+ R mit singuldren Punkten P, Q, R heif$t speziell, wenn
P+ Q, P+ R und Q+ R hyperbolisch sind und fir {X,Y,Z} ={P,Q, R}
stets X L (Y + Z)0© gilt.

(#ii) Eine Ebene U, deren sdmtliche Punkte dunkel sind, heiffit getwistete
spezielle Ebene, falls UX = K ®@ U fiir einen Erweiterungskorper K von
F mit [K : F| = 3 eine spezielle Ebene ist.

(iv) Eine Zerlegung V. = A; & Ay @& As heifit 3-Zerlegung von V, falls
(Ay, Ay, As)  kongugiert ist zu (< xy, 16, Tf, Th, Te, Tog, T12, T, Ta >,
< X3, Ty, T5, Tas, T35, T34, T3, Ta, s >, < T13, T14, T15, T3, Toa, Tas, T36,
Ta6, Tg >).

Lemma 3.2.2 Ist <v,w > eine hyperbolische Gerade mit singuldren Vektoren
v,w und A € F*, so ist (v+ Mw)A =<v — dw, (VA NwA)>.

Beweis: Singulédre Punkte in V' sind Simplizes des zugeorigen Gebaudes. Aufgrund
der Transitivitat von Gruppen mit BN-Paar auf Apartments kénnen wir 0.B.d.A.
v,w € X annehmen. Weil Oy (2) auf den Punkten des zugedrigen verallgemeiner-
ten Vierecks Rang 3 hat und <wv, w > hyperbolisch ist, kénnen wir 0.B.d.A. v =
und  w = xf,  annehmen. Es gilt 27A =< Ve, 2, i |
2 <i<j <6>, (2h)A =<x9, Vi, 214,24513 < k <63 <i<j<6>und
1 AN (2)A =<z, 2], x5 |3 < i<j < 6>. Offenbar ist (z1 —Az}y) € (x1+Azh)A,
denn es gilt f(zq + Azh, zy — Axh,y) = 0 fiir alle y € X. Wére die Behauptung
falsch, so gébe es ein v €< X \ {x1, 2, 21, 25 |3 < i<y <6} mit x € (21 + Azh)A
und = ¢ r; AN (z5)A. Ist & ¢ 21 A, so existiert ein y € X mit f(x1,x,y) # 0. Aus
flzy + Ay, z,y) = 0 folgt y ¢ (24)A. Fiir z ¢ (24)A argumentiert man analog.
Es folgt y = 12, weil G ein verallgemeinertes Viereck ist und P; und ()5 auf einer
gemeinsamen Geraden in G liegen. Es folgt der Widerspruch f(x4,z,y) = 0.
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Proposition 3.2.5 Sei d = x4 + x95 + x36. Der Punkt < d > ist dunkel. Sei
H(F) = Ca (d).
(i) Die Gruppe A(V,T,Q, f) wirkt transitiv auf den dunklen Punkten in'V , die
Anzahl der Bahnen von G(F) auf den dunklen Punkten in V ist [F* : F3].

(i) Der Zentralisator H(F) von < d > ist eine iber F definierte Chevalley-
Gruppe vom Typ Fy.

(#i) Fiir char(F) # 3 ist d© ein Komplement zu <d> in'V, fir char(F) =3 ist
d € dO. Stets ist dO® /(<d> NdO) ein absolut irreduzibler H(F)-Modul.

(v) H(F) besitzt ein zerfallendes BN-Paar mit einer Borel-Gruppe, die den ma-
zimalen Torus Ty N H(F) enthdlt.

(v) Die Weyl-Gruppe Ny m (ToNH (F)) / (ToNH(F)) = Ny (ToNH (F)) T /Ty
vom Typ Fy ist gerade der Stabilisator der Geraden {< z14 >,< x5 >,
< T3¢ >} mn mg(]p) (To) /TO

Beweis: ([As4], Abschnitt 8 und (3.16)).

Proposition 3.2.6 Sei U =<4, a5, 36 >. Dann ist U eine spezielle Ebene.
(1) Auf den speziellen Ebenen in V wirkt G(F) transitiv.
(i) New (U)> = Sping (FF).

(iii) Naw (U) induziert die volle symmetrische Gruppe auf den Punkten Piy, Pos,

Psg. Die Faktorgruppe nach dem Kern dieser Wirkung wirkt treu auf dem
Dynkin-Diagramm von Mg (U)>°.

Beweis: ([As4], (6.9) und (3.15)). Man beachte die Zerlegung V' = Py4® Py;® P3¢ ®
(P25AOP36A)EB(P14AQP36A)@(P14AQP25A). Dabei induziert X fiir {X, Y, Z} =
{ P14, P25, P3g} auf Y AN ZA offenbar die nichtausgeartete quadratische Form @,
vom Witt-Index 4 mit zugehoriger Bilinearform f, mit X =<ax>.

Fiur W € {(P25A N P36A), (P14A N P36A), (P14A N P25A)} induziert also
Nem (U)® = Cem(U)>® eine Untergruppe einer zentralen Erweiterung von
Q4 (F), nach den Ergebnissen vonAschbacher eine zentrale Erweiterung von Qg (F).
AuBerdem liegt Mg (U)™ N Cqm (W) in Tj, wie man durch Betrachtung aller
Schnitte von Unterrdumen der Form PA mit P € G und P < W sieht und hat
die Ordnung 2. Demnach ist N (U)™ = Comr) (U)™ eine zentrale Erweiterung
von (g (F) mit einer Gruppe der Ordnung 4.

Die volle symmetrische Gruppe auf P4, Pss, P3g wird durch mmg(n«“)(To)(U ) in-
duziert, weil Og (2) die volle symmetrische Gruppe auf den Punkten der Geraden
in G induziert.

Fiir {W17 Wg, Wg} = {(P25AQP36A), (P14AHP36A), (P14AHP25A)} und je-
den beziiglich der auf W; induzierten quadratischen Form total singuldren Punkt
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X ist XANW;(j = 1,2) ein beziiglich der auf W, induzierten quadratischen
Form maximaler total singuldrer Raum, wie sich leicht fiir Punkte aus G veri-
fizieren und fiir beliebige Punkte aus der Transitivitéit von Sping (F) auf den
total singuldren Punkten folgern 1483t. Es folgt die angegebene Wirkung auf dem
Dynkin-Diagramm.

Proposition 3.2.7 Seit U eine getwistete spezielle Ebene. Dann ist F nicht alge-
braisch abgeschlossen. IstIF =¥, ein endlicher Kirper, so gilt:

(i) Es existieren getwistete spezielle Ebenen in V', und G(F) wirkt transitiv auf
thnen.

(i) €aay(U) ist eine getwistete Gruppe 3Dy(q).

(iii) Com (Cam(U)) = Zpiq und Autgm (U) ist eine nichtabelsche Erweite-
rung von Lge g1 mit einer Gruppe der Ordnung 3.

Beweis: Der Beweis von Teil (ii) folgt grofitenteils [As6], (7.3). Sei K ein Er-
weiterungskorper von F mit [K : F] = 3. Nach [As6], (7.1) ist IF nicht algebra-
isch abgeschlossen, weil fiir linear unabhéngige x,y in U das kubische Polynom
T(tx +y) = 3T (z) + 2Q(y, z) + tQ(z,y) + T(y) keine Wurzel in F hat.

Sei < 0 >= Gal(K|F) und F = F,. Im semidirekten Produkt VKG(K) ist
VG(F) die Menge der Fixpunkte von o, wobei o auf G(K) beziiglich der Basis X
wirkt. Seien <wv;>,1 < i < 3 die singuléiren Punkte in UX. Wiirde o einen dieser
Punkte stabilisieren, so induzierte o auf ihm einen Kérperautomorphismus. Dann
enthielte aber U einen singuldren Vektor im Widerspruch zur Voraussetzung.
Demnach induziert o nach Proposition 3.2.6, (iii) auf dem Dynkin-Diagramm
von Nex)(UF)*> eine Trialitdt. Wiirde o einen reinen Graph-Automorphismus
induzieren, so wiirde o auf < vy + v +vf * > trivial wirken im Widerspruch zur
Voraussetzung, dass o durch Gal(K|F) induziert wird. Weil o auf Mg x)(U*)>
einen Graph-Korper-Automorphismus induziert, ist die Gruppe der Fixpunkte
von o in Ne k) (UF)> isomorph zu *Dy(q). Nach [KL], Tafel 5.1.B ist die Gruppe
der Kérperautomorphismen ein Normalteiler vom Index 3 in Aut(®D4(q)). Es
folgt |Autam (Cagm (U))*) / Tnn((Caum (U))®)] | 3.

Die Ordnung von G(FF) ist durch g-primitive Teiler von ¢'?—1 teilbar. Sei r ein
g-primitiver Primteiler von ¢'?—1. Fiir eine r-Sylowgruppe R von G(TF) ist €y (R)
dreidimensional nach Proposition 6.2.10,(iv). Sei T' = €¢(m (R), T1 die Untergrup-
pe von T der Ordnung ¢* — ¢? + 1 und 75 die Untergruppe von 7' der Ordnung
¢ +q+ 1. Sei W := €y(T}). Dann ist k ® W konjugiert zu < 14, T25, T35 >,
also eine spezielle Ebene. Auf W induziert die zu T, entsprechend konjugier-
te Gruppe die Menge aller linearen Abbildungen der Form diag(a, a4, oﬂz) mit
@’ tat1 = 1 beziiglich einer Basis von W¥, deren Elemente die drei singuliren
Punkte von W* erzeugen, und die Untergruppe der Ordnung 3 von Aut(T) eine
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zyklische Permutation der Basisvektoren. Umgekehrt ist Wlgm (W) die Menge
der Fixpunkte von o in W Ng k) (WX), wobei o die drei singulidren Punkte von
WHE zyklisch vertauscht und auBerdem einen Korperautomorphismus induziert.
Da alle brillanten Punkte einer speziellen Ebene auf den Geraden liegen, die von
je zwei ihrer singuliren Punkte erzeugt werden, ist kein brillanter Punkt in W¥
Fixpunkt von o. Damit sind alle Punkte in W dunkel. Weil alle Eigenwerte von 75
in K liegen, ist W speziell und W nach Definition 3.2.3 eine getwistete spezielle
Ebene. Nun induziert Autgm)(7") eine zyklische Gruppe der Ordnung 3 auf den
singuldren Punkten von W und fiir Elemente im Kern dieser Wirkung ergibt
die Bedingung, dass sie o zentralisieren, zusammen mit f genau die Bedingun-
gen, die, wie eben gesehen, fiir Ty gelten. Es folgt der zweite Teil von (iii). Wegen
D15(q) | 13D4(q)| enthélt der Zentralisator einer getwisteten speziellen Ebene U in
V stets eine r-Sylowgruppe R von G(IF) mit €,(R) = U. Damit sind alle getwiste-
ten speziellen Ebenen in V' konjugiert nach dem Satz von Sylow, und ein Element
der Ordnung 3 in Autger (T') induziert Autgm ((Cem (U))*) / Inn((Cam (U))>).
Nun ist Q:G(F)(Q:G(F)(U)) enthalten in T := Qg(F)(R). Weil 17 in (Q:GGF)(U))OO
liegt, ist Com (Cam (U)) enthalten in Th. Umgekehrt liegt die Erweiterung von
T, mit einer Gruppe der Ordnung 3 in 7" in Nem (U) < Nam) (Cam (U)). Damit
folgen der erste Teil von (iii) und dass € (U) perfekt ist und damit (ii).

Proposition 3.2.8 Sei V. = A; & Ay & Az mit (Ay, Ay, A3) = (< 21, 216, T,

.Z'I2, Tg, Log, T12, .I'Il, To >, < I’g, CCQ, Q’I{L,—), X45, 235, L34, L3, La, L5 >, < T13,T14,T15,

T3, To4, To5, T36, Ta6, Lsg >) eine 3-Zerlegung von V., H := [\, ;5 Nam (A;) und
H = mg([p) ({Al, Ag, Ag})

(i) Fir alle o,7 €< (123) > enthdlt €y (Ase) eine Gruppe M; = SL3(F), so

dass Ay isomorph ist zum Tensorprodukt-Modul der natiirlichen Moduln

Wor und Ws- fiir My und Ms-, wobei die Einschrankung von f auf Aqr

das Tensorprodukt der Determinantenformen auf Wor und Wi- ist und alle

Vektoren der Form v ® y mit x € Wor und y € Wsr singuldr sind. Der
Mio-Modul Aqe ist der duale Modul zu Ase.

(ii) My := My MyMjs ist isomorph zur Faktorgruppe von My x My x Mz nach
einer zentralen Untergruppe der Ordnung |Z(My)|.

(iii) Es gilt H = MyTy mit My < H. Dabei ist My N Ty das Bild von
(Ml N To) X (M2 N T[)) X (M3 N To), wobet (Mz N T[)) = (F*)2 fUT’ 1 S 1 S 3
ein maximal zerfallender Torus von M; ist. Die Gruppe H ist enthalten im
Tensorprodukt der Gruppen GL(W;), 1 <1i < 3.

() H/H = Ss.

Beweis: ([As5], (3.6)).
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Definition 3.2.4 SeiF = F, ein endlicher Korper und k = F,s. Sei {A;, As, A3}
eine 3-Zerlegung von V¥, fir die (,c;c3 Naw (4i)) N G(F) irreduzibel auf V
wirkt. Dann heifit Z := {Ay, As, A3} eine getwistete 3-Zerlegung von V. Dabei
sei Com(Z2) = (Ni<ics Now(Ai)) N GEF) und Ngw(2) =
Naw ({Ar, Az, A3}) N G(F).

Ist K der Fizkorper eines Automorphismus von F der Ordnung 2, so definie-
ren wir getwistete 3-Zerlegungen von V, k) (Z) und Ny ) (Z) fiir die Gruppe
H(K) vom Typ *Es genau wie fiir G(IF).

Proposition 3.2.9 Sei F = F, ein endlicher Korper und k = F,s. Besitzt I
einen Automorphismus der Ordnung 2, so bezeichne K seinen Fizkérper und k
einen Zwischenkérper von K und k mit [k : K| = 3.

(i) Fir G(F) existieren getwistete 3-Zerlegungen von V' und G(F) wirkt tran-
sitiv auf ihnen. Ist Z eine getwistete 3-Zerlegung von V', so ist Com (Z) =
Z(G) x PSL3(k) und Nam (Z) eine Erweiterung von Cgm) (Z) mit einem
Kérperautomorphismus der Ordnung 3.

(i) Fiir H(K) existieren getwistete 3-Zerlegungen von V und H(K) wirkt tran-
sitiv auf ihnen. Ist Z eine getwistete 3-Zerlegung von V', so ist Cpx)(Z) =
Z(G) x PSUs(k) und Nuk)(Z) eine Erweiterung von Cyky(Z) mit einem
Koérperautomorphismus der Ordnung 3.

Beweis: Aussage (i) ist Teil von (7.5) in [As6]. Wegen der Analogie des Beweises
fiir (i) in [As6] zum hier gegebenen Beweis von (ii) geben wir Teile von Asch-
bachers Beweis wieder und ergéinzen die bei Aschbacher nicht ausgefiihrte Be-
griindung fiir den Isomorphietyp von €g ) (Z), der in [As6] filschlicherweise mit
PSL3(k) angegeben wird.

Sei < 6 >= Gal(k : F). Es existiert ein Element t € G(IF), das transitiv
auf Z = {Ay, Ay, A3} wirkt. Dabei ist 0.B.d.A. A} = A,. Sei 8 := &t, wobei
6 angewandt wird auf die Matrixeintrdge von G(FF) beziiglich einer Basis von
VE, fiir die alle Elemente von Z von Basiselementen erzeugt werden und die
Elemente von €g)(Z) sich als Tensorprodukt von Matrizen iiber k schreiben
lassen. Dann ist €qx)(8) = G(F). Nach Proposition 3.2.8 enthélt Cq(2) die
Gruppe My = My MyM;z mit M; = Cqiy(A;) = SLs(k), wobei fiir p €< (123) >
jeweils Agpr der Tensorproduktmodul fiir My, ®@ M, ist. Demnach kommutieren die
durch ¢t und ¢ induzierten Wirkungen auf M; My Ms. Nun wirkt my;meoms auf As
als m;®@m, " und auf A; als my®@my ", (mymams)? auf Az als mS@(mf) ~t und auf
Ay als mf ® (mg) ~t. Die Bedingung (mymyms)® = (mymyms) ist also dquivalent
zu my = m? und mz = mg. Alle dritten Einheitswurzeln in % liegen schon in
F, sind also invariant unter §. Also wirkt {(m,m® m®) | m € Z(M)} trivial
auf V. Nach [As5] wird €, (2) erzeugt von My und Z(G(k)). Weil Z(G) =
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Z(G(k)) offenbar jede getwistete 3-Zerlegung zentralisiert, folgt die Behauptung
tiber €qr (Z2). Weiter ist N (Z) = (Cem (Z)) <t>. Transitivitdt von G(F)
auf den getwisteten 3-Zerlegungen von V' wird gezeigt in [As6], (7.5).

Sei <y >= Gal(k:K ). Wiein [As6], (7.5) existiert ein Element t € H(K), das
transitiv auf Z = {A;, Ay, A3} wirkt. Dabei ist 0.B.d.A. A = A,. Sei 8 := ént,
wobei v auf die Matrixeintrige der Elemente von G(k) beziiglich einer Basis
wie oben angewendet wird und ¢ die Hintereinanderausfithrung von Invertie-
ren und Transponieren beziiglich derselben Basis ist. Wie im Beweis zu [As6],
(7.5) sieht man, dass Cq)(F) = H(K) gilt. Wieder kommutieren die durch ¢
und v induzierten Wirkungen auf M; M, Ms. Nun wirkt (mimems)® auf As als
m$T @ (mf) "t = (mJ) "t @my und auf A; als (m]) " ® mJ. Die Bedingung
(mymams)® = (mymams) ist also dquivalent zu my = (m;]) %, ms = (mJ)) ¢ =

m’f und my; = (my) ' = (mfg) ~t, folglich ist €g(x(Z) isomorph zum Bild von

{m e My|m = (m"") "'} = SU3(k). Wie oben wirkt das Zentrum dieser Gruppe
trivial auf V', weil alle dritten Einheitswurzeln, die in IF, aber nicht in K liegen,
unter 7> invariant bleiben. Wie oben folgt € x)(Z) = Z(G) x PSU3(k) und
Nux)(Z) = (Cuk)(Z2)) <t>. Nach [As6], (7.5) enthélt der Zentralisator einer
getwisteten 3-Zerlegung in V fiir G(F) stets genau einen maximalen Torus von
G(F) der Ordnung ¢° + ¢ + 1. In 2Eg(q) existiert nach Proposition 6.2.13 genau
eine Konjugiertenklasse von maximalen Tori der Ordnung ¢® — ¢® + 1. Diese sind
jeweils enthalten in genau einem maximalen Torus der Ordnung ¢'2 + ¢® + 1 von
Es(¢%). Damit erhalten wir eine eineindeutige Beziehung zwischen den maxima-
len Tori der Ordnung ¢% — ¢ + 1 und den getwisteten 3-Zerlegungen fiir H(K),
so dass die Transitivitdt von H(K) auf den getwisteten 3-Zerlegungen aus der
Transitivitdt auf den maximalen Tori, die Zsigmondy-Elemente enthalten, folgt.
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3.3 Gruppen vom Typ E;

Kapitel 2.3 enthélt die fiir unser Thema benotigten, wichtigsten Ergebnisse {iber
einfach-zusammenhéngende Gruppen vom Typ E7 als Isometrie-Gruppen einer
4-Form auf einem 56-dimensionalen Modul V' nach einer Arbeit von B.N. Coo-
perstein ([Coo2]). Dabei tritt die einfach-zusammenhéngende Gruppe 2Eg(F) als
Stabilisator eines Punktes x € V von E;(F) auf. Wie in [Coo2| ist F stets ein
Korper mit von 2 verschiedener Charakteristik.

Sei F ein Korper mit von 2 verschiedener Charakteristik und V' ein 56-dimensio-
naler F-Vektorraum mit Basis

B = (zij,y; | 1< 1<j<8).

In Abschnitt 1 von [Coo2| werden eine symplektische Form ¢ und eine 4-Form F’
auf V' definiert. Die Gram-Matrix von ¢ wird bestimmt durch 0 = {(z;;, xp) =
C(Yij, yr) und C(@ij, yw) = 6ibjy Vi < j,k <. Eine 4-Form F : V. — F ist
ein homogenes Polynom vom Grad 4 in den Koeffizienten X;;, V;; von v =
Zz’, ; XijTi;+Yiy; beziiglich der Basis B. So interpretiert besitzt F' die folgenden
1036 Monome, aufgeteilt in 13 Klassen:

L. 4Sgn(H)Xi1i2Xi3i4Xi5i6Xi7ig mit il < Z'3 < i5 < i?; Zk < ik—i—l fir i = ]-7 37 57 7
und IT € Sg mit II(k) = 4 fiir 1 < k < 8.

2. Asgn(I1)Y;, 1, Yisis Yisia Vit Wit 6y <5 <i5 <7, iy <igsq fiir i = 1,3,5,7 und

IT € Sy mit II(k) = i, fiir 1 <k <8.
—X2Y2 fiir 1 <i<j <8
—2X;; X Yi;Yiy, fiir 1 <i<j<k <8.
—2X;; XYY fir 1 <i<j<k <8.
—2X; X Yi; Vi, fiir 1 <i<k<j <8
2X;; XYY fir i<j, k<lund |{3,7,k, 1} = 4.
AX3 XYYy fiir 1 <i<j<k<l <S8
—4X;; XYYy fir 1 <i<j<k<l <8
10. —4X;, XYY fir 1 <i<j<k<l <8.
11 —4X3 XYYy fiir 1 <i<j<k<l <8
12, 4X3 XYY fir 1 <e<j<k<l <8,
13, —4Xy XYYy fiir 1 <i<j<k<l <8

L ® N e o W
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Es existieren polynomiale Funktionen T, B : V x V — F, so dass 1" linear in
der ersten Variablen ist und ein homogenes Polynom vom Grad 3 in der zweiten
Variablen und B symmetrisch ist und ein homogenes Polynom vom Grad 2 in
beiden Variablen, so dass fiir alle v, v € V und t € F gilt:

F(v1 4 tvg) = F(vy) + tT(vg, v1) 4+ t2B(v2, v1) + 3T (01, v9) + t*F(v7)

(vgl. Abschnitt 3 in [Coo02]).

Ein Punkt <2z > heifit singulér, wenn das Radikal R(x) der quadratischen Form
B, = B(-,z) eine Hyperebene von V ist, die z enthilt, und F(z) = 0 gilt. Ein
Unterraum von V heifit singulér, wenn alle in ihm enthaltenen Punkte singulér
sind. Ist P ein singuldrer Punkt in V, so ist A(P) :=< @ < V | dim(Q) = 1,
< P, () > ist singulér >.

Im Folgenden sei stets P;; =<z;; >, Q;; =<y;; > fir 1 <i<yj <8,

X =<z; |1 <i<j<8>Y =<y;; |1 <i<j <8>und
Q={P;|1<i<j<8U{Q;;|1<i<j <8}

Weiter sei (£2,1") der Graph mit Punktmenge €2 und der Kantenmenge I' beste-
hend aus allen Mengen der Form {P;;, Py} und {Q;;, Qn} mit |{i,7,k,1}| =3
und allen Mengen der Form {P,;, Qi } mit {4, 7, k,{}| = 4.

Fir Pe Qsei I'(P)={Q € Q|{P,Q} € T}.

Sei O(V, F) = {g € GL(V) | F(v9) = F(v)¥v € V}.

Sei PS die Untergruppe von GL(V), die wie folgt definiert ist:

Sei W ein F-Vektorraum mit Basis (by, ... ,bs) und W* der zu W duale Vektor-
raum mit zu (by, ... ,bs) dualer Basis (b7,...,b5). Dann definiert jedes Element
g € GL(W) kanonisch Elemente in GL(W*), GL(A?(W)) und GL(A?(W*)). Iden-
tifiziert man z;; mit dem Element b;Ab; in A*(W) und y,; mit dem Element b} Abj
in A>(W*), so erhilt man einen Homomorphismus ¢ : SL(W) = SLg(F) —
SL(V). Offenbar ist Ker(¢)) =< —I >. Sei PS = Im(¢).

Lemma 3.3.1 Fir die so definierte Gruppe PS gilt PS < O(V,F)NO(V,().
Beweis: ([Coo02], Thm. (2.3)).

Weiter wird in [Coo2], Abschnitt 2 ein Element g, € O(V, F) N O(V, () konstru-
iert, dessen Matrix beziiglich B monomial mit Eintrigen in {1, —1} ist und das
auf (2 die Permutation 0 = (P1sQ26)(PasQ16)(F37Qu5) (Ps7Q34) (PosQ12) (P26 Q1s)
(Pr6Qas) (PasQ37) (P12Qes) (Par Q35 ) (P34Qs7) (P35Qa7) induziert.
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Sei G(F) =< PS, g, >.

Proposition 3.3.1 Die Gruppe G(IF) ist eine iber F definierte, einfach-zusam-
menhdngende Chevalley-Gruppe vom Typ E7. V st ein absolut irreduzibler
G(F)-Modul, und Z(G(F)) besteht aus den Skalarmultiplikationen mit 1 und —1.
Fiir die Involution 6 mit Eigenraum X zum FEigenwert 1 und Y zum FEigenwert
—1 gilt O(V,F)=G(F) <6>.

Beweis: ([Coo02], (4.10) und (4.11)).

Nach [Coo2], (4.11) induziert Negm () auf Q2 N X die volle Gruppe No(x, 7 (£2).
Ist t € Mo (Q) und zf; = agz;;, so ist yf; = aiglyij fir 1 <i<j <8.
Fir a € F sei t = t(a) € Narw)(Q) gegeben durch 2f;, = ay; fir 1 <4 < 7,
why = a1, zfj = ay2; fiir 2 < i<j<8und zly = a; %25 fiir 2 < i < 7. Man
rechnet leicht nach, dass t(a) in G(F) liegt.

Fiir (ag, as, as, as, ag, a7) € (F*)% sei d(ay, as, a4, as, ag, az) = 1(d), wobei d €
SL(W) das Element mit Koordinate diag(1,aq, ... ,ar, (as...ar) ') beziiglich
(by,...,bg) in SL(W) sei mit der oben definierten Gruppe SL(W).

Fiir (a1, as, as, as, as, ag, a7) € (F*) seit(ay,... ,a;) = t(ay)d(as, as, as, as, ag, az).

Proposition 3.3.2 FEs gilt:
(i) G(F) besitzt ein zerfallendes BN-Paar mit einer Borel-Gruppe, die den
mazimalen Torus Ty = (\peq Nam (P) = (F*)7 enthilt.
(ZZ) T() = {t(al,. .. ,CL7) | ay...a7 € F*}
(iii) Die Weyl-Gruppe Neawy (To)/To ist isomorph zu Zo x Spg(2) und induziert
auf (Q,T') die volle Automorphismengruppe Aut(Q,T).

Beweis: Teil (i) wird bewiesen in [Coo2] im Beweis zu (4.10). Teil (iii) ist der
Inhalt von [Cool] und [Coo2], (3.1).

Sei t = t(aq,...,a7). Dann ist 2}, = a;zy; fiir 2 <@ < 7 und 2k = ajaswqs.
Damit ist {t(a1,... ,a7)|a; ...a; € F*} isomorph zum siebenfachen direkten Pro-
dukt von F* und damit ein maximal zerfallender Torus von G(F).

78 (t)

Proposition 3.3.3 Die Gruppe Rzs = {rzs(t) |t € F}, mit ;""" = twyr + xig
und ygg(t) = yiw — tyig fiir 1 < i < 6 und x?}g(t) = xyj, y:js(t) = y;; sonst,

ist eine Wurzelgruppe von G(F). Die Wurzelgruppen in G(F) sind genau die
G(F)-Konjugierten von Ryg.

Beweis: Proposition 3.3.3 wird bewiesen im Beweis zu [Coo2], (4.10).
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Proposition 3.3.4 Seiz € V mit F(x) # 0 und P =<x>.

(1) Ist —F(x) ein Quadrat in I, dann ist Mg (P)' = Eg(F). Ist —1 ein Qua-
drat in F, so ist Newm(P) : Negw(P)']| = 4, andernfalls ist
Mem (P) : Nem (P)'] = 2.

(i) Ist —F(z) kein Quadrat inF, dann ist Mg (P)' = 2Eq(F). Ist —1 ein Qua-
drat in F, so ist Negw(P) : Negw(P)'| = 4, andernfalls ist
Maw (P) - Naw (P)'] = 2.

(iii) Sei U = Cy(Ngw (P)'). Dann gilt U = [V, Ngm (P)'|" und V =
U@ Ut mit dim(U) = 2. Fiir jeden von 0 verschiedenen Vektor y € U ist
mg(p) (< Yy >) = mg(ﬂ'a) (P) " Auﬂerdem 15t Q:G(IF‘) (U) = mg(p) (P) "

(iv) Ist —F(x) kein Quadrat in F = Fy, so ist Com (Com (U)) = Zgp1 und
Autg(m (U) = Dg(q+1).

(v) Es existiert stets ein Vektor x € F, so dass —F(x) # 0 ein Quadrat in F
ist. Ist T # T2, so ewistiert ein Vektor x € V, so dass —F(x) # 0 kein
Quadrat in F ist. Ist F = F, endlich, so hat G(F) auf den Vektoren in V' mit
F(z) # 0 je (¢ — 1,4)/2 Bahnen von Vektoren, fir die —F(z) ein Quadrat
bzw. kein Quadrat in F ist.

Beweis: Teil (i) ist [Coo2], (5.9) und Teil (ii) ist [Coo2], (5.10). Teil (iii) wird
an gleicher Stelle bewiesen im Beweis zu diesen beiden Resultaten. Teil (v) folgt
daraus, dass nach [Coo02], (5.4) jeder Vektor z € V mit F(z) # 0 unter G(F)
konjugiert ist zu genau einem der Vektoren (x15 + %34 + T56 + x73 mit G €
M, wobei M ein System von Restklassenvertretern ist von F* in F*. Dabei ist
F(Bx1g + T34 + 56 + 273) = 40.

Sei K eine Erweiterung von F = F, mit [K : F] = 2. Nach den Bahnen von
G(F) auf den dunklen Punkten kénnen wir UX =< z5,7;2 > annehmen. Die
einzigen singuliren Punkte in UX sind Py, und Qq9. Bei der Bestimmung des
maximale zerfallenden Torus zu G(F) hatten wir gesehen, dass G(F) auf UX nur
Abbildungen mit Determinante 1 induziert. Damit ist Autgr (U) isomorph zu
einer Untergruppe von Dy1). Sei 7 ein Teiler von ®5(¢) und R eine nichttriviale
r-Gruppe in G(IF). Nach Proposition 6.2.14 ist W := €,(R) zweidimensional und
W konjugiert zu <1a,y12>. Sei T := €qm) (R), Ty die Untergruppe von T der
Ordnung ¢% — ¢® + 1 und 75 die Untergruppe von T der Ordnung g + 1. Alle
Eigenwerte von T; liegen in K, deshalb kénnen wir W5 =< 15, 71 > annehmen.
Weil T; treu auf W wirkt, enthélt W nur dunkle Punkte. Weil r kein Teiler von
|E6(IF)| ist, ist —F(x) kein Quadrat in IF fiir jeden von 0 verschiedenen Vektor
z € W. Da Nem (T') eine zu Dy(g1q) isomorphe Gruppe auf W induziert, folgt
der zweite Teil von (iv). Auerdem ist Cqm)(Cam (W)) enthalten in Cqm) (R).
Weil T} in der perfekten Gruppe € (W) liegt, ist €@ (Cam (W)) < Tp. Nach
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Einbettung in G(K) wirkt T, wie im Beweis zu Proposition 6.2.14 gezeigt, ska-
lar auf den beiden treuen Untermoduln von €gm (W) in VE  zentralisiert also
e (W). Damit folgt der erste Teil von (iv).






Kapitel 4

Die Siatze von Ch. Hering fiir
lineare Gruppen

Sei stets p eine Primzahl, ¢ = p® eine Potenz von p und V' ein n-dimensionaler
Vektorraum tiber FF,.

Satz 4.1 Sei U eine auflosbare Untergruppe von G = GL(V) mit
(|U],®%(q)) # 1. Sei r eine Primzahl, die (|U|,®%(q)) teilt. In U gebe es eine
r-Gruppe R, die nicht normal in U ist.

Dann gilt:

(i) U], = |Rl =r=n+1,n=2 miti=2F fireink € N, r = ®3,(2) und
p#2.

(i) U enthilt einen Normalteiler N, N = 2" oder N = 7,027 der absolut
irreduzibel auf V- wirkt.

(iii) F(U)=N-Z(U) und NN Z(U) = Z(N).
(iv) 2rn?*||U]|2rn?%i(q —1).

Beweis: Der erste Teil von (i) ist [Hel], Satz 1, (ii) und (iii) sind Teil von [He2],
Thm. A. Es gilt 3,(2)|®2(2)|2'+ 1 =n+1 = r. Wire ®%,(2) = 1, so wire i = 3
nach dem Satz von Zsigmondy. Dann ist aber n + 1 = 23 + 1 keine Primzahl. Es
folgt ®%,(2) = r. Nach Lemma 2.1 ist r = 1 (mod 2i), d.h. 2i teilt r — 1 = 2°. Also
ist 7 eine Potenz von 2. Um (iv) zu beweisen, beachte man, dass U nach (ii) einen
Normalteiler der Ordnung 2n? und R enthélt. Umgekehrt ist |U| = [U : RF(U)]-
[RE(U) : F(U)]-[F(U)]. Wendet man die obigen Ergebnisse auf RF(U)N/N an,
so folgt RF(U) < U und [U : RF(U)]|2i. Mit (iii) und Z(U) < €¢(N) = Z(G)
folgt (iv).
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Satz 4.2 Sei U eine nicht-auflosbare  Untergruppe wvon GL(V) mit
(|U|,®%(q)) # 1 und r eine Primzahl, die (|U|,®}(q)) teilt. Sei R eine
r-Sylowgruppe von U und S der normale Abschluss von R in U. Sei A der ma-
zimale auflosbare Normalteiler von U und B AU mit A < B, so dass B/A ein
minimaler Normalteiler von U/A ist.
Dann gilt:
(i) U/B ist isomorph zu einem Faktor von I'L1(q") und (JU/B|, ®:(q)) = 1.
(i) BJA ist eine einfache, mnichtabelsche Gruppe mit (|U|,®%(q)) =
(1B/A], :(q)).
(iii) A= F(U) und (|A], () = 1.
(i) B = SA.
(v) Ist A= Z(B), soist [A,S] =1, B' =S quasieinfach und F*(U) = B.
(vi) Ist A # Z(B), so ist [A,S] # 1 und F*(U) = A. Es gilt |R| =r =n+1,
n = 2" miti=2% fir eink €N, p#2 und r = 3,(2). ‘
Weiter ist A das zentrale Produkt einer Gruppe T = 2% die absolut
irreduzibel auf V' wirkt, mit der zyklischen Gruppe Z(U) mit Z(U)NT =
Z(T).
U besitzt eine irreduzible Fy-Darstellung ¢ vom Grad 2i mit Ker(y) = A, so

dass U¥ eine symplektische oder eine nicht-ausgeartete quadratische Form
mit Signatur -1 invariant lift. Ferner gilt eine der folgenden Aussagen:

- BJA = Q™ (2,2%) fir eine 2-Potenz a < i.

- BJA = Sp(%,2%) fiir eine 2-Potenz a <1, i >4 und 4||Z(U)).

- BJA = Ag, i = 2,0 = 5,n = 4,4]|Z(U)| und U = B oder
U/A=Ss.

- BJA= PSL(2,17), i = 4,7 = 17,n = 16,4||Z(U)| und U = B.

(vii) U/B ist eine 2-Gruppe, |U/B||i.
Beweis: Alle Aussagen werden bewiesen in [Hel], Satz 3, [He2], Thm. A und Thm.

B und [He3], Thm. 4.2 oder folgen aus den genannten Sétzen mit Hilfe kleinerer
Zusatziiberlegungen (siehe [Me], Kapitel 5).



Kapitel 5

Die Sitze von B. Merkt fiir
klassische Gruppen

In diesem Kapitel fassen wir die wichtigsten Ergebnisse der Dissertation von B.
Merkt ([Me]) zusammen, Verallgemeinerungen der Sétze von Ch. Hering auf end-
liche klassische Gruppen. Ergebnisse iiber die Struktur der Zentralisatoren und
Normalisatoren der betrachteten Elemente finden sich in Kapitel 6.

Sei p eine Primzahl, ¢ = p* eine Potenz von p und F, ein Kérper der Ordnung
q. Ist G = U,(q) eine unitéire Gruppe, so betrachten wir den zugehorigen Modul
der Dimension n {iber Fp2 als den natiirlichen Modul zu G.

Satz 5.1 Sei G eine endliche klassische Gruppe, V' der natiirliche Modul zu G
und n € N. Eine Untergruppe X von G mit €q(X) = X, die irreduzibel auf V
wirkt, heifit Singerzyklus in G.

Stets ist p:= p(G,V) =v(G,V), und es gilt:

Ist G = Spon(q),  so besitzt G Singerzyklen, d.h. es ist u = 2n.

Ist G = 0y,(q),  so besitzt G Singerzyklen, d.h. es ist u = 2n.

Ist G = Uspyiq(q), so besitzt G Singerzyklen, d.h. es ist p = 2n + 1.
Ist G = Osn11(q), so ist = 2n.

Ist G = Us,(q),  soist u=2n—1.

Ist G = 03,.,5(q), soistp=2n.

Wir présentieren im Folgenden Beispiele von Untergruppen von endlichen klassi-
schen Gruppen, die fiir gewisse Dimensionen Zsigmondy-Elemente enthalten, die
eine s-Gruppe normalisieren, aber nicht zentralisieren, fiir eine von p verschiedene
Primzahl s.
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Beispiel 1: Ist ¢ ungerade, so enthilt die Gruppe G = Sps,(q) eine Unter-
gruppe T = 2" T wirkt absolut irreduzibel auf V, und es ist €g(T) =
< —=1>. Es ist Autg(T)/Inn(T) = O,,(2). Je zwei solcher Untergruppen sind
konjugiert in G.

Beispiel 2: Ist ¢ ungerade, so enthélt die Gruppe G = O3,,,(¢) eine Unter-
gruppe T = 2:L+4("+1). T wirkt absolut irreduzibel auf V, und es ist €4(T) =
<—1>. Esist Autg(7T)/Inn(T) = Oj[(nH)(Q). Je zwei solcher Untergruppen sind
konjugiert in G.

Beispiel 3: Ist ¢ ungerade, so gibt es fiir den Modul V zu G = g, ei-
ne Zerlegung Z = {Wy,... ,Ws,1} in eindimensionale Unterrdume W; mit
Wit = @;.,W;, so dass T := €g(Z) eine elementarabelsche 2-Gruppe der Ord-
nung 22! ist, die W; paarweise nicht isomorphe T-Moduln sind und 9g(Z)
irreduzibel auf V' wirkt. Je zwei solcher Zerlegungen sind konjugiert unter G.

Beispiel 4: Ist ¢ ungerade, so gibt es fiir den Modul V zu G = O3, ,, eine
Zerlegung Z = {Wy,... ,Wa,.»} in eindimensionale Unterriume W; mit Wit =
®;2W;, so dass T := €g(Z) eine elementarabelsche 2-Gruppe der Ordnung 222
ist, die W; paarweise nicht isomorphe T-Moduln sind und Mg(Z) irreduzibel auf
V' wirkt. Je zwei solcher Zerlegungen sind konjugiert unter G.

Satz 5.2 Sei G eine endliche klassische Gruppe, mit u = pu(G,V) und § = q,
falls G eine symplektische oder orthogonale Gruppe ist, und § = ¢2, falls G eine
unitire Gruppe ist.

Sei U eine auflosbare Untergruppe von G mit (|U|, ®%(q)) # 1, r eine Primzahl,
die (|U|, ®7.(q)) teilt und R eine r-Gruppe in U. Ist dann R AU, so gilt:

|R| =7 =p+1,p#2undU gehort zu einem der nachfolgend aufgefiihrten Flle,
Jeweils ist R4 RF(U) QU, und U ist enthalten in einem mazximalen Beispiel H
des entsprechenden Typs.

Fall 1: G = Span(q), p =2 miti = 2" fiir eink € N, r = ®3,(2). Esist F(U) =T
mit T wie in Beispiel 1, und |H| = |T|-r-i-c mit c =2 fiir ¢ = £1(mod8)
und ¢ =1 sonst.

Fall 2: G = Osni1(q), F(U) = TNU mit T wie in Beispiel 3. Dabei sind die
FElemente W; von Z paarweise nicht isomorphe F(U)-Moduln, und |H| =
(r—1)-r-2".
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Fall 3: G = 03,,5(q), p = 2" =2 fiir eini € N. Es ist F(U) =T mit T wie in
Beispiel 2, und |H| = |T'|-r-2i-c mit c =2 fir ¢ = £1(mod8) und c =1
sonst.

Fall 4: G = 03,.,(q), r+1 = 2° fiir eine ungerade Primzahl s, und U < Ng(Z) fiir
Z wie in Beispiel 4. U wirkt 2-transitiv auf Z. Ist N = €g(Z)NU und M
das Urbild eines minimalen Normalteilers von U/N in U, soist F(U) = M.
Die Elemente W; von Z sind paarweise nicht isomorphe N-Moduln. M ist

eine nichtabelsche 2-Gruppe mit Exponent 4, wirkt irreduzibel auf V', und
M/N wirkt requlir auf Z. |H| =1 -s- 2751

Fall 5: G = 03,,.5(q), F(U) =T NU mit T wie in Beispiel 4. U ist enthalten im
Stabilisator eines Elementes W; von Z und wirkt transitiv auf den restlichen
Elementen von Z. Die Elemente W;, 1 # j von Z \ {W,} sind paarweise
nicht isomorphe F(U)-Moduln, und |H|= (r — 1) -7 - 2",

Satz 5.3 Sei G eine endliche klassische Gruppe, mit u = (G, V) und § = q,
falls G eine symplektische oder orthogonale Gruppe ist, und G = q2, falls G eine
unitdre Gruppe ist.
Sei U eine nicht-auflosbare Untergruppe von G mit (|U|, ®;(q)) # 1, r eine Prim-
zahl, die (U], ®5(q)) teilt, R eine r-Sylowgruppe von U und S der normale Ab-
schluss von R in U. Sei A der maximale aufiosbare Normalteiler von U und B<1U
mit A < B, so dass B/A ein minimaler Normalteiler von U/A ist.
Dann gilt:

(i) U/ B ist isomorph zu einem Faktor von Ng(R) mit (|U/B|, ®:(q)) = 1.

(i) B/A ist eine einfache, nichtabelsche Gruppe mit (U], ®;(q)) =
(IB/Al, 2,(q))-

(iii) A ist abelsch, (|A], ®7(q)) =1 und B = SA.

(w) Ist G # 03, .5(q) fir einn € N und ist A= Z(B), so ist B' =S quasiein-
fach, F(U) = €y(S) und F*(U) = SF(U). Besitzt G Singerzyklen, so ist
A=FU).

(v) Ist G = 03,.5(q) und [R, A] = 1, so ist B" = S quasieinfach und die einzige
Komponente von U.

Ist G = O3,,5(q) und [R, A] # 1, so ist (|U],®%(q)) = |R| =7 = 2n+1
und RA eine der Ausnahmen aus Satz 5.2.

(vi) Ist G # O3,,5(q) fir ein n € N und ist A # Z(B), so ist RA eine der
Ausnahmen aus Satz 5.2. Es ist A= F(U) = F*(U).

Ist G eine symplektische Gruppe, so ist BJA = Qz_i/a(Q") fiir eine
2-Potenz a < i.
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Ist G eine orthogonale Gruppe in ungerader Dimension, so ist
B/A = Ar; B/A = M11 mit v = ]_]_, B/A = M23 mit v = 23,
B/A = PSLy(11) mit r = 11 oder es ist B/A = PSLy(g) mit r = T=1.

qg—1
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Kapitel 6

Zentralisatoren, Normalisatoren
und Konjugiertenklassen

6.1 Grundlagen

Im Folgenden werden allgemeine Begriffe und Sétze aus der Theorie der line-
aren algebraischen Gruppen im Umfang etwa der Lehrbiicher von Humphreys
([Huml]) oder Carter ([Ca2]|, Kapitel 1) vorausgesetzt. Im ersten Abschnitt des
Kapitels werden die fiir die Berechnung der Zentralisatoren, Normalisatoren und
Konjugiertenklassen von Zsigmondy-Elementen bendtigten Sétze iiber Zentralisa-
toren halbeinfacher Elemente in zusammenhéngenden, reduktiven algebraischen
Gruppen und iiber die maximalen Tori der endlichen Gruppen vom Lie-Typ
grofitenteils ohne Beweise zusammengestellt. Es handelt sich dabei um Standar-
dresultate, die im wesentlichen auf Borel, Steinberg und Carter zuriickgehen.

Sei stets k ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik p und G eine
iiber k definierte algebraische Gruppe. Dabei bezeichne G° die zusammenhingen-
de Komponente von G, d.h. die irreduzible Komponente der affinen Varietiat G,
die 15 enthilt.

Im Zusammenhang mit algebraischen Gruppen G, G’ sei ein Homomorphismus
G — G stets ein Gruppenhomomorphismus, der zugleich Morphismus der zuge-
horigen Varietéten ist. Ein Isomorphismus sei ein bijektiver Homomorphismus,
dessen Umkehrabbildung ebenfalls ein Morphismus ist. Dann ist G isomorph zu
einer abgeschlossenen Untergruppe von GL, (k) fiir ein geeignetes n € N (siehe
[Hum1], Kap. 8.6). Wir gehen stets davon aus, dass eine Basis von k™ fest gewahlt
ist, betrachten also GL, (k) als Menge der invertierbaren Elemente von Mat,, (k).
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Definition 6.1.1 Sei F, der Endomorphismus von GL,(k), der durch

Fy o (aij) — (a)
definiert ist.
Ein Homomorphismus F : G — G heifit Standard-Frobenius-Abbildung,
wenn es fir geeignete n,a € N und q = p* einen injektiven Homomorphismus
i: G — GL,(k) gibt, so dass gilt:

i(F(g)) = Fy(i(g)) fir alleg € G.

Ein Homomorphismus F' : G — G heifit Frobenius-Abbildung, wenn eine
geeignete Potenz von F eine Standard-Frobenius-Abbildung ist.

Ist F': G — G eine Frobenius-Abbildung und U eine F-invariante Untergruppe
von (G, so sei

U™ :={geU]|F(g) =g}

GF ist dann eine endliche Untergruppe von G. Die endlichen Gruppen G¥ fiir
zusammenhéingende reduktive Gruppen G sind die endlichen Gruppen vom Lie-
Typ (siehe [Ca2], Kap. 1.17). Im Folgenden sei stets G zusammenhéngend.

Im Zusammenhang mit den endlichen Gruppen vom Lie-Typ seien die Sétze von
Lang und Steinberg wegen ihrer fundamentalen Bedeutung bei deren Untersu-
chung zitiert.

Satz 6.1.1 (Lang) Sei G eine zusammenhingende abgeschlossenen Untergruppe
von GL,(k) und F, wie oben. Dann ist der durch L(g) := g 'F(g) gegebene
Morphismus L : G — G surjektiv.

Beweis: ([Ca2], S.32).

Satz 6.1.2 (Steinberg) Sei G zusammenhingend und F' : G — G ein surjektiver
Homomorphismus mit endlicher Gruppe von Fixpunkten G, so ist die durch
L(g) := g 'F(g) gegebene Abbildung L : G — G surjektiv.

Beweis:  ([St], §10).
Die einzigen zusammenhéngenden eindimensionalen algebraischen Gruppen iiber

k sind die additive Gruppe G, und die multiplikative Gruppe G,, von k. Ein
Torus in G ist eine Untergruppe von G, die isomorph ist zum n-fachen direkten
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Produkt G,, x --- x G,, fiir geeignetes n € N. Eine Borelgruppe in G ist eine
maximale zusammenhéngende, auflosbare Untergruppe von G. Jeder maximale
Torus von G liegt in einer Borelgruppe von G. Je zwei Borelgruppen und je zwei
maximale Tori in G sind konjugiert in G (sieche [Huml], Kap. 21.3).

Sei im Folgenden G zusammenhéngend und reduktiv.

Definition 6.1.2 Die Borelgruppen von G sind die Untergruppen BY der
F-invarianten Borelgruppen von G.

Die maximalen Tori von G sind die Untergruppen TT der F-invarianten
mazimalen Tori von G. Dabei heiflen T und TF maximal zerfallend, wenn T
in einer F-invarianten Borelgruppe von G liegt.

Mit Hilfe der Sétze 6.1.1 und 6.1.2 von Lang-Steinberg zeigt man, dass in G
F-invariante Borelgruppen existieren und dass je zwei Borelgruppen von G und
je zwei maximal zerfallende maximale Tori von GF in G¥ konjugiert sind. Sei
nun 7y ein F-invarianter, maximal zerfallender Torus in G. Dann ist jeder Torus
in G konjugiert zu Ty, und 7§ ist genau dann F-invariant, wenn T = F(Ty) =
F(Ty)™ gilt, d.h. wenn gF(g)~" in Ne(Ty) liegt. Uber die kanonische Abbildung
II: Ng(Ty) = W := Ng(Ty)/To erhilt man eine Abbildung v von der Menge
der F-invarianten maximalen Tori in G in die Weyl-Gruppe W von G.

Mit Ty ist auch Ng(Ty) F-invariant. Deshalb induziert F einen Automorphis-
mus von W, den wir ebenfalls mit F’ bezeichnen. Damit ist die folgende Definition
sinnvoll:

Definition 6.1.3 Zwei Elemente wq, we in W heiffen F-konjugiert in W, wenn
ein x in W ezistiert mit wy = x 'w F(z). Die Konjugiertenklassen beziiglich
dieser Aquivalenzrelation heifien F-Konjugiertenklassen.

Cwr(w) = {z € W|z7'wF(z) = w} ist eine Untergruppe von W, der F-
Zentralisator von w. Offenbar ist der Index [W : €y p(w)] gerade die Zahl der
Elemente in der F'-Konjugiertenklasse von w.

Proposition 6.1.1 Die Abbildung v : TY — TI(gF(g)™") induziert eine Bijek-
tion zwischen den GF-Konjugiertenklassen F-invarianter mazimaler Tori von G
und den F'-Konjugiertenklassen in W.

Beweis: [Ca2], Proposition 3.3.3. In den Beweis gehen entscheidend die Sétze
6.1.1 und 6.1.2 von Lang-Steinberg ein. Der Rest des Beweises ist elementar.

Definition 6.1.4 IstT = T ein F-invarianter Torus von G und w ein Element
der F-Konjugiertenklasse von v(T'), so heifit T ein aus Ty durch twisten mit
w erhaltener Torus oder kurz ein mit w getwisteter Torus.
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Bemerkung: Die Kurzform der Definition ist sinnvoll, weil die durch 7" bestimmte
F-Konjugiertenklasse nicht von der Wahl von Ty abhéingt. Ist ndmlich 7} ein ande-
rer maximal zerfallender Torus, so sind T und 7} in G¥ konjugiert. Sei etwa T =
T¢ mit z in GF. Konjugation mit x induziert einen damit vertriiglichen kanoni-
schen Isomorphismus von Mg (71) auf Ng(Tp). Esist T = Ty = 179, und beziiglich
Ty ist T getwistet mit F(zg)(zg)™! = 2F(g)g '2™!, dem entsprechenden Ele-
ment der Weyl-Gruppe M (77)/T;. Dabei gehen durch Konjugation mit x die
F-Konjugiertenklassen von M¢(17)/7: auf F-Konjugiertenklassen von M (7o) /To

iiber, denn fiir g1, g2 € N (T1) gilt: (95 1F(92))" = (95)"9T F(92)" ) = (95) " g1 F (95).
Proposition 6.1.2 (T,))F" ist in G konjugiert zu {t, € Ty | F(ty) = togF(g)_l }.

Beweis: F(tf) =t <= F(t))"9 =t < F(ty) = togF(g)‘1

Also folgt das Ergebnis durch Konjugation mit g~

Proposition 6.1.3 Se: T ein aus Ty durch twisten mit w erhaltener Torus und
N :=Ng(T). Dann gilt N¥)TT = €y p(w).

Beweis: ([Ca2], Proposition 3.3.6).

Definition 6.1.5 Sei der maximale Torus T enthalten in einer Borelgruppe B
von G mit gegeniiberliegender Borelgruppe B~ (d.h. BN B~ =T). Die Wurzel-
gruppen X, zu T (bzgl. B) sind die minimalen Untergruppen der unipotenten
Radikale von B und B~, die von T' normalisiert werden. Sie sind isomorph zu
G., und die Konjugationswirkung von T auf ihnen definiert Abbildungen aus
Hom(T,G,,), die Wurzeln von T. Die Menge der Wurzeln von T heifse ®.

Bemerkung: Eine ausfiihrlichere Darstellung zu den Wurzelgruppen und den
eben verwendeten Begriffen findet sich in [Ca2], Kapitel 1.9.

Definition 6.1.6 Sei weiter G zusammenhdingend und reduktiv und T ein
F-invarianter mazimaler Torus von G. Dann heifft TF nichtausgeartet, wenn
die folgenden dquivalenten Bedingungen erfillt sind:

(i) T ist der einzige mazimale Torus von G, der TT enthiilt.

(ii) T = Cq(TT)°.
(iii) Keine Wurzel von G relativ zu T erfiillt a(t) = 1 fiir alle t € T*.

Bemerkung: Zur Aquivalenz der Bedingungen siehe [Ca2], Proposition 3.6.1.
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Proposition 6.1.4 Seien T}, Ty F-invariante mazimale Tori in G und TF TF
nichtausgeartet. Dann sind Ty, Ty G¥-konjugierte mazimale Tori in G genau
dann, wenn T, T.] konjugierte Untergruppen von G sind.

Beweis: ([Ca2], Proposition 3.6.2).

Proposition 6.1.5 Sei T ein F-invarianter mazimaler Torus von G und N :=
Na(T). Ist TT nichtausgeartet, so gilt N¥ = Ner (TT).

Beweis:  ([Ca2], Proposition 3.6.4).

Die folgenden Sétze sind die zentralen Resultate zu den Zentralisatoren halb-
einfacher Elemente. Dabei sind die Voraussetzungen von Satz 6.1.4 in allen im
folgenden untersuchten Gruppen gegeben.

Satz 6.1.3 Sei G zusammenhdngend und reduktiv, s € G halbeinfach und T ein
mazximaler Torus von G, der s enthdlt. Dann gilt:

(i) €a(s)’=<T,Xo|a(s)=1>.
(i) Co(s) =<T,Xun | a(s)=1,neNg(T), s" =5 >.

Beweis: ([Ca2], Satz 3.5.3).
Satz 6.1.4 Sei G zusammenhdingend und reduktiv und G’ einfach-zusammen-

héingend. Dann ist €g(s) zusammenhdngend.

Beweis:  ([Ca2], Satz 3.5.6).
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6.2 Singer-Zyklen und Zsigmondy-Elemente

Sei stets G eine endlich Gruppe vom Lie-Typ, einfach-zusammenh#ngend fiir die
Ausnahmetypen, sonst eine lineare oder klassische Gruppe iiber F,, und V' der
zugehorige Standardmodul.

Definition 6.2.1 X ist ein Singer-Zyklus in G, falls X eine zyklische Unter-
gruppe von G ist, die irreduzibel auf V' wirkt und fir die €¢(X) = X gilt.

Definition 6.2.2 Die Zsigmondy-Zahl p(G,V) ist definiert als die Dimension
eines Untermoduls von V. mazimaler Dimension, auf dem ein Element von G
von Primzahlordnung irreduzibel wirkt. Enthdlt <g> fir g € G ein Element von
Primzahlordnung, das irreduzibel auf einem Untermodul der Dimension (G, V)
wirkt, so heifit g ein Zsigmondy-Element. Der Parameter v(G,V) ist definiert
als die Dimension eines Untermoduls von V' maximaler Dimension, auf dem ein
Element von G irreduzibel wirkt.

Im Folgenden wird sich herausstellen, dass die Zsigmondy-Zahl fiir alle nicht-
getwisteten Gruppen mit der Coxeter-Zahl der zugehorigen Weyl-Gruppe zu-
sammenfillt. Von diesem Zusammenhang wird aber kein weiterer Gebrauch ge-
macht. Deshalb wird auf eine genauere Einfiihrung von Coxeter-Elementen in
Weyl-Gruppen verzichtet, wie auch auf die Einfithrung der benétigten Begriffe
aus der Theorie der Coxeter-Gruppen.

Definition 6.2.3 Sei W eine irreduzible Cozeter-Gruppe. Fin Element w € W
heifit Coxeter-Element, falls ein Coxeter-System (s1,...,8,) in W ezistiert
mitw = S1---8y,.

Proposition 6.2.1 Die Gruppe W besitzt nur eine Konjugiertenklasse wvon

Cozeter-Elementen. Die Ordnung eines Coxeter-Elements heifit die Coxeter-
Zahl von W.

Beweis: ([Hum3|, S. 74f).

Lemma 6.2.1 Sei A eine abelsche Untergruppe von G = GL(V) = GL,(q) mit
der Figenschaft, dass V die direkte Summe von s > 1 isomorphen irreduziblen
Fq[A]-Moduln ist. Dann ist die in Endg, (V) von A erzeugte F,-Algebra L ein
Korper der Ordnung ¢"/°, und das Paar V = (L, V) ist mit der Produktbildung

lv:=wol firl € L und v € V ein Vektorraum der Dimension s. Auflerdem gilt
dabe:

(a) A ist zyklisch und wirkt semirequlir auf V' \ {0}, und | A| | ¢"/* — 1,

(b) €a(A) = GL(V),
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(¢c) Na(A) <TL(V), und Aute(A) ist eine zyklische Gruppe der Ordnung n/s.
Beweis:  ([Hel], Hilfssatz 5).

Proposition 6.2.2 Sei X eine zyklische Untergruppe von G = GL(V') = GL,(q),
die irreduzibel auf V' wirkt. Dann gilt:

(a) €a(X) ist ein Singerzyklus und zyklisch der Ordnung q"—1 und wirkt reguldr
auf V'\ {0}.
(b) Aute(X) ist eine zyklische Gruppe der Ordnung n.

(¢) €q(X) ist ein mit einem Zykel der Lange n, einem Cozeter-Element der
zugehorigen Weyl-Gruppe S, getwisteter maximaler Torus.

(d) Je zwei Singer-Zyklen in G sind konjugiert in G.

Beweis und Bemerkung: Der Beweis von Lemma 6.2.1 beruht im wesentlichen
auf dem Schur’schen Lemma, vgl. [Hel], Hilfssatz 5. Die Aussagen (a) und (b)
von Proposition 6.2.2 lassen sich elementar aus 6.2.1 ableiten. Proposition 6.2.2
148t sich aber auch aus Lemma 6.2.2 ableiten. (Die Bezeichnungen von Lem-
ma 6.2.2 werden beibehalten.) Ist ndmlich X =<z >, so liegt x in einem ma-
ximalen Torus T von G, der nach Lemma 6.2.2 mit einem Zyklus der Lénge
n getwistet ist. Die Zyklen der Lange n bilden eine Konjugiertenklasse in S,
diese ist die Konjugiertenklasse der Coxeter-Elemente, da mit ( (12),(23),...,
((n — 1)n) ) ein Coxeter-System von S, gegeben ist. Ist T =< t' >, so hat t'
iiber k lauter verschiedene Eigenwerte. Nach Bedingung (iii) in Definition 6.1.6
ist T nichtausgeartet. Die mit Coxeter-Elementen getwisteten maximalen Tori in
G bilden nach Proposition 6.1.1 und Proposition 6.1.4 eine Konjugiertenklasse in
G.

Fiir t € T sei b’ = ¢;(t)b; fiir alle i. Wire €5(X) # T, so existierten
nach Satz 6.1.3 und 6.1.4 ¢ # j mit ¢;(29) = ¢;(29). Sei 0.B.dA. i = 1,
j minimal gew#hlt und j = 1™, Dann gilt s|n, das Minimalpolynom m,(t) hat
Grad s, und fiir das charakteristische Polynom c,(t) gilt c,(t) = (m(t))"/*. Die
rationale Normalform von x iiber V zeigt, dass V in die direkte Summe iso-
morpher, z-invarianter Untermoduln der Dimension s zerfillt, im Widerspruch
zur Voraussetzung, dass X irreduzibel wirkt. Schliellich ist X eine charakte-
ristische Untergruppe der zyklischen Gruppe €g(X). Deshalb gilt Autg(X)
Ne(X)/€a(X) = N(Ca(X))/Ca(X) = &, ((12---n)) =  <(12---n)>
Z, nach Proposition 6.1.5 und Proposition 6.1.3.

1l

Lemma 6.2.2 Fir jeden mazimalen Torus T in G = GL(V') = GLy(q) existiert
eine direkte Zerlegung von V' in irreduzible T'-Moduln Uy, . .. , Uy mit dimU; = n;
und n; > n; fiiri > j. Dabei gilt:
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(a) T wirkt requlir auf U; \ {0} und induziert auf U; eine zyklische Gruppe der
Ordnung q™ — 1.
(b) Es ngt T = anl—l X X ank_l.

(¢) Die Zuordnung T — (ni,...,ng) definiert eine Bijektion zwischen den
Konjugiertenklassen maximaler Tort in G wund den Partitionen
von n.

Beweis: Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik p und
G(k) = GL, (k). Der zugehorige Modul habe die Standardbasis B = (by, ... ,b,)
mit P, =< b; > fiir alle i. Betrachte G als die Gruppe G(k)" mit F = F,
beziiglich der Basis B. Dann bilden die Diagonalmatrizen in G(k) einen maximal
zerfallenden Torus Ty. Da F' komponentenweise wirkt, induziert F' eine triviale
Wirkung auf der zugehorigen Weyl-Gruppe. Die Zuordnung nach Proposition
6.1.1 induziert eine Bijektion zwischen den Konjugiertenklassen von W = S,
und den G-Konjugiertenklassen maximaler Tori.

Sei g € G(k) mit gF(g)~! € Nguy(To) und T := ((TY)F)? ', dabei induziere
gF(g)~! die Permutation IT auf {Py,..., P,}. Sei (P, ---P;,) ein Zykel von II.
Nach Proposition 6.1.2 ergeben sich fir ¢ = diag(ay,... ,a,) € T die Bedingun-
gen a;,,., = (a;,)? fir 1 <m < s—1unda; = af . Esfolgt afls_l = 1. Dabei sind
die Eigenwerte von g auf Basisvektoren in verschiedenen Zykeln von II voneinan-
der unabhingig. Sei T; = €7 (W3) mit W; :=<b;|j ¢ {i1,...,is} >. Dann ist
T=Tyx - xTyund T; = Zgn;_q, weil k eine primitive (¢"—1)-te Einheitswurzel
enthélt. Sei U; := [V, T;]. Nach Maschke folgt V =U;®---® U, und dim U; > n;,
weil TY treu auf U; wirkt. Wegen n = nq + -+ - + n; folgt dimU; = n; und (a).
Behauptung (c) folgt wie oben, weil F' trivial auf W wirkt und zwei Elemente in
Sp genau dann konjugiert sind, wenn sie dieselben Zykellingen aufweisen.

Proposition 6.2.3 Fiir ungerades n besitzt G = U,(q) mit dem zugehdorigen
Standard-Modul V' der Dimension n diber F 2 Singer-Zyklen. Sei X eine abelsche
Untergruppe von G, die irreduzibel auf V' wirkt. Dann gilt:

(a) €a(X) ist ein Singerzyklus und zyklisch der Ordnung ¢ + 1.

(b) Aute(X) ist eine zyklische Gruppe der Ordnung n.

(¢) €q(X) ist ein mazimaler Torus.

(d) Je zwei Singer-Zyklen in G sind konjugiert in G.

Beweis: Setze m = (n —1)/2. Sei G(k) = GL,(k) und F € End(G(k)) gegeben
durch F(A) := (F,(A))™". Dann ist G(k)" = G (siehe z.B. [Ca2], S.32). Nach
[KL], Proposition 2.3.2 besitzt V eine unitire Basis B = (e, f1,. .-, €m, fm, T),
d.h. es ist B(e;, fi) = B(x,z) =1 fiir 1 <i < m und ((b,c) = 0 fiir alle anderen
Paare (b, c) mit b # c aus B x B. Setze P; :=<e;>, Q; :=<f;> und R :=<xz>.
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Wir betrachten V' als Teilmenge des Moduls fiir G(k); damit ist B auch eine Basis
dieses Moduls. Der Stabilisator der maximalen Fahne (Uy,...,U,,, U=, ... Ui)
mit U; =<eq,...,e; > des zugehorigen Gebéudes ist eine F-invariante Borelgrup-
pe in G(k), weil ihr Stabilisator in G¥ eine Borelgruppe in G ist. Sie enthélt
den maximal zerfallenden Torus Ty = G(k){<p>pepy (siehe z.B. [Ta], S. 130). Wir
bezeichnen mit diag(ay,... ,a,) die Darstellung von Elementen von Tj relativ
zur Basis B. Da T F-invariant ist, induziert F' eine Permutation der Eintrige
von ay, ... ,a, der Elemente in Tp. In T{ existieren fiir jedes i Elemente, deren
Zentralisator in V¥ gerade << v > | v € B\ {e;, f;} > ist und solche, deren
Zentralisator <<v>|v € B\ {z}> ist, aber keine, deren Zentralisator << v >
|lv € B\ {e;} > ist. Also induziert F' die Permutation o := (P1Q1) - (PnQm)-
Weiter existiert ein C € G(k), so dass C~'Ty,C' die Menge der Diagonalma-
trizen in G(k) ist. Fiir alle X € Ty folgt F(X) = C(F,(C'XC)H)C™! =

CF,(C~1F, (X E,(CH)C—! = (F,(CHYC~) " F,(X~)(F,(C)C~). Sind also ay, . .

die Eigenwerte von t € Tp, so sind a; 7, ... ,a,? die Eigenwerte von F(t).
Es folgt F(diag(a, ... ,a,)) = diag(ay? a9, ... ;a,%,a,%5,a.9).

Sei n € Neuy(To) und induziere in Mgy (To)/To die Permutation 7. Fiir
t € Ty gilt dann t7™ = F(F7Y(t)") = F((F,'(t°)™Y)") = F(F'(t°")™") =
Fy(F7M(tomo) 1)~ = 779, Also induziert F' auf der Weyl-Gruppe Ny (To)/To
Konjugation mit der Involution o.

Sei w™! in der Weyl-Gruppe von G(k) gegeben durch die Permutation
(PP -+ P,R). Nach Proposition 6.1.1 existiert ein g € G(k) mit v(gF(g)™1) =
w!, und (TY)F ist konjugiert zu {t = diag(ay, ... ,a,) € Ty | F(t) = t* '}=
{t = diag(al, NN ,Cl,n) S TO | Fq(t—l)aw = t} Mit cw = (P1Q1P2Q2 . PQOR)
ergeben sich genau die Bedingungen a;;1 = a; ? fir 1 <7 <n—1und a9 =
a; " = ay. Also ist (T¢)F eine zyklische Gruppe der Ordnung ¢" + 1, die irre-
duzibel auf V' wirkt, weil aufgrund der obigen Bedingungen kein nichttriviales
Element in (7§)" den Eigenwert 1 hat. Demnach wirkt (T3)F treu auf jedem
seiner Untermoduln in V', aber aus ¢" + 1 | (¢®)F — 1 folgt k > n.

Da in k primitive (¢"+1)-te Einheitswurzeln existieren, gibt es ein t € (T§)F,
das iiber k lauter verschiedene Eigenwerte besitzt. Nach Bedingung (iii) in Defi-
nition 6.1.6 ist (7)F nichtausgeartet, also ein Singer-Zyklus in G.

Ist t € (TY)F und Copy(< t >) # Ty, so hat 9" iiber k die Eigenwerte
a,a”9,a?,... ,a? " und a?"" fiir ein a € k mit " = 1, wobei nicht alle Ei-
genwerte verschieden sind. Wie im Beweis von Proposition 6.2.2 hat das Minimal-
polynom von ¢ den Grad s fiir einen echten Teiler s von n. Ist also <z >= X < T¢,
so gilt Cqay(<z>) =T§ und €q(X) = (T§)F, weil X irreduzibel auf V' wirkt.

Sei T¢ ein weiterer maximaler Torus, so dass (T¢")F irreduzibel auf V wirkt. Ist
dann  y(hF(h)™!) = w, so ist (ITMF  konjugiert  zu
{t = diag(as,...,a,) € Ty | (t79)” = t} und enthalten im maximalen To-

70’71
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rus von G(k)F) = GL,(¢?), der mit (o@)? getwistet ist. Mit Lemma 6.2.2
folgt, dass (ow)? und damit auch ow ein Zykel der Linge n ist. Dann sind
ow und ow in der Weyl-Gruppe S, von G(k) konjugiert, etwa cw = (ow)".
Es folgt @ = oh 'owh = h°woch’c = h°wF(g¢°), dh. @ und w sind
F-konjugiert in der Weyl-Gruppe S,. Nach Proposition 6.1.1 sind T und Ty
und nach Proposition 6.1.4 auch (T7")" und (7¥)" konjugiert in G¥".

Es bleibt nur noch (b) zu beweisen. Wie im Fall linearer Gruppen gilt mit Pro-
position 6.1.3 und Proposition 6.1.5 Autg(X) = Ne(X)/€a(X) = Na(Ca(X))/Ca(X) =
Cwr(w). Fir 7 € S, gilt aber w = TwF(r) = TwoTo genau dann, wenn
(wo)™ = wo gilt. Es folgt €y p(w) = Cy(wo) = Z,, weil wo ein Zykel der
Lénge n ist.

Proposition 6.2.4 Fiir gerades n > 2 besitzt G = U,(q) keine auf dem zugehi-
rigen Modul V' der Dimension n tber F 2 irreduziblen Elemente. Es gilt v(G, V) =
n—1.
Sei x ein Zsigmondy-Element in G und X =<x>, dann gilt:

(a) €q(X) ist ein mazimaler Torus und isomorph zu Zgn—1.1 X Zgi1.

(b) Aute(X) ist eine zyklische Gruppe der Ordnung n — 1.

(c) Je zwei Zentralisatoren von Zsigmondy-Elementen in G sind konjugiert in

G.

Beweis: Sei G(k) = GL,, (k) und F' € End(G(k)) gegeben durch F(A) = (F,(A))™".
Wie im Beweis fiir unitire Gruppen in ungerader Dimension ist dann G(k)" = G.
Wie dort besitzt V' eine unitéire Basis B = (e, f1,- ..,
€nj2, fny2), d.h. esist B(e;, f;) = 1fiir 1 <4 < n/2und 3(b, c) = 0 fiir alle anderen
Paare (b, ¢) mit b # ¢ aus B x B. Mit den Bezeichnungen und dem gleichen Beweis
wie in ungerader Dimension ist Tj ein maximal zerfallender Torus in G(k), und
fir diag(ay, ... ,a,) € Ty gilt F(diag(as, ... ,a,)) = diag(a, %, a, %, ... ,a, % a,%,).

Angenommen es existiert ein Torus (7¢)F mit y(gF(g)™!) = w™?, der irre-
duzibel auf V' wirkt. Dann ist ow ein Zykel der Linge n, weil (Ty)F sonst ei-
ne Untergruppe U hétte, bestehend aus allen Elementen, die entlang eines Zy-
kels den Eintrag 1 haben, und dann [V, U] ein nicht-trivialer (7¢)%-invarianter
Unterraum von V wire. Dann ist (Ty)F konjugiert zu {t = diag(ai,...,a,)
€ Ty | F,(t71)°" = t}. Beziiglich einer geeigneten Anordnung der Basisvekto-
ren ist die Bedingung F,(t7')7" = t dquivalent zur Bedingung a,4; = a; ? fiir
1<i<n—1unda;?=a? = a;. Nach Lemma 6.2.2 ist (7T¢)" dann aber enthal-
ten in einem maximalen Torus 77 von GL(V) = GL,(¢?), der mit (cw)? getwistet
ist, und fiir den V' in zwei irreduzible T7-Untermoduln gleicher Dimension zerfllt,
im Widerspruch zur Irreduzibilitat von Tj. Also ist p < n — 1.

Waihlt man w in der Weyl-Gruppe S,, von G(k) so, dass cw ein Zykel der
Liange n — 1 ist, dann ergeben sich wie eben die Bedingungen a;1; = a; ? fir
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n—1

1<i<n—-2a" =a? =a unda,? = a, Ist y(gF(g9) ") = ow, so
wirkt (T9)F nach Lemma 6.2.2 irreduzibel auf einer Hyperebene von V, und es
gilt (T5)" = Zgn114 X Zgy1.

Sei umgekehrt (T")F ein maximaler Torus, der irreduzibel auf einer Hyperebe-
ne von V wirkt. Dann ist oy(hF(h)~!)~! ein Zykel der Linge n — 1. Wie im Fall
ungerader Dimension folgt aus der Konjugiertheit aller Zykel der Linge n — 1 in
S, die F-Konjugiertheit von w und v(hF (h)~!) und damit die G¥-Konjugiertheit
von (T§)F und (TP)F.

Ebenfalls wie in ungerader Dimension gilt €5(X) = (T§)" fir X < TY weil
aufgrund der Irreduzibilitéit von X auf der (Ty)F-invarianten Hyperebene fiir
x = diag(ay, ... ,a,) die Werte ay,... ,a,_1 paarweise verschieden sind und aus
a; = a, wegen a,? = a, schon a; = a;41 folgt. Weiter ist X in €5(X) wegen
n > 2 charakteristisch und damit Autg(X) = €y p(w) = Sy (wo) = Zy—.

Proposition 6.2.5 Fir ungerades n > 2 und G = O,(q) (char(F,) # 2) gilt
v(G,V) =n—1 auf dem Standardmodul V von G.
Sei x ein Zsigmondy-Element in G und X =<x>, dann gilt:

(a) €c/(X) ist ein mazimaler, mit einem Coxeter-Element in der zugehiri-
gen Weyl-Gruppe vom Typ Bg,—1y2 getwisteter Torus und isomorph zu
Lyn-1ys241, und €q(X) ist isomorph 2u Zyn-1y/241 X Zo.

(b) Autg(X) ist eine zyklische Gruppe der Ordnung n — 1.

(c) Je zwei Zentralisatoren von Zsigmondy-Elementen in G sind konjugiert in

G.

Beweis: Setze m = (n—1)/2. Sei B = (e1, fi1,-- - , €m, fm, T) eine Basis von V* und
die quadratische Form () mit zugehoriger Bilinearform f auf V* gegeben durch
Qle;) =Q(f:)) =0, Q(z) =1, f(e;, fi) =1 fiir alle 1 <¢ < m und f(b,c) =0 fur
alle anderen Paare (b, c) mit b # ¢ aus B x B. Sei G(k) = O(V,Q) und F = F,
beziiglich B. Betrachte G als die Gruppe G (k) mit V =<ey, fi,... , €m, frn, @ >F,
(sieche z.B. [KL], Proposition 2.5.3). Weil G(k) nicht zusammenhéngend ist, be-
trachten wir die Gruppe G(k)' = SO(V, Q) mit (G(k) ) = G".

Der Stabilisator der maximalen Fahne (Ui, ... ,U,,, Ux, ... U}) mit U; =
< ey,...,e; > des zugehorigen Gebédudes ist eine F-invariante Borelgruppe in
G(k)', die den maximal zerfallenden Torus Ty = G(k){<p>|sepy enthilt. Sei P, =
<e;>, Q=< fi>fir1 <i<mund R =<zx>. Die zugehorige Weyl-Gruppe W
vom Typ B,, wirkt als Permutationsgruppe auf {<b> |b € B} und ist genau die
Untergruppe von S{<p>|sep}. die R und die Menge aller Paare {P;, Q;} invariant
lasst. Man sieht leicht, dass W erzeugt wird von den Elementen (P; P, 1)(Q;Qi11)
fir 1 <i<m-—1und (P,Q), die ein Coxeter-System fiir W bilden. T ist
isomorph zu Zy S, (Vergleiche hierzu z.B. [Ta], Kap.11, S.168ff: Orthogonal
BN-pairs).
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Offenbar induziert F' auf W die Identitdt. Damit sind alle maximalen Tori
in G’ enthalten in den mit demselben Element in W, betrachtet als Element der
Weyl-Gruppe von GL(V), getwisteten Tori von (GL(V))¥" = GL,(q). Also besitzt
G’ keine Elemente, die irreduzibel auf V' wirken, weil R unter W invariant ist.
Wiirde y € G irreduzibel auf V wirken, so lige y* wegen [G : G'] = 2 in G’ und
hitte wegen der Invarianz von R unter W einen Eigenwert A € {—1,1}. Aus der
Invarianz des Eigenraumes zum Eigenwert \ unter y folgt y? € {—1I, I'}. Das Mini-
malpolynom von y teilt also 2 + 1 oder t> — 1 im Widerspruch zur Irreduzibilitit
von y auf einem Vektorraum der Dimension n > 3. Es folgt u(G,V) < n — 1.

Sei w = (Pm—lpm)(Qm—lQm)(Pm—2Pm—1)(Qm—QQm—l) T (Q1Q2)(PQO) =
(PiPy--- P 1Qm@1Qa- - Qu1Py), dann ist w ein Coxeter-Element. Sei g €
G(k) mit v(gF(g)™") = w. Nach Proposition 6.1.2 ist (Ty)" konjugiert zu
{t € Ty|F(t) = t*}. Aquivalent dazu sind mit e} = ae;, f! = amyif; fiir
1 <i<m-=1,¢€, = ammen, f., = anfm und 2! = a,z die Bedingungen

—1 g . gt
=aqa; firl <i<m,a = a

a1 =aj fir 1 <i<n-—2 a4, = af

und a, = 1. Fiir a; ergibt sich die notwendige Bedingung 1 = a1a,,11 = a(fmﬂ.
Demnach erfiillt ¢t € Ty genau dann die Bedingung F'(t) = t*, wenn die Ordnung
von aq ein Teiler von ¢™ + 1 ist und a; = a‘{(H) gilt fiir 1 <7 <n—1. Weil k
algebraisch abgeschlossen ist, ist (7{)" isomorph zu Zgm 1.

Wie in Proposition 6.2.2 zeigt man, dass (T§)" nichtausgeartet ist und fiir
X < (T(“;])F gﬂt: Cg(k)/(X) = T(“;] und Q:G/(X) = (qu)F Aus [Qg(X) : Q:G/(X)] <2
und (—1) € €g(X) \ €a(X) folgt €c(X) = <(TH)F, —1>X Zym iy X Zs.

Sei umgekehrt (7T(")"" ein maximaler Torus in G/, dessen Zentralisator in G irre-
duzibel auf einer Hyperebene von V wirkt. Dann ist (79)F abelsch,
[Ca((THF) : (TH)F] < 2 und (1) € Eq((THF) \ (TH)F. Also wirkt auch (Tg)F
irreduzibel auf der Hyperebene und 7 := y(hF(h)™!) ist ein Zykel der Linge
n—1in W.Sei Qy = P{". Dann ist {P, Q1} = {P7", Q7" } = {Qy, P["*}. Es folgt
k=mund 7(P1Q,) = (PLP7---P7™ ) (@Q1Q7--- Q7" ). Offenbar bildet dann
((PP)(@iQ7), (PTPT)(QFQT ), (P P )

(QT" QT ), (P1Q1) ) ein Coxeter-System in . Damit sind w und 7 konjugiert
in W. Nach Proposition 6.1.1 sind 7§ und Ty und nach Proposition 6.1.4 auch
(T9F und (T)F und ebenso €o((T¢)F) und €o((TP)F) konjugiert in G'.

Schlieflich ist X in €5 (X) charakteristisch, und damit gilt nach Proposition
6.1.3 und Proposition 6.1.5 Autg(X) = Ne(X)/Ca(X) =Ne(Ca(X))/Ca(X) =
No(€e(X))/Ca(X) = (Na(Ca(X))/ < =T 3)) (Ca(X)/ < -1 >) =
‘IIG/(QG/(X))/CG/(X) = @mp(w) = Qw(’w) =< w>= Zn—l-

Proposition 6.2.6 Die Gruppe G = Sp,(q) (n gerade) besitzt Singer-Zyklen. Sei
X eine zyklische Untergruppe von G, die irreduzibel auf dem zugehdrigen Modul
V' wirkt. Dann gilt:
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(a) €q(X) ist ein Singer-Zyklus und zyklisch der Ordnung ¢*/? + 1.
(b) Autg(X) ist eine zyklische Gruppe der Ordnung n.

(¢) €a(X) ist ein maximaler, mit einem Coxeter-Element in der zugehdrigen
Weyl-Gruppe vom Typ Cy 2, einem Zyklus der Linge n, getwisteter Torus.

(d) Je zwei Singer-Zyklen in G sind konjugiert in G.

Beweis: Der Beweis ist fast genau gleich wie der fiir orthogonale Gruppen in
ungerader Dimension in Proposition 6.2.5.

Setze m = n/2. Sei B = (e1, fi,--- ,€m, fm) eine Basis von V* und die al-
ternierende Form f auf V¥ gegeben durch f(e;, fi) = 1 fiir alle 1 < i < m
und f(b,c) = 0 fiir alle anderen Paare (b,c) mit b # c aus B x B. Sei G(k) =
O(V, f) und F = F, beziiglich B. Betrachte G als die Gruppe G(k)¥ mit V =
<ei, fi,--. ,em; fm, x>5, (siehe z.B. [KL], Proposition 2.4.1).

Mit allen Bezeichnungen wie in Proposition 6.2.5 ist der Stabilisator der
maximalen Fahne (Uy,...,U,, = U} ... Uj) des zugehorigen Gebidudes ei-
ne F-invariante Borelgruppe in G(k), die den maximal zerfallenden Torus Ty =
G(k){<b>|bepy enthilt. Wie dort wirkt die zugehorige Weyl-Gruppe W vom Typ
C,, = B, als Permutationsgruppe auf {<b> |b € B} und ist genau die Unter-
gruppe von S{<ps|pep}, die die Menge aller Paare {P;, Q);} invariant 1&8t. Sie wird
erzeugt von den Elementen (P;P;11)(Q;Qi41) fir 1 <i <m—1und (P,,Q,), die
ein Coxeter-System fiir W bilden. W ist isomorph zu Zs? S,, (Vergleiche hierzu
z.B. [Ta], Kap.8, S.75ff: Symplectic BN-pairs).

Wie in Proposition 6.2.5 induziert F' auf W die Identitét. Seien w € W und a;
fiir 1 < i < n wie dort definiert, dann ist w ein Coxeter-Element. Sei ¢ € G(k) mit
Y(gF(g9)™") = w. Wieder ist (T§)" konjugiert zu {t € Ty | F(t) = t*}. Aquivalent
dazu sind die Bedingungen a;,; = af fir 1 <i<n -1, affn_l = a; und Giqy, =
af " = e,
1=a1ap,1 = a‘{mﬂ. Demnach erfiillt ¢ € T genau dann die Bedingung F(t) =
t*, wenn die Ordnung von a; ein Teiler von ¢ + 1 ist und a; = a‘{wl) gilt fiir
1 <4 < n. Weil k algebraisch abgeschlossen ist, ist (7§)% isomorph zu Zm 1.

Wie in Proposition 6.2.2 zeigt man, dass (T§)F nichtausgeartet ist und fiir
X < (T)HF gilt: Copey(X) = T§ und €q(X) = (T§)F.

Sei umgekehrt (7")F ein maximaler Torus, der irreduzibel auf V' wirkt. Dann
ist 7:= y(hF(h)™!) ein Zykel der Léinge n in . Wie in Proposition 6.2.5 sieht
man, dass 7 ein Coxeter-Element in W ist. Nach Proposition 6.1.1 sind 7§ und
T2 und nach Proposition 6.1.4 auch (T§)F und (T9)F konjugiert in GF'.
SchlieBlich ist X in €5 (X)) charakteristisch, und damit gilt nach Proposition 6.1.3
und Proposition 6.1.5 Autg(X) = Ne(X)/Ca(X) = Na(€a(X))/Ca(X)
= wap(’w) = Qw(’w) =< w>=7,.

fir 1 <4 < m. Fiir a; ergibt sich die notwendige Bedingung
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Proposition 6.2.7 Fir gerades n > 4 und G = O} (q) gilt v(G,V) =n — 2 fir
den Standardmodul V' von G.

Sei x ein Zsigmondy-Element in G, X =<x> und V = W, & Wy die Zerlegung
von V in den X-invarianten Unterraum Wi der Codimension 2 in V und sein

orthogonales Komplement Wy = Wt

Dann ist Stab (W) |W = 0, _5(q) und Stabg(Wy) |W =~ 05(q) = Dag+)-

(a) €c(X) ist ein mazimaler, mit einem Cozeter-Element in der zugehdrigen
Weyl-Gruppe vom Typ D, getwisteter Torus wund isomorph zu
Lyn-2/241 X Lgy1, und €g(X) ist isomorph zu Zywn-2/241 X Comn) X|w

(b) Wirkt X trivial auf Wa, so ist Autg(X) eine zyklische Gruppe der Ordnung
n— 2.

(c) Je zwei Zentralisatoren von Zsigmondy-Elementen in G, die trivial auf Wy
wirken, sind konjugiert in G.

Beweis: Setze m = n/2. Sei B = (e1, fi,--- ,€m, f;n) eine Basis von V¥ und
die quadratische Form @) mit zugehoriger Bilinearform f auf V* gegeben durch
Qe;) = Q(fi) =0, f(es, fi) = 1firalle1 <i<mund f(b,c) = 0 fiir alle anderen
Paare (b, c) mit b # ¢ aus B x B. Sei G(k) = O(V, Q) und F = F, beziiglich B.
Betrachte G als die Gruppe G(k)" mit V =<eq, fi,...,em, fm >r, (siche z.B.
[KL], Proposition 2.5.3). Weil G(k) nicht zusammenhéngend ist, betrachten wir
die Gruppe G(k) = SO(V, Q) mit (G(k))F = G".

Der Stabilisator der maximalen Fahne (Uy, ... U, = UL ... UF) mit U; =
< eq,...,e; > des zugehorigen Gebdudes ist eine F-invariante Borelgruppe in
G(k)', die den maximal zerfallenden Torus Ty = G(k){<p>|pepy enthélt. Sei P; =<
e; >, Q; =< f; > fir 1 < i < m. Die zugehorige Weyl-Gruppe W vom Typ
D,, wirkt als Permutationsgruppe auf {< b > |b € B} und lit die Menge
aller Paare {P;, Q);} invariant ist also eine Untergruppe der zu ZyQ S,, isomor-
phen Untergruppe W, die erzeugt wird von den Elementen (PP 1)(Q;Q;41) fiir
1 <i<m-—1und (P,Q,), die ein Coxeter-System fiir W bilden. (Verglei-
che hierzu z.B. [Ta], Kap.11, S.168ff: Orthogonal BN-pairs). Jedes Element in
New)(Th), das die Permutation (P,,Q)y,) induziert, hat Determinante —1. Ande-
rerseits enthilt G(k)' zu jeder geraden Permutation o in W die Permutationsma-
trizen, die ¢ induzieren. Es folgt W = W, die Untergruppe der geraden Per-
mutationen in W. Ein Coxeter-System fiir W ist gegeben durch die Permutatio-
nen ((Plpg)(Q1Q2> gy ( m— 1P )(Qm 1Qm) s (Pm—lQm)(Qm—l-Pm) ), wie man
leicht nachpriift, indem man die Ordnungen der Produkte von je zwei Elementen
berechnet.

Offenbar induziert F' auf W die Identitdt. Damit sind alle maximalen Tori
in GG’ enthalten in den mit demselben Element in W, betrachtet als Element der
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Weyl-Gruppe von GL(V), getwisteten Tori von (GL(V))¥ 2 GL,(g). Also besitzt
G' keine Elemente, die irreduzibel auf V wirken, weil jeder Zykel der geraden
Liénge n eine ungerade Permutation ist, und keine Elemente, die irreduzibel auf
einer Hyperebene von V' wirken, weil W die Menge der Paare { {P;, Q;} |1 < i <
m} invariant ldsst und demnach kein Element enthélt, das genau einen Fixpunkt
hat.

Wiirde y € G irreduzibel auf einer Hyperebene H von V wirken, so wiére
H nicht ausgeartet und wegen dimV" > 2 nicht singuldr im Widerspruch da-
zu, dass orthogonale Gruppen in ungerader Dimension keine Singer-Zyklen ent-
halten. Wiirde y € G irreduzibel auf V wirken, so wiirde y die irreduziblen
Untermoduln von 32 permutieren. Also zerfiele V in die direkte Summe der
irreduziblen < y? >-Untermoduln U; und U,. Seien zunichst U; und U, total
singuldr. Dann vertauscht y die Unterrdume U; und U, als die einzigen total
singuliren < y? >-Untermoduln von V. Sei (y?)¢ € Ty wie in Lemma 6.1.2.
Dann kann g wegen der Wirkung von W auf Ty so gew#hlt werden, dass in
der Darstellung beziiglich einer Basis aus Eigenvektoren von Tj gilt: (y%)9 =
diag(a,a?,... ,a?" " a7 a9 ... ;a”7 ). Dabei fillt a wegen der Irreduzibili-
tat auf U; und Uy nur mit einem Wert a9 fiir 1 < k < m zusammen. Wegen
P! = Qy, und Ply2 = P folgt a = a7 = a2 und damit k& = m/2. Insbesondere
ist m gerade. Ist 5 die durch eij = firm und fij = ej1m fiir 1 <i < m/2 gegebene
Involution, so gilt det(y) = det(yj) = 1 im Widerspruch zur Wahl von y, weil yj
irreduzibel auf U; und U, wirkt, die Wirkung solcher Elemente auf Us; aber stets
die zu ihrer Wirkung auf U; duale ist. Seien also U; und U, nichtausgeartet. Nach
Induktion induziert @ auf U; und Uy keine quadratische Form von maximalem
Witt-Index. Nach Proposition 6.2.8 ist die Ordnung von 3?2 ein Teiler von ¢™ + 1
und die Ordnung von y ein Teiler von 2(¢™ + 1). Andererseits ist y enthalten
in einem Singer-Zyklus von GL(V') der Ordnung ¢" — 1. Nach der Annahme ist
G # G, also char(F) # 2. Dann ist ¢—1 ein Teiler von (¢"—1)/(2(¢"+1)) = ¢™—1/2
und wieder det(y) = 1 im Widerspruch zur Wahl von y. Es folgt u(G, V) < n—2.

Sei w' = (PP)(Q1Q2)  (Pn—2Pn-1)(Qm-2Qm-1)(Prn-1Pn)(Qm-1Qm)
(Pr-1Qm)(Qm-1Py), dann ist w = (PyPy--- P 1Q1Q2 - Qu1)(PrnQm) ein
Coxeter-Element in W. Sei g € G(k) mit v(gF(g)™') = w. Nach Proposition
6.1.2 ist (T¢)F konjugiert zu {t € Ty|F(t) = t*}. Aquivalent dazu sind mit
et = aje;, fI = apmyiafi fir 1 <i < m—1und e, = a, 16, fi, = anfy die
Hm_zzai_l fir 1 <i<m,

und a,_ia, = 1. Fiir a; und a,,_; ergeben sich die notwen-

Bedingungen a;,1 = af fir 1 <i<n—3, aj1m_1 = a

q
n—1

qn—2
al =a,a,=a
m—1
digen Bedingungen 1 = aja,, = af ' und 1 = a?*]. Demnach erfiillt ¢ € T,

genau dann die Bedingung F(t) = t*, wenn die Ordnung von a; ein Teiler von
g™ ! + 1 ist, die Ordnung von a,_; ein Teiler von ¢ + 1 und a; = agl’(l_l) gilt fiir
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1 <i<n-—2sowie a, = al ;. Weil k algebraisch abgeschlossen ist, ist (qu )F
isomorph zu Zgym-141 X Zgy1.

Da (T§)F irreduzibel auf W, wirkt, induziert Q auf W, eine orthogonale Form
vom Witt-Defekt 1. Ebenso induziert ) auf W5 eine definite orthogonale Form,
weil O%(q) = Do(g—1) keine zyklische Untergruppe der Ordnung g+1 enthiilt.

Wie in Proposition 6.2.2 zeigt man, dass (T{)" nichtausgeartet ist und fiir
X < (T§)F mit einer auf Wy irreduziblen Gruppe X gilt: €y (X )|wl = (Ty )|wl
und Cor (X )|W1 = (THT |W1. Die kanonische Einbettung von O75(q) in O%(¢?)
zeigt, dass O5(q) N1SOG(q) = Zgsq gilt. Wirkt X trivial auf Ws, so ist €q(X) =
Zgm-141 X Do(gi1). Es folgt 2 > [€q(X) @ € (X)] mit Gleichheit genau dann,
wenn X von einem Element zentralisiert wird, dessen Einschrinkung auf W
nicht Determinante 1 hat und damit €a(X) = Zyw-2/211 X Com,) (X |y, )-

Sei umgekehrt (T{")F ein maximaler Torus in G’, dessen Zentralisator in G
irreduzibel auf einem Unterraum U der Kodimension 2 in V wirkt. Nach dem
Witt’schen Lemma sind U und W; konjugiert in G, etwa ((IT3)F)* = (T¢)F.
Nach Proposition 6.2.8 sind (((Tgl)F)"’f)|W1 und ((TOQ)F)|W1 konjugiert in O(W7)
und damit nach dem Witt’schen Lemma auch in G. Damit folgen (a) und (c).

Wirkt X trivial auf Wy, so ist X < G’ in €x(X) charakteristisch, und damit
gilt nach Proposition 6.1.3 und Proposition 6.1.5 Autg/(X) = Ne(X)/Cq (X)
= Ne (€ (X))/Ce(X) = Cyr(w) = Cy(w). Die Permutation w hat einen
Zykel der Lange n — 2 > 2 und einen Zykel der Lénge 2 und Ordnung n — 2, weil
n gerade ist. Thr Zentralisator in S,, wird erzeugt von ihren beiden Zykeln und
ist isomorph zu Z,,_o X Z, enthélt aber Permutationen mit ungeradem Signum.
Also gilt €y (w) =< w >.

Proposition 6.2.8 Fiir gerades n > 2 besitzt die Gruppe G = O, (q) Singer-
Zyklen. Sei X eine abelsche Untergruppe von G, die irreduzibel auf dem zugehd-
rigen Modul V' wirkt. Dann gilt:

(a) €a(X) ist ein Singer-Zyklus und zyklisch der Ordnung ¢*/% + 1.
(b) Auts(X) ist eine zyklische Gruppe der Ordnung n.
(c) Je zwei Singer-Zyklen in G sind konjugiert in G.

Beweis: Nach Proposition 6.2.5 besitzt der Standardmodul W fiir H = O,,11(q) ei-
ne Zerlegung W = Wy ® W, mit Wy = w,t und dim(W;) = 1 sowie dim(Ws,) = n,
so dass H eine Untergruppe besitzt, die irreduzibel auf Wy wirkt. Nach Proposi-
tion 6.2.7 ist Wy nicht hyperbolisch. Nach dem Witt’schen Lemma induziert H
auf W; die volle Gruppe O~ (q). Weil H das Element enthélt, dass trivial auf W
operiert und W; als Eigenraum zum Eigenwert —1 hat, induziert auch Mg (W)
mit H' = SO,,41(q) die volle Gruppe O, (q) auf W5 und wirkt treu auf Wy. Wir
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identifizieren G mit Mg (W2) und die Wirkung von G auf V' mit der Wirkung
von Ny (Ws) auf Wa.

Ist X abelsch und irreduzibel auf W5, so ist X nach dem Schur’schen Lemma
zyklisch, und es gilt € (X) = €p/(X) = Zn/2,, nach Proposition 6.2.5. Wie im
Beweis von Proposition 6.2.5 folgt Autg(X) = Ng(X)/Cx(X)
= Zy,. Je zwei Singer-Zyklen in GG entsprechen Zentralisatoren von Zsigmondy-
Elemente in H', die irreduzibel auf W5 wirken und nach dem Beweis von Propo-
sition 6.2.5 konjugiert sind in H'. Weil das konjugierende Element W5 invariant
liasst, folgt Aussage (c).

Proposition 6.2.9 Fir die Chevalley-Gruppe G = G5(q) vom Typ Go dber F,
gilt v(G,V') = 6 auf dem Standardmodul V' der Dimension 7 (bzw. 6 in gerader
Charakteristik) von G.

Ist x ein Zsigmondy-Element in G und X =<z >, dann gilt:

(i) €c(X) ist ein mazimaler, mit einem Cozxeter-Element in der zugehirigen
Weyl-Gruppe Dyo getwisteter Torus und isomorph zu Zg_g1.

(ii) Autg(X) ist eine zyklische Gruppe der Ordnung 6.

(iii) Je zwei Zentralisatoren von Zsigmondy-Elementen in G sind konjugiert in

G.

Beweis: Die Notation aus Kapitel 3.1 wird fortgesetzt. Ist F' = F, beziiglich
der Basis X von V, so kénnen wir G mit G(k)” identifizieren. Dabei ist V =
< X >p, und V¥ =< X >,. Nach Proposition 3.1.2 ist Ty(k) ein maximaler
Torus, und die Weyl-Gruppe Mg (To(k)) wirkt wie dort beschrieben auf 7j (k).
F induziert auf W die Identitdt. Damit sind alle maximalen Tori in G' enthalten
in den mit demselben Element aus W, betrachtet als Element der Weyl-Gruppe
von GL(V¥), getwisteten Tori von GL(V). Aus der Invarianz von z, unter W
folgt p < 6.

Coxeter-Elemente in Diedergruppen sind gerade die Erzeugenden des zykli-
schen Normalteilers vom Index 2, in W also genau die Elemente der Ordnung
6. Sei w = (P1Q3PQ1P3Q)3) ein Coxeter-Element in W. Sei ¢ € G(k) mit
¥(gF(g)™') = w. Nach Proposition 6.1.2 ist (T¢)¥ konjugiert zu {t € Ty| F(t) =
t*}. T, Dbesteht aus allen Elementen, die beziiglich X die Form
diag(1, a,b, (ab)™1, a1, b1 ab) mit a,b € k haben. Die Bedingung F(t) = t¥
ist nun dquivalent zu den Bedingungen b = a~¢ und a = (ab)? = a~ T, Dem-
nach erfiillt ¢ € Ty genau dann die Bedingung F'(t) = ", wenn die Ordnung von
a ein Teiler von ¢? — ¢+ 1 ist und b = a7 gilt. Weil k algebraisch abgeschlossen
ist, ist (T3)F isomorph zu Z,2_ ;1.

Wie in Proposition 6.2.2 zeigt man, dass (T§)¥ nichtausgeartet ist und fiir
X < (T gilt: Cq(X) = Ty und €a(X) = (T§)*.
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Sei T{ ein maximaler Torus in G, der irreduzibel auf einer Hyperebene von
V wirkt. Dann ist 7 := y(hF(h)" ') ein Zykel der Linge 6 in W und damit in W
konjugiert zu w. Nach Proposition 6.1.1 sind Ty und 7* und nach Proposition
6.1.4 auch (T3)" und (T})* konjugiert in G.

Schliefllich ist X charakteristisch in €5(X), und damit gilt nach Proposition
6.1.3 und PI‘OpOSitiOIl 6.1.5 Autg(X) = mg(X)/Qg(X) = mg((’:g(X))/Qg(X)
> Cyr(w) = Cy(w) =<w > Z.

Ist G eine lineare oder klassische Gruppe oder eine Gruppe vom Typ Gs, so
gilt stets pu(G,V) = v(G,V), auBer es ist G € {GLy(2%), Spa(2°), GLg(2), Uz(2),
07(2), 04 (2), 05 (2), G2(2) ;i € N}. Dies 148t sich leicht verifizieren mit Hilfe von
Satz 2.1, da sich u(G, V) direkt aus der Ordnung von G ablesen 148t. Dartiber-
hinaus entnimmt man den bereits bewiesenen Ergebnissen in Kapitel 6, dass jede
zyklische Untergruppe von G, die irreduzibel auf einem Untermodul von V' der
Dimension u(G, V) wirkt, auch ein Zsigmondy-Element enthélt. Beides gilt nicht
mehr in allen im Folgenden betrachteten Gruppen. Deshalb muss anders als in
[Me] zwischen den Parametern p(G, V) und v(G, V') unterschieden werden.

Lemma 6.2.3 Sei W = Oy (2) die Weyl-Gruppe von Eg(F) betrachtet als Per-
mutationsgruppe auf der Punktmenge P von G.

(i) W besitzt genau zwei Konjugiertenklassen von Elementen der Ordnung 12,
namlich die Klasse der Cozeter-Elemente und die Klasse der zu

wy = (PasPisPs5Q5)( Py PssQ1Q3Pys5 P3y Pog Pog PssQ2Q6 Pay) (Pr3 Pio P3 Pr)
(P16 P15 P14y Ps Ps Py) konjugierten Elemente. Ein Cozxeter-Element ist gegeben
durch Wo = (P36P25P14)(P4P3P2P1P45P34Q1Q6Q5Q4P12P16)

(Ps6 Po Pag Pas P24 Q2 Po3 Q3 Pra Pog Prs Ps).
(i1) Es gilt Cy(wy) =<wp> und Cy(wr) =<w; >.

Beweis: Die Notation von Kapitel 3.2 wird fortgesetzt. Fiir 1 < i< j < 6 sei die
Permutation 7;; gegeben durch ry; == (PiF;)(QiQ;) [ 11 <p<e, iz (FixFjr). Dann
ist offenbar stets r;; € W, weil r;; die Geradenmenge £ von G invariant lésst.
Fir X e PUL sei Aj(X) :={Y e PUL|d(X,Y) =i}. W ist eine Gruppe
mit BN-Paar, und G ist das zugehorige Gebdude. Sind P, Q € P und Q € A4(P),
so verstehen wir unter der Projektion von @ auf P die 5 Punkte Ay(Q) N Ay(P).
Wir zeigen zunéchst: Fiir P € P wirkt der Stabilisator Wp treu auf Ay(P)
und induziert dort die Menge aller geraden Permutationen, die A;(P) invari-
ant lassen. Weil ndmlich W eine Gruppe mit BN-Paar ist, wirkt Wp transitiv auf
Ay (P). Die Permutation rs5 induziert auf A;(Py4) eine Transposition, so dass Wp
die volle Gruppe S5 auf Ay(P) induziert. Weil nun r4 auf Ay(Py4) die Permu-
tation (P1Q4)(PyQ1) induziert, induziert Wp auf Ay(P) mindestens alle geraden
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Permutationen. Umgekehrt gibt es 25 Mengen von Punkten in Ay(P), die aus
jeder Geraden in A;(P) genau einen Punkt enthalten, aber nur 2* Punkte in
A4(P). Damit ist genau die Hélfte dieser Mengen Projektion eines Punktes in
A4(P) auf P. Da die Menge dieser Projektionen invariant unter Wp ist, folgt die
Aussage iiber die Struktur von Wp und die treue Wirkung auf A,(P).

Sei g € W ein Element der Ordnung 12 mit Fixpunkt, 0.B.d.A. Qf = Q. Weil
g treu auf As(Q7) wirkt und dort eine gerade Permutation induziert, induziert g
dort einen 6-Zykel und einen 4-Zykel. Aufgrund der Struktur von Wy, kénnen wir
0.B.d.A. annehmen, dass g dort die Permutation (Py3 P9 P3Ps) (P16 P15 P14Ps Ps Py)
induziert. Die Bilder aller Punkte in Ay(P) ergeben sich aus den Bildern ihrer
Projektionen auf @);. Es folgt g = w;.

Sei nun g € W ein fixpunktfreies Element der Ordnung 12. Dann hat ¢2 einen
Fixpunkt in P, weil |P| ungerade ist. Die Menge der Fixpunkte von ¢* wird von
g permutiert, ist also ein Vielfaches von 3. Sei 0.B.d.A. Py ein Fixpunkt von g°.
Wiirde g2 auf Ay(Pyy) einen 4-Zykel und drei 2-Zykel induzieren, und damit 3 Ge-
raden in Aq(Py4) stabilisieren, so hétte die Bahn jeder Projektion eines Punktes
in Ay(Pyy) auf Py die Liinge 4. Es folgte der Widerspruch, dass g3 auf Ay (Pyy4)
nur Zykel der Lange 4 induzierte und also nur einen Fixpunkt hétte. Damit sta-
bilisiert g eine Gerade punktweise, etwa { P4, Pys, P3s}. Weil g3 auf Ay(Pyy)
eine gerade Permutation induziert, induziert ¢® dort zwei Zykel der Linge 4 und
auf A;(Py4) eine Involution, weil sonst die Punkte eines Zykels zusammen mit
einem Fixpunkt von g3 eine Projektion eines Punktes in Ag(Py4) bildeten, der
damit ein weiterer Fixpunkt von ¢® wire, aber aus Symmetriegriinden induziert
g® auf Ay(Py;) und Ay(Psg) ebenfalls zwei 4-Zykel. Wir kinnen also 0.B.d.A.
annehmen, dass g3 auf Ag (P14) die Permutation (P4P1Q1Q4)(P56P35P23P26) in-
duziert. Es folgt g* = w§ = (PyP1Q1Ps)(Ps6 Pss PasPag ) (P3 Pis Q6 Pr2) (Ps Py Q3 Pis)
(PyP34Q5Pig) (PisQ2Pi3P5).

Wire P{ = @3, so wire @ mit Q)3 und mit Q§3 kollinear, also Qf € {Ps4, Ps},
damit aber in jedem Fall nicht kollinear mit Q§2 = Pfg = Py, ein Widerspruch.
Analog ist P{ # Qg mit QY € { Pz, Pys}. Wire P{ = Pi5, so wire Py mit Plg; kol-
linear aber nicht mit P35, also Pk € {Pyg, Q2}, damit aber in jedem Fall kollinear
mit Plgs = Pfg = Py, ein Widerspruch. Analog ist P{ # Py; mit P{, € {Qs, Pi3}.
Also gilt P} € {Ps, Ps, Poy, Ps5}. Sei @ € Wp,, und induziere (Q1P;)(Q4P;) auf
AQ(P14) und (RS W/YP14 und induziere (P4P23)(Plpgﬁ)(Q1P56)(Q4P35 auf AQ(P14).
Dann gilt P,° = P;, Py = Q1*" = Qf = Py, P{/""Y = Py3"Y = Q% = Ps5 und
POV = provt = P = Pl = Pyy. Bis auf Konjugiertheit ist also P = Ps.
Wieder weil g und (wg)® kommutieren, ist Ps kollinear mit ng4 aber nicht mit
P also P§ € {P,, Pig}. AuBerdem ist P; nicht kollinear mit P?fz = P, und damit

auch P; nicht kollinear mit sz = PJ und damit P{ = P,. Nun stimmt ¢ mit
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wo auf P und P;3°* iiberein. AuBerdem ist Q3 kollinear mit P{ = P;5 und
P{, = Pig und damit Q5 = Pe3 = Q3° und g = wy.

Der Zentralisator von w; in W stabilisiert Q; und P Y. Wire z €
Cw(wy)\ < wy; >, so kénnte man PP = P; annehmen. Mit Qg = le% und
Py = P!V bleibt auch Py, mit Py = P und Qs = P!t bleibt auch P, und mit
P, und Py = le i bleibt auch @5 unter x invariant. Es folgt der Widerspruch
r=1.

Stabilisiert ein Element x in €y (wp) die beiden Zykel von wy der Lénge 12, so
kénnen wir P = P; annehmen. Mit P; und Q5 = le 6 ist auch P;5 z-invariant.
Es folgt x = 1. Wére €y (wg) #< wp >, so wire €y (wg) = < wp, 7 > mit einer
Involution 7, die 0.B.d.A. P; und )5 vertauscht. Es folgt der Widerspruch, dass
Pjs unter 7 invariant bleibt.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass wy ein Coxeter-Element in W ist. Sei
T =Ty fir 1 <4 <5und rg := (Q1P3)(Q2P13) (Q3Pr12) (PyPss) (Ps Pag) (Pe Pys) .
Auch 76 liegt in W: Auf G lasst rg die Geraden P;Q); P;; invariant fiir ¢ < 3 < j, bil-
det sie ab auf die Gerade P, Py, Qy mit {4, j, k} = {1,2, 3} fiir ¢, j < 3, auf P;;Q,; Pk
mit {4, j,k} = {4,5,6} fur 4 <, j und auf Py Py P;; mit {¢, k, 1} = {1,2,3} und
{j,s,t} = {4,5,6} fir j < 3 < i. Auflerdem stabilisiert ¢ die Geraden der
Form P,; Py Py, wenn keines der Paare {7, j}, {k,} oder {s,t} in {1,2, 3} enthal-
ten ist. Sonst seien 0.B.d.A. 7,5 < 3, k,l > 4 und s < t. Dann bildet rg die Gerade
Pi; Py Py ab auf die Gerade QsP.P,;. Nun bildet
{ri|1 < i < 6} ein Coxeter-System in W vom Typ FEg, denn offensichtlich sind
alle diese Permutationen Involutionen, ist fiir 1 <4,j <5 [r;,r;] = 1 aufler, wenn
li — j| = 1 gilt, und dann gilt o(r;r;) = 3. Weiter kommutiert r¢ mit r17ry, 74
und 75, und es gilt 7376 = (P3Ps6Py)(PsPisPs6) (PsPis Pss) (Q1Pa3Pas) (Q2PisPra)
(Q3Q4P12), ein Element der Ordnung 3.

Lemma 6.2.4 Sei G eine endliche, einfach-zusammenhdngende Chevalley-Grup-
pe vom Typ Eg definiert iber F, und T' ein mit wy aus Lemma 6.2.3 getwisteter
Torus in G. Dann ist T = Zg_1)(g241)(g3+1)- Insbesondere ist die Ordnung von T

durch keinen q-primitiven Teiler von ¢'2 — 1 teilbar. T ist ein nichtausgearteter
Torus, und es gilt €q(T) =T und Autg(T) = Zs.

Beweis: Die Notation aus Kapitel 3.2 wird fortgesetzt. Ist ' = F| beziiglich
der Basis X von V, so kénnen wir G mit G(k)¥ identifizieren. Dabei ist V =
< X >p, und V¥ =< X >;. Nach Proposition 3.2.3 ist die dort beschriebene
Gruppe Ty(k) ein maximaler Torus, und die Weyl-Gruppe Negao(To(k)) wirkt
wie dort beschrieben auf Ty(k). Sei g € G(k) mit v(gF (9)~") = w;y. Nach Pro-
position 6.1.2 ist (T§)F konjugiert zu {t € Tp|F(t) = t*1}. Mit F(t) = t** folgt
fir t = t(ay, as, as, aq, a5, a6) aus Q4" = Q3 die Bedingung asas = (asag)?, aus
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P2t = P34 die Bedingung (agasag) ™ = (azasas)”? und aus Py = P, die Bedin-
gung a3 = as. Es folgt ay = aggagfl und a5 = ad aqu. Aus Pt = Pj ergibt
sich (ajasag) ™' = af und weil Q; ein Fixpunkt von w; ist (a;a6)?* = 1. Mit den
obigen Bedingungen folgt a; = a, qz_lag ! und agq_l)(qzﬂ) = 1. Aus P* = P
folgt die Bedingung al = (ajasazasasal)™" und damit 1 = ag4+q3+qag3+1. Nun
folgt (agag)?’t! = a;q4_q+1. Weil (¢* +q—1,(q — 1)(¢*> + 1)) = 1 gilt, bleiben
die Bedingungen (aag) @ D@HD@H) — 1 4, = (aya6) @ TV* mit einem k mit
(—¢* — ¢+ 1k = 1(mod(q — 1)(¢> + 1)) und ag = (asae)a;"'. Man iiberpriift
leicht, dass mit diesen Bedingungen schon F'(t) = t** folgt. Demnach erfiillt ¢ =
t(ay, as, as, aq, a5, a¢) € Ty genau dann die Bedingung F(t) = t*, wenn die Ord-
nung von (agag) ein Teiler von (¢ —1)(¢?+ 1)(¢*> +1) ist und a; fiir 1 <7 < 6 aus
den obigen Bedingungen bestimmt wird. Weil k algebraisch abgeschlossen ist, ist
(qu)F isomorph YA Z(q—l)(q2+1)(q3+1)-

Seien Uy, Uy, Us, Uy und Us die irreduziblen Untermoduln von (7§)F in V
der Dimension 1, 4, 4, 6 und 12 und (T§)F =<t >. Dann hat t auf UF lauter
verschiedene Eigenwerte. Dartiberhinaus ist die Ordnung aller Eigenwerte von ¢ in
Untermoduln verschiedener Dimension verschieden. Es folgt, dass €g(t) keine
Wurzelgruppe enthilt und (7¢)% nichtausgeartet ist. Nach Proposition 6.1.3 und
PI“OpOSitiOH 6.1.5 gilt mg(T)/ T = (‘ﬁg(k)(T(ﬁ’))F/ (Té])F = Q:W’F(’wl) = €W(w1) =
<wy > Zyp. Weil (T§)F nichtausgeartet ist, ist Coqo(t) = (Capn(t))? = (Ty)*
und damit C4(T) =T.

Offenbar ist jeder Primteiler von |T'| ein Teiler von ¢ — 1, ¢* — 1 oder ¢% — 1
und deshalb |T'| durch keinen g-primitiven Teiler von ¢'? — 1 teilbar.

Proposition 6.2.10 Fir die einfach-zusammenhdingende Chevalley-Gruppe
G = Es(q) vom Typ Eg dber F, gilt u(G,V) = v(G,V) = 12 auf dem Stan-
dardmodul V' der Dimension 27 von G.

G besitzt genau zwei Konjugiertenklassen von mazimalen Tori, die irreduzibel auf
einem Untermodul von V' der Dimension 12 wirken, die Klasse der mit wy aus
Lemma 6.2.3 getwisteten Torit aus Lemma 6.2.4 und die Klasse der mit Cozeter-
Elementen getwisteten Tori.

Ist x ein Zsigmondy-Element in G und X =<z >, dann gilt:

(i) €a(X) ist ein mazimaler, mit einem Cozxeter-Element in der zugehirigen
Weyl-Gruppe getwisteter Torus und isomorph zu Ziga_g241)(g>+q+1)-

(ii) Autg(X) ist eine zyklische Gruppe der Ordnung 12.

(iii) Je zwei Zentralisatoren von Zsigmondy-Elementen von G sind konjugiert in

G.

(iv) Ist Xy eine nichttriviale Untergruppe der Untergruppe von T der Ordnung
¢ — ¢+ 1 und Xy £ Z(G) eine Untergruppe der Untergruppe von T der
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Ordnung ¢* + q + 1, so zerfillt der X,-Modul V in die direkte Summe
der getwisteten speziellen Ebene €y (X;) und zwei irreduzible X,-Moduln
der Dimension 12, die genau dann isomorph sind, wenn |X| = 13 gilt
und 13 ein q-primitiver Teiler von ¢'* — 1 ist. Der Xo-Modul V' zerfillt
in die direkte Summe des treuen, irreduziblen Xs-Moduls €y (X;) und 8
weitere treue, irreduzible, paarweise isomorphe, zu €y (Xy) nicht isomorphe

Xo-Moduln.

Beweis: Die Notation aus Kapitel 3.2 bzw. Lemma 6.2.4 wird fortgesetzt. F' = F,
induziert auf W die Identitdt. Damit sind alle maximalen Tori in G enthalten
in den mit demselben Element aus W, betrachtet als Element der Weyl-Gruppe
von GL(V¥), getwisteten Tori von GL(V'). Nach [At] ist 12 die maximale Ord-
nung eines Elementes in W und damit p(G,V) < 12. Nach Lemma 6.2.4 und
den anderen Ergebnissen in Proposition 6.2.10 gilt u(G,V) = 12. Aus der Ord-
nung von G oder nach Proposition 6.2.10, (i) folgt v(G,V) = 12 mit Satz 2.1.
Ein maximaler Torus, der irreduzibel auf einem Unterraum der Dimension 12
wirkt, ist notwendig ein Torus, der mit einem Element in W getwistet ist, dessen
Ordnung durch 12 teilbar ist. Nach Lemma 6.2.3 und Lemma 6.2.4 gibt es zwei
Konjugiertenklassen solcher Tori.

Sei wy wie in Lemma 6.2.3 und g € G(k) mit y(gF (g)~') = wp. Nach Pro-
position 6.1.2 ist (T3)F konjugiert zu {t € Ty|F(t) = t*°}. Mit F(t) = t*o
folgen aus Py* = P, Py = P, und P, = P; fiir t = t(ay, a9, a3, a4, as, ag)
die Bedingungen ay = ai, a3 = ai = a‘f und ay4 = a3 = a‘f. Mit der Hilfsva-
riablen \ := agazajasa? folgen aus Py° = P, und P}y® = Py die Gleichungen
A =al = a‘{l und (ajazag)™' = A und damit ag = A% eyt = al_q5_q_1.
Schlieflich folgt aus Qy° = Py die Bedingung al_q5+q3_q_1 = aga6 = AT = af
und damit 1 = a§6+q5_q3+q+1.

Dabei ist ¢° + ¢® — ¢ +q+ 1= (¢" — ¢®* + 1)(¢* + ¢+ 1). Setzen wir a := ay,
so folgt ag = a~ =41 aus rhy = aq5a:12 = a‘q_laglq;lg. Erfillt nun t € Ty
die Bedingung F(t) = t*0, so gilt 2} = azy, (2})' = asaexl, = o~ 'z} und
xl, = (a1a406) Loy = a?’ = +ag,,. Alle weiteren Bedingungen folgen direkt aus
F(t) = t“ mit a2t~ +a+1 = 1 Weil k algebraisch abgeschlossen ist, ist (T¢)F
isomorph zu Z_g241)(¢2+q+1)-

Liegt t in der Untergruppe von (T3)f der Ordnung ¢* —q?+1, so gilt zusiitzlich
a?"~T+t1 = 1, Dann gilt 2%, = x4, 2} = az; und (z)! = a1l

Liegt t in der Untergruppe von (T§)! der Ordnung ¢®+q+1, so gilt zusitzlich
a7t = 1. Dann gilt 2%, = a 2z, =t = az; und (z)! = a%z).

Um zu zeigen, dass €¢(X) = (Ty)" gilt, zeigen wir € (X) = T§. Es ist nach
Satz 6.1.4 zu zeigen, dass keine Wurzelgruppe in G(k) die Gruppe X zentralisiert.
Dazu beachte man zunéchst, dass man wie in Proposition 6.2.2 sieht, dass fiir

6
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<v>€ P\ {Puy, Py, Py}, 1 < k < 11, v* = lo und (v*0)* = pu(v*) stets
A # pogilt. Sei xf = a;x;, (27)° = bz} und xf; = ayzy; fir 1 <i,j < 6,1 # j.
Wire X enthalten im Zentralisator einer Wurzelgruppe in G(k), so miisste nach
Proposition 3.2.4 a; = b1, a1 = a; oder a; = a;; gelten fiir 2 < 4,5 < 6,4 # j.
Nach der eben gemachten Beobachtung ligen die Punkte, die im gleichen Ge-
wichtsraum von X légen, in verschiedenen Zykeln der Lénge 12 von wy. Es folgte
a1 = as, a1 = ag oder ay = a;; fur (4,5) € {(2,3),(2,4),(2,6),(3,5),(4,6),(5,6)}.
Sind aber < vy >, < vy >€ P, < vy >€ Ay(< vy >) und gilt v = Av; und
vy = Mg, so folgt fiir jeden Punkt X € Ag(<wv;>) N Ag(<wvy>) mit {X, <v; >,
<w; >} € L aus wi = pw; auch schon w} = pwsy mit Hilfe der Trilinearform f.
Wir erhalten einen Widerspruch dazu, dass jeder Gewichtsraum von X aus jedem
Zykel der Lange 12 von wy hochstens einen Punkt enthélt, indem wir setzen:

X = Qg, w1 = T13 und Wo = I35 fir ay = as,

X = Q5, w1 = T15 und Wa2 = Tsg fir ay = Gg,

X = (@2, w1 = x12 und wy = z3 fiir a1 = a3,

X = @2, w1 = x12 und wy = x4 fiir a1 = aogy,

X = Qg, w1 = x16 und wy = x5 fiir a1 = agg,

X = Qg, w1 = T13 und Wy = I5 fir a; = ass,

X = Q67 w1 = T16 und Wy = T4 fiir a1 = Qg und

X = Q5, w1 = T15 und Wy = Tg fir a1 = Qx6-

Es folgt dass (T§)F nichtausgeartet ist und fir X < (T§)" gilt: Cop)(X) = Ty
und €q(X) = (TY)F.

Sei T ein weiterer mit einem Coxeter-Element in T getwisteter, maximaler
Torus in G. Dann ist 7 := y(hF(h)™!) in W konjugiert zu wy. Nach Proposition
6.1.1 sowie Proposition 6.1.4 sind Ty und 7 und (7;*)" und (Ty)* konjugiert
in G.

SchlieBlich ist X in €g(X) charakteristisch, und damit gilt nach Proposition
6.1.3 und Proposition 6.1.5 Autg(X) = Ng(X)/Ca(X) =Ne(€a(X))/Ca(X) =
Cwr(wy) = Cwlwg)) =< wp >= Zy2 nach Lemma 6.2.3.

Fiir den Beweis der Aussage iiber X, in (iv) beachte man, dass ¢*> + ¢ + 1
nur die Primteiler (3,¢ — 1) und g¢-primitive Teiler von ¢® — 1 besitzt. Weil fiir
ein erzeugendes Element x der zu X, konjugierten Untergruppe von T wie
oben gesehen xy = axr; und (z4)® = a2} gilt, ergeben sich die Eigenwerte
a,a? und a97! jeweils mit Vielfachheit 8. Weil die Ordnung von X, nicht 3
ist, sind diese verschieden. Dies zeigt die acht verschiedenen, isomorphen, treuen
Xo-Moduln. Wegen z, = a2z14 gibt es den weiteren Xy-Modul €y (X;), auf
dem z das Minimalpolynom (t —a~2)(t —a~27)(t — a®?"?) hat. Wire dieser Modul
isomorph zu den anderen X,-Untermoduln von V, so wire a = a™2, a = a4
oder a = a®*?, in jedem Fall wegen a? t7t1 = 1 also a® = 1 im Widerspruch
dazu, dass X3 keine Untergruppe von Z(G) ist.
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Fiir den Beweis der Aussage iiber X; beachte man, dass alle Primteiler von
q* — ¢* + 1 g-primitive Teiler von ¢'2 — 1 sind. Weil fiir ein erzeugendes Element
z der zu X; konjugierten Untergruppe von Ty wie oben gesehen z{ = az; und
(24)" = a~0*ta 1yl gilt, ergibt sich ein X;-Modul in V' mit Eigenwerten a? und
einer mit Eigenwerten a? =+ fiir 2 in k. Wie oben gesehen sind diese beiden
Moduln irrezduzibel. Sie sind genau dann isomorph, wenn v* = av gilt fiir ein
v € VEmit <v>€ Py . Wie oben gesehen sind dann P; und <v > kollinear in
g. Es fOlgt <v>€ {P15, P137 Qg, QQ}
Fiir <v>= Qs ergibt sich a = ¢~ ¢, Damit ist die Ordnung von a ein Teiler
von (¢*—¢?+1,¢*—q+2) = (2¢—1,¢*—q+2) = (2¢—1,8¢*—8¢+16) = (2g—1, 13).
Fiir <v>= @3 ergibt sich a = a7t =1 Damit ist die Ordnung von a ein Teiler
von (¢* — @+ 1, —?+2)=2¢+1,¢>—¢* +2) = (2¢+1,8¢> — 8¢> + 16) =
(2¢ +1,13).
Fiir <v >= Py3 ergibt sich a = a? 4", Damit ist die Ordnung von a ein Teiler
von (¢* —*+ 1, —¢* = 1) = (¢ +2,¢ —¢* = 1) = (¢ + 2,13).
Fiir <v>= Pj5 ergibt sich a = a9~!. Damit ist die Ordnung von a ein Teiler von
(¢*—¢?+1,q—-2) =(¢—2,13).
Umgekehrt ist 13 genau dann ein g-primitiver Teiler von ¢'? — 1, wenn ¢ + 137Z
die multiplikative Gruppe von Z/13Z erzeugt, d.h. wenn ¢ + 13Z € {2 + 13Z,
6 + 13Z,7 + 137,11 + 137} gilt.
Ist ¢ = 2 (mod 13), so ist 13 ein Teiler von g — 2.
Ist ¢ = 6 (mod 13), so ist 13 ein Teiler von 2¢ + 1.
Ist ¢ =7 (mod 13), so ist 13 ein Teiler von 2¢ — 1.
Ist ¢ = 11 (mod 13), so ist 13 ein Teiler von ¢ + 2.
Schlieflich ist z{%, = z14, und damit folgt die Aussage iiber €y (X;). Ist 7 ein
g-primitiver Teiler von ¢'2 — 1, d.h. ein Teiler von ¢* —¢?+1 und R eine r-Gruppe
in G, so ist €y (R) nach Proposition 3.2.7 eine getwistete spezielle Ebene.

Proposition 6.2.11 Fir die Chevalley-Gruppe G = Fy(q) vom Typ Fy dber F,
gilt (G, V) = v(G, V) = 12 auf dem Standardmodul V der Dimension 26 (bzw.
25 fir char(F) = 3) von G.

Ist x ein Zsigmondy-Element in G und X =<z >, dann gilt:

(i) €a(X) ist ein mazimaler, mit einem Coxeter-Element in der zugehdrigen
(id) WK R MR e S er” DRt 180T 20 Pt
(iii) Je zwei Zentralisatoren von Zsigmondy-Elementen in G sind konjugiert in

G.

(iv) Der X-Modul V zerfillt in die direkte Summe von €y (X) und zwei irre-
duzible X -Moduln der Dimension 12, die genau dann isomorph sind, wenn
| X| =13 gilt und 13 ein q-primitiver Teiler von ¢'* — 1 ist.
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Beweis: Die Notation aus Proposition 3.2.5 und Proposition 6.2.10 wird fortge-
setzt. Es ist p = p(H(F,)) < u(G(F,)) = 12. Aus den restlichen Ergebnissen von
Proposition 6.2.11 folgt u(G,V) = v(G,V) = 12 mit Hilfe von Satz 2.1. Nach
Proposition 3.2.5,(iv) ist die Weyl-Gruppe W von G gerade der Stabilisator der
Geraden [ := { Py, Pas, P3g} in G. Damit folgt wg € W mit wy wie in Lemma
6.2.3. Das Element w; aus Lemma 6.2.3 stabilisiert keine Gerade in G. Also sind
alle Elemente der Ordnung 12 in W konjugiert in der Weyl-Gruppe W von G(F)
vom Typ Eg. Ist aber ¢ € W und wf € W so ist 19 = = [9 'wogg " — 9 'wo
und damit 9~ = [, weil wy nur eine Fixgerade in G hat. Es folgt 19 = [ und
g € W. Damit sind je zwei Elemente der Ordnung 12 in W konjugiert in W.
Nach [Hum3|, S. 80 haben Coxeter-Elemente in W die Ordnung 12, also bilden
die Elemente der Ordnung 12 in W die Klasse der Coxeter-Elemente.

Sei Ty = T1(F) := Ty N H(F) wie in Proposition 3.2.5 fir jeden Kérper F, d.h.
Ty = €1,(< 14, Tas, 36 >). Sei g € H(k) mit v(gF(g)~') = wy. Nach Proposition
6.1.2 ist (TY)' konjugiert zu {t € T|FFt) =t} =
{t € €p,(< w14, 725, 736 >)| F(t) = t*°}. Nach Proposition 6.2.10 ist dann (7}7)%
genau die Untergruppe der Ordnung ¢* — ¢* + 1 des maximalen Torus (7;7)" von
G(F,), und es folgt (i).

Sei TP ein weiterer mit einem Coxeter-Element in W getwisteter, maximaler
Torus in G. Dann ist 7 := y(hF(h)™') in W konjugiert zu wy. Nach Proposition
6.1.1 sowie Proposition 6.1.4 sind 7}" und 7} und (T}")" und (7\?)" konjugiert
in G.

Ist T Zgi—211)(g2+9+1) €0 mit wy getwisteter Torus in G(F,), so enthilt T
einen mit wy getwisteten Torus T" von H(F,). Es gilt T = (1) und T = (Tg)"
fiir ein geeignetes g € G(k).

Die Behauptung (iv) folgt direkt aus Proposition 6.2.10,(iv).

SchlieBlich ist X in €g(X) charakteristisch, und damit gilt nach Proposition
6.1.3 und Proposition 6.1.5 Autg(X) = Ng(X)/€a(X) =Ne(Ce(X))/Ca(X) =
Cwr(wy) = Cw(wy) =< wy >= Zia. Dazu beachte man, dass €y (wg) <
Copr(wo) =<wp > gilt.

Proposition 6.2.12 Fiir die getwistete Gruppe G = 3Dy(q) gilt u(G,V)
v(G, V) =4 auf dem Standardmodul V' der Dimension 8 iber F, von G.

Ist x ein Zsigmondy-FElement in G und X =<z >, dann gilt:
(1) Ca(X) ist ein mazimaler Torus in G und isomorph zu Zgya_g2 4.

(ii) Autg(X) ist eine zyklische Gruppe der Ordnung 4.

(iii) Je zwei Zentralisatoren von Zsigmondy-Elementen in G sind konjugiert in
G.

(iv) Der X-Modul V' zerfillt in die direkte Summe von zwei irreduziblen
X-Moduln der Dimension 4, die genau dann isomorph sind, wenn | X| = 13
gilt und 13 ein q-primitiver Teiler von q*? — 1 ist.
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Beweis: Sei W der Standard-Modul der Dimension 27 fiir H := FEg(q), U<w
eine getwistete spezielle Ebene, Gy = QSH(U) und Vy = [W, Go]. Dann ist Gy = G
nach Proposition 3.2.7, und aus der Konstruktion im Beweis zu Proposition 3.2.7
ist klar, dass Vj als G-Modul isomorph ist zu V' betrachtet als Modul iiber F,.
Nach Konstruktion ist G < O(V, Q) fiir eine quadratische Form () mit Witt-
Index 4. Nach Proposition 6.2.7 folgt 1 < 6. Auflerdem existiert kein g € G, das
irreduzibel auf einem Teilmodul U von V' der Dimension 5 wirkt, denn sonst wére

Q|U nichtausgeartet im Widerspruch zu Proposition 6.2.5.

Angenommen es existiert ein g € G, das irreduzibel auf einem Teilmodul U
von V' der Dimension 6 wirkt. Dann bleibt U iiber IF, nicht irreduzibel, sonst
wiirde das entsprechende Element in Gy irreduzibel auf einem Teilmodul von W
der Dimension 18 wirken im Widerspruch zu p(FEg(g)) = 12. Demnach zerfillt U
tiber F,, in drei irreduzible Teilmoduln (siehe z.B. [As1],(26.4)). Es folgt, dass die
Ordnung von g ein Teiler von ¢°—1 = (¢3)?>—1 ist und ein irreduzibler < g >-Modul
iiber Fy;s im Widerspruch zur Annahme Dimension 2 hat. Aus den restlichen
Ergebnissen von Proposition 6.2.12 und Satz 2.1 folgt u(G,V) = v(G,V) = 4.

Wirke nun ¢ irreduzibel auf einem Teilmodul U von V' der Dimension 4.
Angenommen, U zerfillt iiber IF, in 3 irreduzible Teilmoduln der Dimension 4. Sei
z € H ein erzeugendes Element der zyklischen Untergruppe €5 (Gy) der Ordnung
q®> + q + 1 (siehe Proposition 3.2.7). Nach Proposition 6.2.10 zerfillt W in die
direkte Summe von 9 irreduziblen <z >-Moduln der Dimension 3. Weil z und g
kommutieren, wirkt zg irreduzibel auf einem Teilmodul von W der Dimension 12.
Elemente, die irreduzibel auf einem Teilmodul von W wirken und in einem der
in Lemma 6.2.4 beschriebenen Tori enthalten sind, haben in W irreduzible Teil-
moduln der Dimension 12, 6, 4, 4 und 1, stabilisieren also keine Ebene. Demnach
ist €5 (zg) ein mit einem Coxeter-Element getwisteter, maximaler Torus 7 in H.
Nach Proposition 6.2.10 ist g enthalten in der Untergruppe von 7' der Ordnung
q* — ¢* + 1. Es folgt der Widerspruch, dass U iiber F, irreduzibel bleibt. Folglich
bleibt U iiber F, irreduzibel, und das g entsprechende Element g in G ist ein
Zsigmondy-Element in H. Dann ist 7' = €x(g§) ein maximaler Torus in H. Sei T}
die Untergruppe von T der Ordnung ¢* — ¢* + 1. Es folgt €5,(9) = T NGy = 1.
Wegen €q,(T1) = Ty ist T} ein maximaler Torus in Gy.

Weil X charakteristisch in T} ist, ist Autg(X) = Ng(X)/Ce(X) isomorph zu
Mg, (T1) /Ty, und weil T} charakteristisch in T ist, ist Mg, (T1) = Ny (T) N Gp.
Nach Proposition 3.2.7 induziert My (T) auf U eine nichtabelsche Erweiterung
einer normalen, zyklischen Gruppe der Ordnung ¢ 4 g + 1 mit einer Gruppe der
Ordnung 3. Es folgt (ii).

Sei y € G ein weiteres Zsigmondy-Element in G. Nach Proposition 6.2.10 ist
der Zentralisator Ty des entsprechenden Elementes in G konjugiert in H zu T,
etwa Ty = Ti". Wegen €y (T}) = Sy (T}") = €y (T1) " liegt h in Gy. Es folgt (iii).
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Aussage (iv) folgt unmittelbar aus Proposition 6.2.10,(iv).

Proposition 6.2.13 Sei W = Oy (2) die Weyl-Gruppe von Eg(FF) betrachtet als
Permutationsgruppe auf der Punktmenge P von G.
(i) W besitzt genau eine Konjugiertenklassen von Elementen der Ordnung 9.
Ist w e W ein Element der Ordnung 9, so ist Ty (w) =<w>.

(i1) Ist G = Eg(q) und T < G ein mit einem Element der Ordnung 9 getwisteter
maximaler Torus, so ist T'= Zgs 431 nichtausgeartet.

(iii) Ist G = 2Eg(q), so ist u(G,V) = v(G,V) = 9 auf dem Standardmodul V
der Dimension 27 tber F 2. Ist x ein Zsigmondy-Element in G, so ist €g(x)
emn 2u Zgs_g341 isomorpher mazimaler Torus T in G.

() In der Situation in (iii) ist Autg(< x >) eine zyklische Gruppe der Ord-
nung 9, und je zwei Zentralisatoren von Zsigmondy-Elementen in G sind
konjugiert in G.

(v) In (ii) und (iii) zerfallt der T-Modul V' in die direkte Summe dreier irre-
duzibler Moduln der Dimension 9.

Beweis: Die Notation von Kapitel 3.2 wird fortgesetzt. Aussage (i) liest man aus
der Charaktertafel von W in [At] ab. Nach [As6], (7.5) ist ein Element der Ord-

nung 9 in W gegeben durch Wo = (PlP56Q3Q6P23P4P16P14P34)
(PaPyg Pys Q1 PosQaPraPi3 Ps) (P3sQoPoy Pas Pog Pi5Q5 P Psg). Sei g € G(k) mit W(QF(Q)_l) =
wy. Nach Proposition 6.1.2 ist (T9H* konjugiert zu

{t € To|F(t) =t }. Mit F(t) = t*° folgen aus P, = Py, Pyg" = Py, Pj" = Q1
Q7" = Pos, Py’ = Q4 und Q)° = Py, fiir t = t(ay,as,a3,a4,a5,a6) die Be-
dingungen ajasazasa? = al, (asasae)™" = ag2, a0 = agS, (agasag) ™t = ag4,
a a6 = ag5 und (ajazag)™t = aif und damit a; = az_q5+q4+q3_q2+l, az = ag4_q3+q,
ag = ag4_q2+1, as = a;qs_q , g = ags_q4+q2_1 und (aaqa6) ™! = az_qB_l
der letzten Gleichung folgt a§6+q3+1 = 1. Umgekehrt gilt unter diesen Bedingun-
gen stets F(t) = t*0. Weil k algebraisch abgeschlossen ist, ist (7§)F isomorph zu
Zgs+q3+1- Nach [As6], (7.5) sind alle Eigenwerte eines erzeugenden Elementes von
T in k verschieden. Insbesondere ist 1" nichtausgeartet.

Sei nun G = ?Fg(q). Wie im Fall der unitdren Gruppen muss man nun F,
durch £F} ersetzen, wobei ¢ die Hintereinanderausfiihrung von Invertieren und
Transponieren beziiglich B ist. Weil fiir Permutationsmatrizen Transponieren und
Invertieren dasselbe ist, wirkt {Fj trivial auf W. Die Berechnung der maximalen
Tori ist nun vollig analog zum Fall der unitdren Gruppen, d.h. man hat die
Bedingung £F'(t) = t“° statt F(t) = t*° zu verifizieren. Auf Ty wirkt £ als die
Abbildung, die jedes Element auf sein Inverses abbildet. Fiir x € B mit x*° = y,
2t = Az und y* = py folgt die Bedingung A = 1~ statt A = p?. Dasich v(G, V) =

6
=ad . Aus



72 KAPITEL 6 ZENTR., NORM. UND KONJ.KLASSEN

9 direkt aus der Gruppenordnung von G ablesen 148t und u(G,V') ein Teiler
der Ordnung eines Elementes der Weyl-Gruppe von Eg(q?) ist, ist u(G,V) €
{9,10,12}. Wie im Fall der unitdren Gruppen in gerader Dimension folgt nun,
dass beim twisten mit einem Element w der Ordnung 12 oder 10 auf allen Zyklen
von w der Linge 12 bzw. 10 die Bedingung A7 ~! = 1 bzw. A" ~! = 1 auftritt, der
entsprechende Torus also irreduzible Teilrdume der Dimension 6 bzw. 5 iiber F
hat. Genau so sieht man, dass jeder Torus, der irreduzibel auf einem Teilmodul
von V der Dimension 9 wirkt, erhalten wird wie oben die Tori der Ordnung 9 in
Fs(q) mit den entsprechenden Anderungen bei der Berechnung seiner Gewichte
und seiner Ordnung. Man muss in der obigen Rechnung nur jeweils ¢ durch —q
ersetzen und erhilt a; = ags+q4_q3_q2+1, as = ag4+q3_q, ag = ag4_q2+1, as = agS_qz,
ag = a;qs_q4+q2_1 und agﬁ“f“ = 1.

Um zu zeigen, dass €q(X) = (T§)*" gilt, zeigen wir Cgq(X) = Ty. Es
ist nach Satz 6.1.4 zu zeigen, dass keine Wurzelgruppe in G(k) die Gruppe X
zentralisiert. Wir argumentieren wie im Beweis zu Proposition 6.2.10. Entlang
der Bahnen von wy sind die Eigenwerte eines Zsigmondy-Elementes verschieden.
Die Zerlegung in Bahnen von wy liefert eine 3-Zerlegung von V* in die entspre-
chenden T-invarianten Rdume. Weil G (k) auf einer 3-Zerlegung die Gruppe S;
induziert, geniigt es zu zeigen, dass die Eigenwerte eines Zsigmondy-Elementes
auf z; verschieden sind von denen auf Basisvektoren in (z3)“°. Ist v; ein sol-
ches Element und v, € B, so dass < v > in G verbunden ist mit < z; > und
<wy >, so sind auch die Eigenwerte auf den jeweiligen dritten Punkten <wv3> und
<wy > der Verbindungsgeraden in G gleich. Fiir (v1, va, vs,v4) € {(xa, %, T13, T23),
(3346,33167374;3716),(3745;3712;37/2;3736), (33/1,9614,964,172), ($25,$13,90§,9046),
(x5, T4, T12, To5) } ergibt sich jeweils der Widerspruch, dass man doch gleiche Ei-
genwerte innerhalb eines Zyklus von wy erhélt.

Sei T} ein weiterer, mit einem Element der Ordnung 9 in W getwisteter,
maximaler Torus in G. Dann ist 7 := y(hF(h)™!) in W konjugiert zu w,. Nach
Proposition 6.1.1 sowie Proposition 6.1.4 sind T;* und T/ und (7;")%" und (T7;7)F
konjugiert in G.

SchlieBlich ist X in €5(X) charakteristisch, und damit gilt nach Proposition
6.1.3 und Proposition 6.1.5 Autg(X) = Ng(X)/Ca(X) =Ne(€a(X))/Ca(X) =
Cw.r(wy) = Cw(wy)) =< wy >= Zy. Die Aussage (v) folgt aus der Darstellung
der Tori auf V*.

Im Folgenden sei stets I ein Koérper mit von 2 verschiedener Charakteristik, ¢ also
ungerade. Diese Einschrinkung ergibt sich, weil wir Notation und Beschreibung
der Gruppen vom Typ E7 aus [Coo2] iibernehmen. Sie ergibt sich in [Coo2], wenn
die 4-Form definiert wird, als deren Isometriegruppe die Gruppen vom Typ E;
auftreten. Da die Wirkung der Weyl-Gruppe auf einem maximalen Torus jedoch
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nicht vom zugrundeliegenden Koérper abhéngt, sollten die folgenden Ergebnisse
auch in Charakteristik 2 gelten. Wir verzichten jedoch darauf, diesen Zusammen-
hang néher auszufiihren.

Lemma 6.2.5 Sei W die Weyl-Gruppe von E7(F) betrachtet als Permutations-
gruppe auf der Punktmenge Q von (2,T) mit der Notation aus Kapitel 3.3. Die
Elemente, die mindestens die Ordnung 18 haben, zerfallen in die zwei folgenden
Konjugiertenklassen:

(i) Eine Klasse mit Elementen der Ordnung 30. Ein Vertreter dieser Klasse ist
gegeben durch wo = (Pr2Q1aP13Q12P1aQ13)
(P15 Psg Prs PosQs7Q15 Q58 Q18 Qs Psr) (Pr6Q17Qs6 Por Q78 Q16 Prv Pss Qo7 Prs)
(Pa3 Pa7Qas Pas Q36 Q34 Qa7 Pas Q25 Pag Poa ParQus Pss Qas
Q23Q37 PasQus P Paa ParQas Po5 Qa6 Q24 Q27 Pas Q35 Pas ),
und es gilt Ey (wy) =<wy>.

(ii) Die Klasse der Cozxeter-Elemente in W. Coxeter-Elemente in W haben die
Ordnung 18, und ein Vertreter ist gegeben durch wy; = (P13Q13)
(Q12 P15 Pag P37 Pas Pr6 Par P34 Q23 PraQ15Q26 Q37Q45Q16 Q27 Q34 Pa3)
(P14Q35Q56P48P18P28P38P58Q47Q14P35P56Q48Q18Q28Q38Q58P47§

(P17 P24Q25Q36 Q57 PrsQer Pos Qa6 Q17Q24 Pos Pa6 Psy Qs PorQes Pas
und es gilt Ey(w1) =<wq>.

Beweis: Nach [At] hat Spg(2) genau eine Konjugiertenklasse mit Elementen der
Ordnung 9 und eine Konjugiertenklasse mit Elementen der Ordnung 15. Alle wei-
teren Elemente haben hochstens die Ordnung 12 und hochstens die Ordnung 7,
wenn ihre Ordnung ungerade ist. Die Elemente der Ordnung 9 und 15 erzeugen
jeweils ihren Zentralisator. Es folgt die Behauptung iiber die Konjugiertenklassen
von W wegen W = Spg(2) X Zs. Ebenso folgt die Behauptung iiber die Zentralisa-
toren von wy und w;. Das Element w; wurde mit Hilfe des Algebra-Programmes
GAP gefunden.

Es bleibt zu zeigen, dass w; ein Coxeter-Element in W ist. Fiir 1 < i < 6

sei s; € W definiert durch P} = Prppr und Q) = Qe fiir 1 <1 <m < 8
mit 7 = (¢ i + 1). Weil s; durch ein Element der Gruppe P (vgl. Kapitel 3.3)
induziert WiI’d7 hegt S; in W. Sei weiter S7 = (P12Q34)(Q12P34)(P13Q24)(Q13P24)
(P14Q23)(Q14P23) (PssQrs) Q56 Prs)
(P57Q68)(Q57P68)(P58Q67)(Q58P67)- Ist o wie in Kapltel 3.3 und « definiert wie
die Elemente s; mit 7 = (36)(48), so ist s; = 0 € W. Offenbar bildet (sq,- - , s7)
ein Coxeter-System in W. Dazu beachte man, das die sich Relationen innerhalb
von {s1,---,8¢} aus den entsprechenden Relationen in Sg ergeben. Auflerdem
sieht man [s;, s7] = 1 fiir ¢ # 4. Da s4s7 ein Element der Ordnung 3 ist, folgt die
Behauptung.
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Lemma 6.2.6 Fir die einfach-zusammenhdingende Chevalley-Gruppe G = E;(q)
vom Typ E; tdber Fy gilt (G, V) = 30 auf dem Standardmodul V' der Dimension
56 von G.

G enthalt genau eine Konjugiertenklasse von mazimalen Tori, die irreduzibel auf
einem Untermodul einer Dimension grofier als 18 wirken. Ist T ein solcher To-
rus, so gilt T = Zgp_1y(g2—q+1)- Der T-Modul V' zerfillt in die direkte Summe
irreduzibler Untermoduln der Dimensionen 30, 10, 10 und 6. Es gilt €o(T) =T
und Autg(T) = Zsp.

Beweis: Die Notation aus Kapitel 3.3 wird fortgesetzt. Ist F' = Fj, beziiglich der
Basis B von V, so kénnen wir G mit G(k)* identifizieren. Dabei ist V =< B>,
und V¥ =< B >y. Nach Proposition 3.3.2 ist Ty(k) ein maximaler Torus, und
die Weyl-Gruppe NMaa)(To(k)) wirkt wie dort beschrieben auf Tj(k). F' induziert
auf W die Identitédt. Damit sind alle maximalen Tori in G enthalten in den mit
demselben Element aus W, betrachtet als Element der Weyl-Gruppe von GL(V¥),
getwisteten Tori von GL(V). Mit Lemma 6.2.5 folgt u(G,V) < 30 und dass es
hochstens eine Konjugiertenklasse von maximalen Tori gibt, die irreduzibel auf
einem Untermodul von V' einer Dimension gréfler als 18 wirken.

Sei wp wie in Lemma 6.2.5 und g € G(k) mit y(gF (g)~") = wp. Nach Propo-
sition 6.1.2 ist (Ty)" konjugiert zu {t € Ty|F(t) = t*°}. Setze 3 := ajazay. Mit
F(t) =t folgen aus Pag’ = Pz, Q35 = Pas, Py’ = W35, Qa7 = Pus, Q34 = Qor
und Q4 = Qo fir t = t(ay,as,as, a4, a5, a6, a7) sukzessive die Bedingungen
araias = B, arasas = (7, arazas = BT, azarazasazai = 67, arazas = B
azasag = 37 und asasag = 6“16. Aus diesen Gleichungen wiederum folgt suk-
zessive as = ﬁ_qa(alagaﬁ)_l(ammg)_l = O g = B(azag)™t = B g, =
pri-atra’-atl g, = B(azag)™t = Britag, = pIt-aite’ g, = B (arag)™ =
ﬁ—q5+q4a5 - ﬁ—q5+q4—q3+q2—q’ ag = 5—(16(@2@4)—1 — @—q6+q5—2q4+2q3—2q2+q, a; =
Blarag) ™! = B0+ und ag = 7 (ayas) Tt = BT Aus P =
Q.6 folgt schlieBlich 89" = azazag = $9° ¢~ +4=1 yund damit 1 = B9 —4°+e°+a"~a+1,
Dabeiist ¢" —¢®* + @+ —q+1=(¢*—q+1)(¢"+1).

Nun iiberpriift man leicht, dass t = ¢(ay, ... ,a7) genau dann die Bedingung
F(t) =t erfiillt, wenn die Korperelemente a; (1 < ¢ < 7) die oben angegebenen
Potenzen von 3 sind fiir ein 8 € k mit g7 7" +¢"+¢*~a+1 — 1. Weil k algebraisch
abgeschlossen ist, ist (T3)" isomorph zu Zz2_g41)(g541)-

Sei (T§)¥ =<t>. Dann ist $23 = (7010673 = Bxa3, :vlﬁ A4T16 = ﬂq4_q3+q2x16,
1’ 5 = 0,33315 = ﬁq —¢°+q"—q _133'15 und $12 = a7T12 =
[a'-a"+a' >+ 1, Tst f ein ganzzahliges Polynom, so ist die Ordnung von Bf 9)
gleich ((¢*—g+1)(¢°+1)) / ((*—g+1)(¢°+1), f(g)), die Ordnung von 7' -7+’
also gleich ¢® + 1, die von B9 ~7+4' =21 gleich ¢° + 1 und die von §7°~¢ +a'~¢*+a*
gleich ¢3+1. Es folgt die Aussage iiber die Dimensionen der 7-Untermodul von V.
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Aulerdem sind die Eigenwerte von t innerhalb jedes Zykels von wy und zwischen
Eigenrdumen in Zykeln verschiedener Lénge von wy verschieden. Wiirde t aber
eine Wurzelgruppe zentralisieren, so folgte aus der Struktur der Wurzelgruppen,
dass die Vereinigung der beiden Zykel der Linge 10 von wy eine Clique in (€, T")
der Ordnung 6 enthielte, was nicht der Fall ist, weil innerhalb dieser beiden Zy-
kel nur 5 verschiedene Indizes vorkommen. Mit Satz 6.1.3 und Satz 6.1.4 folgt
Camy(t) =<t>und €4(T') = T. Nach Proposition 6.1.3 und Proposition 6.1.5 ist
Autg(T> = Q:W(w0> = <wy>= Zsp.

Proposition 6.2.14 Fir die einfach-zusammenhdingende Chevalley-Gruppe
G = E;(q) vom Typ E; dber F, gilt v(G,V) = 18 auf dem Standardmodul V
der Dimension 56 von G.

Ist x ein Zsigmondy-Element in G und X =<z >, so gilt:

(i) €a(X) ist ein mazimaler, mit einem Cozeter-Element in der zugehdrigen
Weyl-Gruppe getwisteter Torus und isomorph zu Zigs _g5+1)(g4+1) -

(ii) Autg(X) ist eine zyklische Gruppe der Ordnung 18.

(1ii) Je zwei Zentralisatoren von Zsigmondy-Elementen von G sind konjugiert in

G.

(iv) Sei X eine Untergruppe von €q(X), deren Ordnung q° — ¢® + 1 teilt, aber
nicht 3, und Xy eine Untergruppe von €g(X), deren Ordnung q+1 teilt, aber
nicht 4. Dann ist €y (X1) zweidimensional, und fir jedes 0 # x € €y (Xy) ist
—F(z) kein Quadrat in F,. Es ist €5(€y (X)) = ?Es(q). Die nichttrivialen
Xi-Untermoduln von V haben die Dimension 18 und sind treue X,-Moduln.
Als Xo-Modul zerfallt V' in die direkte Summe des treuen, irreduziblen
Xo-Moduls €y (X1) und 27 weitere treue, irreduzible, paarweise isomorphe,
zu €y (X71) nicht isomorphe Xo-Moduln.

Beweis: Notation und Voraussetzungen seien wie in Lemma 6.2.6. Aus der Ord-
nung von G liest man v(G,V) = 18 direkt ab. Jedes Zsigmondy-Element wirkt
treu auf einem Untermodul der Dimension 18 von V und ist damit enthalten in
einem maximalen Torus von G, der mit einem Element in W getwistet ist, dessen
Ordnung ein Vielfaches von 18 ist. Es folgt v(G, V) = 18. Sei w; wie in Lemma
6.2.5 und g € G(k) mit v(gF (g)~') = w;. Nach Proposition 6.1.2 ist (7§)" kon-
jugiert zu {t € Ty|F(t) = t**}. Mit F(t) = t“* folgen aus Pz’ = Q12, Pyt = Pis,
P;%l = P26, Pigl = P37, Pluél == P45 und P;%l = P16 fir t = t(CLl, as, az, a4, as, g, CL7)
mit a = a; ' sukzessive die Bedingungen a; = a7 %, a5 = o, ag = oﬂ5, a; =
o (azag)™t) = T gy = o (ara5) ! = @@ g0 — 09 (agay) ! =
ot~ und ag = a? (a1a7)7! = a1 Aus PY = Py, folgt schlieBlich
ayazay = o9 HTe a1 — (ayaza7)? = a? und damit 1 = 4 +0°—a"~¢’+a+1
Dabeiist ¢" +¢° —¢* = +q+1= (¢ — ¢+ 1)(g+1).
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Nun iiberpriift man leicht, dass t = ¢(ay, ... ,a7) genau dann die Bedingung
F(t) =t erfiillt, wenn die Korperelemente a; (1 < ¢ < 7) die oben angegebenen
Potenzen von « sind fiir ein a € k mit o 4°~¢"~¢+o+1 = 1. Weil k algebraisch
abgeschlossen ist, ist (T§)" isomorph zu Zgs_gs11)(g11)-

Liegt t in der Untergruppe von (73)¥ der Ordnung ¢® — ¢3 + 1, so ist sogar
o+l = 1 Dann gilt !5 = 213, yly = 413, 'y = a1, 2l = 0" T~ 1 ypd
2t = o+’ =1 Liegt ¢ in der Untergruppe von (T¢)" der Ordnung ¢ + 1, so
ist a7t = 1. Dann gilt yi; = &Byi3, yly = aye, ¥, = ayis und yi, = ayir.

Um zu zeigen, dass €q(X) = (T¢Y)F gilt, zeigen wir €g)(X) = T/ . Es ist nach
Satz 6.1.4 zu zeigen, dass keine Wurzelgruppe in G(k) die Gruppe X zentrali-
siert. Dazu zeigen wir, dass der Zentralisator der zu X konjugierten Untergruppe
X =<i>in {t € Ty|F(t) = t“} keine Wurzelgruppe beziiglich T, enthélt.
Dazu beachte man zunéchst, dass man wie in Proposition 6.2.2 sieht, dass fiir
<v>,<w>€ Q mit v¥ = \v und w® = pw stets X # p gilt, falls <v > und
<w > in derselben Bahn von <w; > liegen oder genau einer der beiden Punkte
in {Pig, Q13} liegt. Sei xf; = a;xy fir 1 < 4,5 < 8,4 # j. Wiire X enthalten im
Zentralisator einer Wurzelgruppe in G(k), so miissten nach Proposition 3.3.3 zwei
verschiedene Punkte in €2, die in (2,T") verbunden sind, in einem gemeinsamen
Gewichtsraum von X liegen. Wir zeigen, dass daraus aber folgt, dass auch zwei
verschiedene Punkte in (2, die in einer gemeinsamen Bahn von w; der Lénge 18
liegen oder von denen genau einer in einer Bahn von w; der Lénge 2 liegt, in einem
gemeinsamen Gewichtsraum von X liegen. Liege zuniichst Pjs in einem gemein-
samen Gewichtsraum mit einem adjazenten Punkt @), der nicht in P5" liegt. Ist
Q = Q;; mit 3 <i<j < 8,50 folgt 1 = ai2a;5a1;a2; = a1;a2; und analog 1 = ay;as;
(vgl. die Monome vom Typ 8. und 9. der zugehorigen 4-Form). Also liegen dann
auch Py; und @y; sowie Pj; und ()2 in einem gemeinsamen Gewichtsraum von
z. Ubrig bleiben die Fille Qss, Qrs, Qs und Quq. In diesen Fillen ergeben sich,
wie eben gesehen, je drei Paare von Punkten in €2 mit gleichen Gewicht fiir 7.
Durch Konjugation mit w; ergeben sich jeweils vier verschiedene Punkte in €2 mit
demselben Gewicht. Es ergibt sich ein Widerspruch, weil diese nicht in verschie-
denen Zykeln der Lénge 18 von w; liegen kénnen. Ebenso argumentiert man fiir
die beiden Zykel P4* und P;7* mit Py und Q;; fiir {1,4} N {7, 5} = 0.

Zu betrachten bleiben die Félle, dass Pj5 in einem Gewichtsraum mit P4, Pig
oder Pyg oder Pj4 in einem Gewichtsraum mit Py, Py oder Py liegt. Mit Hilfe
der Monome vom Typ 8 bis 13 ergibt sich, dass mit P;; und P, fiir ¢ # j #
k # i stets auch fur alle s € Q\ {4, j,k} die Punkte Py; und P, im gleichen
Gewichtsraum von I liegen wegen 1 = aijaskaizlajgl = askajgl. (Dabei wurde
P,;; = Pj; gesetzt.) In den obigen Féllen folgt in derselben Reihenfolge, dass
auch die Paare (ng, P34)7 (P23, ng), (P13, Plg), (P46, P67), (Plg, P23) und (P137 Pg(;)
in einem gemeinsamen Gewichtsraum von Z liegen, ein direkter Widerspruch
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auBer im Fall (Ps3, Psg), aber dort folgt der Widerspruch, weil mit (Py2, Pg) auch
(Ps3, Q4s) in einem gemeinsamen Gewichtsraum liegen.

Es folgt dass Ty nichtausgeartet ist und fir X < (Ty)F gilt: €qp0(X) = Ty
und €q(X) = (TY)F.

Sei T ein weiterer mit einem Coxeter-Element in W getwisteter, maximaler
Torus in G. Dann ist 7 := y(hF(h)™) in W konjugiert zu w;. Nach Proposition
6.1.1 sowie Proposition 6.1.4 sind 7,* und T, und (7y*)" und (7)" konjugiert
in G.

SchlieBlich ist X in €4 (X) charakteristisch, und damit gilt nach Proposition
6.1.3 und Proposition 6.1.5 Autg(X) = Ng(X)/€a(X) =Ne(Ca(X))/Ca(X) =
Cyr(wr) = Cw(wy)) =< wy >= Zys nach Lemma 6.2.5.

Fiir den Beweis von Aussage (iv) beachte man die oben ausgefiithrten Beob-
achtungen iiber die Wirkung der entsprechenden Untergruppen von (Ty)" auf
Piy, Pi3, Py und Py, Fiir die Gruppe X, erhilt man die Eigenwerte o und a*
jeweils mit Vielfachheit 27 und mit Vielfachheit 1 die Eigenwerte o und o~3.
Weil | X5| kein Teiler von 3 ist, erhalten wir lauter treue Xs-Moduln. Wiéren sie
nicht zweidimensional, so wire o oder o? ein Teiler von ¢ — 1 und damit von
(g — 1,4+ 1) = 2, ein Widerspruch. Weil | X5| kein Teiler von 4 ist, ist €y (X;)
nicht isomorph zu den iibrigen Xs-Untermoduln von V.

WEeil fiir ein erzeugendes Element Z der zu X; konjugierten Untergruppe
von T wie oben geschen 2§, = 13, ¥, = ayig, 2§, = a0 ~C "1, und
2%, = "t~ fiir ein @ mit a4°~9 1 gilt, ergibt sich ein X;-Modul in V/
mit Eigenwerten oﬂi, einer mit Eigenwerten o' (@+d'=a*~a=1) ynd einer mit Ei-
genwerten f @~ fir 7. Weil  + ¢* — ¢ —g—1und ¢ + ¢® — ¢ — 1
teilerfremd zu ¢® —¢3+1 sind, sind diese Moduln irreduzibel. Aufierdem ist €y (G)
zweidimensional. Wegen F(X3m13 + Yizyi3) = —X3Y,3 ist F(v) # 0 fiir jedes
von 0 verschieden v € € (X;). Nach Proposition 3.3.4 ist —F(v) kein Quadrat,
weil | Eg(q)| durch keinen g-primitiven Teiler von ¢'® — 1 teilbar ist. Nun folgt der
Rest von (iv) mit Proposition 3.3.4.
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Kapitel 7

Zsigmondy-Elemente in endlichen
Gruppen vom Lie-Typ

7.1 Gruppen vom Typ G,

Die Notation aus Kapitel 3.1 wird fortgesetzt. Stets sei F = [, ein endlicher
Korper, g # 2 eine Potenz der Primzahl p und G = G(F) eine Chevalley-Gruppe
vom Typ Gy tiber F. Es gilt ®4(q) = ®§(q) - (Ps(q),3) | |G|. Nach Proposition
6.2.9 gilt fiir jeden Primteiler r von ®f(¢) und jede nichttriviale r-Untergruppe
von G, dass €5(R) ein zyklischer, maximaler Torus von G der Ordnung ®4(q)
und Autg(R) = Zg ist. Es folgt sofort:

Lemma 7.1.1 Sei U eine Untergruppe von G mit (|U|,®(q)) # 1 und r ein
Primteiler von (|U], ®§(q)).

Dann ist Ng(U)/U eine metazyklische Gruppe, deren Ordnung “%((’) tedlt.

Beweis: Sei R eine r-Sylowgruppe von U und N = Mg (U). Nach dem Frattini-
Argument ist N = UMy (R) und damit N/U = DNy (R)/MNy(R). Weil Ny (R)
metazyklisch ist, ist auch N/U metazyklisch. Die Aussage iiber die Ordnung von
N/U folgt, wegen R < My (R) und wegen [Ng(R)| = 6Ds(q).

Proposition 7.1.1 Sei char(F) # 2. Dann gilt:

(i) Es existieren Zerlegungen V.=V, @ ---@® V; mit Z2 = {V;|1 < i < 7}
von V', so dass N := Ng(Z) imprimitiv und irreduzibel auf V' wirkt und
C = Cq(2) # 1 ist. Es ist dann €5(C) = C = Eg und Ne(C) = N
eine nicht-zerfallende Erweiterung von C' mit einer zu GL3(2) isomorphen
Gruppe.
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(ii) Definiert man auf Z eine Geradenmenge bestehend aus allen Tripeln von
Punkten V;, =<w;, >, (1 < k < 3) mit f(vi,,viy,0s,) # 0, so erhdlt man
eine zu PGs(2) isomorphe Geometrie, auf der Ng(Z)/Cq(Z) kanonisch
werkt.

(i1) Alle Zerlegungen wie in (i) sind unter G konjugiert.

Beweis: Nach ([As3],(8.2) und (8.5)) bleibt nur zu zeigen, dass die Erweiterung
nicht zerfillt und dass (ii) gilt.

Zum Beweis von (ii) beachte man, dass nach [As3],(8.2) fiir je zwei Punkte
< x> <y>€ Z genau ein < z >€ Z existiert mit f(x,y,z) # 0. Weil f
alternierend ist, ist <z>¢ {<z>, <y>}. Damit sind je zwei Punkte inzident mit
genau einer Geraden. Es ist Co(<x,y>) = Zy und €y (Co(<z,y>)) =<z,y,2>.
Wiirden sich zwei Geraden trivial schneiden, so wiirde das Produkt der beiden
Involutionen, die je eine zentralisieren genau einen Punkt in Z zentralisieren im
Widerspruch zu der Tatsache, dass der Zentralisator in V' jeder Involution 7 in
G Dimension 3 hat, wie man sofort sieht, wenn man 7 in einen maximalen Torus
von G* einbettet.

Um zu zeigen, dass die Erweiterung nicht zerféllt, zeigen wir, dass jede Invo-
lution in N schon in C' enthalten ist. Angenommen es existiert eine Involution
7 € N\ C. Alle Involutionen in GL3(2) sind konjugiert. Die Fixpunkte von 7
in Z bilden eine Gerade, etwa {<z; > |1 < i < 3} mit f(x1,292,23) # 0 und
x] = Nz fiir 1 <4 < 3. Es folgt A\j A3 = 1. Also existiert ein Punkt <y; >€ Z
mit y] = y; und eine Gerade {<y; > |1 < i < 3} mit y] = poys und y§ = uzys.
Weil f alternierend ist, folgt uopus = —1 im Widerspruch zur Annahme, dass 7
eine Involution ist.

Satz 7.1.1 Sei U eine auflosbare Untergruppe von G mit (|U|, ®¢(q)) # 1. Seir
ein Primteiler von (|U|, ®5(q)) und R eine r-Untergruppe von G.

Ist R nicht normal in U, so gilt:

(i) Es ist |R| =7 und char(F) # 2.

(ii) Es existiert eine Zerlegung Z wvon V wie in Proposition 7.1.1, so dass
Ce(Z2) < U <N(2) gilt und U das semidirekte Produkt von Co(2Z) mit
einer zyklischen Gruppe der Ordnung 7 oder einer Frobeniusgruppe der Ord-
nung 21 ist.

Beweis: Die nicht-trivialen R-Untermoduln von V' sind [V, R] und €y (R) =
[V, R]*. Ist W ein U-Untermodul von V| so ist auch W+ ein U-Untermodul. Des-

halb besitzt U genau einen irreduziblen und treuen Untermodul von V| ndmlich
V oder [V, R]. Sei W ein treuer, irreduzibler U-Modul in V und R A U.
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Ist W ein imprimitiver U-Modul und ist der Kern K der Wirkung von U auf
der entsprechenden Zerlegung von W von 1 verschieden, so ist K eine
r’-Gruppe. Wegen |R| > 7 ist W = V und U nach Proposition 7.1.1 enthal-
ten in einer Untergruppe von Mg (Z) wie in Proposition 7.1.1. Es folgt |R| = 7
und char(F) # 2 wegen dim(V') = 7. Wegen K # 1ist K < C, und es gilt K = C,
weil R transitiv auf den von 1 verschiedenen Elementen von C' wirkt. Auflerdem
sind die einzigen auflésbaren Untergruppen von GL3(2), die ein Element der Ord-
nung 7 enthalten, zyklisch der Ordnung 7 oder Frobeniusgruppen der Ordnung
21. Die Erweiterung zerféllt jeweils nach dem Satz von Schur-Zassenhaus.

Angenommen W ist kein imprimitiver U-Modul mit von 1 verschiedenem
Kern der Wirkung auf der entsprechenden Zerlegung von V. Sei A ein maximaler
abelscher Normalteiler von U. Dann ist A eine r’-Gruppe und W ein homogener
A-Modul. Andernfalls wiirden die A-homogenen Komponenten eine Zerlegung
von W bestimmen, auf deren Elementen U wirkte. Der Kern der Wirkung von
U auf diesen Elementen enthielte A # 1. Insbesondere ist A zyklisch und W
die direkte Summe von isomorphen, irreduziblen A-Moduln der Dimension ¢ <
u(G) = 6. Nach Lemma 6.2.1 ist Autg(A) eine zyklische Gruppe, deren Ordnung
t teilt. Demnach wird A von R zentralisiert. Insbesondere ist €y(A) # A und
aufgrund der Maximalitdt von A nicht abelsch. Nach Lemma 1.1 ist ein minimaler
nichtabelscher Normalteiler N von U in € (A) eine s-Gruppe vom symplektischen
Typ mit Exponent s(s,2) fiir eine Primzahl s mit Z(N) < A < €y (R). Jeder von
3 verschiedene Primteiler von |€g(R)| ist ein g-primitiver Teiler von ¢% — 1. Weil
s-Gruppen in G fiir g-primitive Primteiler s von ¢® — 1 zyklisch sind, folgt s = 3
und |N| = 31%% Die treuen irreduziblen Darstellungen von N haben den Grad
3. Bs folgt k = 1 und ein Widerspruch, weil |R| nicht die Ordnung [SL,(3)| = 8-3
von Out(N) teilt.

Korollar 7.1.1 Seir eine Primzahl, die ®;(q) teilt, U eine Untergruppe von G
und R eine r-Gruppe, die in Ng(U) liegt, aber nicht in U.

Ist [R,U] # 1, so ist char(IF) # 2, |R| =7, und es existiert eine Zerlegung Z von
V' wie in Proposition 7.1.1, so dass U = €5(2) gilt.

Beweis: Sei s ein Primteiler von |U|. Zunéchst zeigt man wie in [Hel], Satz 2,
dass R eine s-Sylowgruppe S von U normalisiert. Sei namlich S € Syl (U) und
N = Mg(U). Nach dem Frattini-Argument ist N = UMy (S). Wir wéhlen eine
r-Sylowgruppe Ry von My (S) und eine r-Sylowgruppe Ry von N, die Ry enthélt,
und setzten R3 = Ry NU. Es ist Ry £ Rs, sonst wire Ry = R3 in U enthalten im
Widerspruch zur Voraussetzung, dass R nicht in U liegt. Weil die r-Sylowgruppen
von G zyklisch sind, ist Ry < R; < My (S). Nun ist R in N konjugiert zu einer
Untergruppe von Ry, etwa R < R}. Dann ist R < R} < (My(9))" < Ny (S™).
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Sei nun S eine s-Sylowgruppe von U, die von R normalisiert wird. Dann ist
SR eine auflosbare Untergruppe von G, deren Ordnung durch einen g-primitiven
Teiler von ¢® — 1 teilbar ist. Nach Satz 7.1.1 ist SR abelsch oder s = 2. Insbeson-
dere ist U das Produkt der zyklischen Untergruppe €y (R) und einer 2-Gruppe
und nach dem Satz von Kegel und Wielandt ([Ke]) auflosbar. Ist nun [R, U] # 1,
so ist UR eine auflosbare Gruppe, in der R nicht normal ist. Die Behauptung
folgt nun mit Satz 7.1.1.

Satz 7.1.2 Sei U eine nicht auflosbare Untergruppe von G mit (|U|, ®¢(q)) # 1.
Seir eine Primzahl, die (|U|, ®¢(q)) teilt, R eine r-Sylowgruppe von U und S der
normale Abschluss von R in U. Ist dann A der mazimale aufiésbare Normalteiler
von U und B/A ein nicht auflosbarer, minimaler Normalteiler von U/A, so gilt:

(i) U/B ist eine Gruppe der Ordnung 1, 2 oder 3 oder isomorph zu Ss.

(ii)) B/A ist eine einfache nichtabelsche Gruppe, und es gilt (|U|, ®¢(q)) =
(IB/A], ®4(q))-

(iii) Es ist A = F(U) abelsch, |A| = 8 fir A # Z(B) und |A] | (3,q + 1) fir
A= Z(B).

() Ist A # Z(B), so ist (|U],®¢(q)) = |R| =7, char(F) # 2, und es existiert
eine Zerlegung Z von V' wie in Proposition 7.1.1 mit A = C5(Z) und
U=B=Ng(Z).

(v) Ist A= Z(B) =1, soist B=S einfach und U isomorph zu einer Unter-
gruppe von Aut(B).

vi) Ist A= Z(B) # 1, so ist U enthalten in Ng(€y(R)), einer Erweiterung von

(vi) ; ; g
SUs(q) mit einem dufSeren Automorphismus der Ordnung 2. Es ist B' = S
quasieinfach, F(U) = A, E(U) = B" und F*(U) = B.

Beweis: Aus Lemma 7.1.1 folgt sofort (|A4|,®5(¢)) # 1. Wire nun

(|U/B|,®¢(q)) # 1, so wire B nach Korollar 7.1.1 auflésbar. Mit Lemma 7.1.1 ist

U/ B eine metazyklische Gruppe, deren Ordnung %q;f((g)) = 6-(3,¢—1) teilt. Nun ist

B/A ein minimaler Normalteiler von U/A, also das direkte Produkt isomorpher
abelscher Gruppen, deren Ordnung durch r teilbar ist. Weil die r-Sylowgruppen
von G zyklisch sind, ist B/A einfach. Mit Korollar 7.1.1 folgt, dass A abelsch ist,
weil A von R normalisiert wird. Aus R < B folgt S < B und SA < B. Weil B/A
einfach ist, ist SA = B.

Gilt [R, A] = 1, so zentralisiert A als in U normale Gruppe alle r-Sylowgrup-
pen in U und damit S. Wegen B = SA ist dann A < Z(B). Ist also A # Z(B),
so ist RA eine auflosbare Untergruppe von U, in der R nicht normal ist. Nach
Satz 7.1.1 und Korollar 7.1.1 folgt (iv).
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Sei also [R,A] = 1 und damit A = Z(B). Dann ist A = 1 oder |4| =
3 | g+1 und es folgt (iii). AuBerdem ist B/Z(B) eine nichtabelsch einfache Gruppe.
Nach [Asl], (31.1) ist B" quasieinfach und B = B’ - Z(B). Insbesondere ist R <
B’ < E(U). Jede weitere Komponente von U wiirde B” und damit auch R nach
[Asl], (31.5) zentralisieren. Weil €4 (R) zyklisch ist, ist E(U) = B' und F*(U) =
E(U)F(U) = B'- Z(B) = B. Als Normalteiler der quasieinfachen Gruppe B’,
der nicht in Z(B’) enthalten ist, ist S = B’. Ist in dieser Situation A = 1, so ist
B = SA = S eine quasieinfache Gruppe, die keinen nicht-trivialen auflésbaren
Normalteiler enthélt, also einfach. Mit B ist auch €y (B) < €y(R) in U normal
und zyklisch und damit trivial. Also wirkt U/B treu auf U, und es folgt (v).
Ist A= Z(B) = Zs, so ist U < Ng(Cy(R)), weil Cy(R) = Cy(X) gilt fiir jede
nicht-triviale Untergruppe X von € (R), insbesondere fir X = A.

Schliefllich gibt es in B kein normales r-Komplement. Nach dem Verlage-
rungssatz von Burnside ([Hupl], Kap. IV, 2.6) ist Autg(R) # 1. Nun ist die
maximale Gruppe in My (R), deren Ordnung zu ®§(q) teilerfremd ist, zyklisch
der Ordnung 6 oder isomorph zu S3 x Z3. Wie in Lemma 7.1.1 ist U/B isomorph
zu einem homomorphen Bild dieser Gruppe mit einem Kern, der einen nicht-
trivialen Schnitt mit einer zyklischen Gruppe der Ordnung 6 hat. Es folgt (a).

Satz 7.1.3 Sei U eine nicht auflésbare Untergruppe von G mit (|[U|, ®&(q)) # 1.
Dann gilt einer der folgenden Fille:
(i) U=G.
Primteiler r von ®f(q) und eine r-Sylowgruppe R von G.
(i1i) Es ist p = 3 und U konjugiert zu einer der Gruppen in (ii) unter einem
dufseren Automorphismus von G.
(iv) Esist (|U|,®(q)) =7 und U eine zu PSL3(2) oder zu PGLy(7) isomorphe
Untergruppe einer Gruppe wie in (1i).
(v) Es ist q eine ungerade Potenz von 3 und U = Gy(q) die Gruppe der Fiz-
punkte unter einem duferen Automorphismus von G.
(vi) Fir einen Teilkorper K von F mit ([F:K],6) =1 ist U = G(K) oder eine
Untergruppe wie in (i), (iii) oder (iv) von G(K).
(vii) Es ist char(F) # 2, (|U|, ®§(q)) = 7 und es existiert eine direkte Zerlegung
Z von V wie in Proposition 7.1.1 mit U = Ng(Z2).
(viii) Es ist char(IF) # 2, (|U|,®¢(q)) =7 und U = PSL3(2). U wirkt imprimitiv
und irreduzibel auf V.
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(ix) Es ist (U], ®5(q)) = 7 und U ist eine Schur-Erweiterung von A; oder Sy
mit einem Zentrum der Ordnung 3, und es gilt ¢ = 5° mit (a,6) = 1.

(z) Es ist (U], ®¢(q)) = 7 oder (|U|,®¢(q)) = 13, p # 13, F ein Zerfillungs-
korper von X% — 13 und U = PSLy(13).

(zi) Es ist (U], ®¢(q)) = 7, F ein Zerfillungskirper von X3 — 3X + 1 und
U = PSLy(8).

(zii) Es ist (U], ®5(q)) =7, p>3 und U = G5(2) oder U = G4(2)'.
Bemerkungen:

(i) 7 ist genau dann ein Teiler von ®F(q), wenn gilt: ¢ = 3 (modT) oder ¢ =
5 (modT).

(ii) Alle oben angegebenen Fille existieren tatsichlich, falls in den Fillen (vii)
bis (vii) 7 ein Teiler von ®(q) ist.

Beweis: Die Notation aus Satz 7.1.2 wird fortgesetzt. Nach Satz 7.1.2 haben wir
nur den Fall zu betrachten, dass A = Z(B) ist. Sei zundchst B/A eine alternie-
rende Gruppe. Nach [As3], (14.5) enthélt G keine zu A; isomorphe Untergruppe.
Damit ist A # 1, und B/A hat eine projektive Darstellung von einem Grad < 3.
Nach [KL]|, Proposition 5.3.7 ist char(F) = 5 und B/A = A;. Umgekehrt enthélt
SUj3(5) nach [At] eine Schur-Erweiterung von A7 und eine Erweiterung von SU3(5)
mit einem Automorphismus der Ordnung 2 eine Schur-Erweiterung von S;. Nun
ist 7 genau dann ein 5%primitiver Teiler von 5% — 1, wenn (a,6) = 1 gilt.

Sei nun B/A eine sporadisch einfache Gruppe oder eine Gruppe vom Lie-Typ
in einer von p verschiedenen Charakteristik. Nach [KL|, Proposition 5.3.8 und
Table 5.3.A besitzen unter den Gruppen, die einen Primteiler enthalten, der kon-
gruent 1 modulo 6 ist, nur PSL3(2) = PSLy(7) und ?By(8) eine projektive Darstel-
lung von einem Grad < 3. Nach [At] ist die Ordnung ihrer Schur-Multiplikatoren
nicht durch 3 teilbar.

Folglich ist B einfach. Nach [KL], Table 5.3.A haben unter den Gruppen, die
einen Primteiler enthalten, der kongruent 1 modulo 6 ist, nur die folgenden Grup-
pen eine projektive Darstellung, deren Grad < 7 ist:

My, Jy, Jo, PSLo(7) = PSL3(2), PSLy(13), PSLy(8) = Go(3)’, PSL3(4), PSL4(2),
2B,(8), PSU3(3) = G5(2), PSU4(3), Spe(2). Darunter haben Ma,, PSL,(2) = As,
PSU4(3) und Spg(2) eine zu A; isomorphe Untergruppe. Nach [As3], (14.1) ist
der s-Rang jeder s-Untergruppe von G mit einer von p verschiedenen Prim-
zahl s hochstens 3. J; und PSL3(4) enthalten eine elementar-abelsche 2-Gruppe
der Ordnung 16. Eine Untergruppe von 2By(8) der Ordnung 7 normalisiert eine
2-Gruppe der Ordnung 2°, und eine Untergruppe der Ordnung 13 wird norma-
lisiert von einer Gruppe der Ordnung 4. J; hat nur fiir p = 11 eine irreduzible
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Darstellung vom Grad 7, aber fiir p = 11 ist 7 kein g-primitiver Teiler von ¢ — 1,
weil 112 — 1 durch 7 teilbar ist. Die Existenz der iibrigen Gruppen, die Notwen-
digkeit der angegebenen Bedingungen und die Tatsache, dass jeweils Mg (B) = B
gilt, werden bewiesen in [As3], (8.5) und Abschnitt 13.

Sei nun B/A eine Gruppe vom Lie-Typ in Charakteristik p. Dann ist die
Darstellungsgruppe H von B/A eine lineare Gruppe oder eine klassische Gruppe
von einem Grad < 7, eine Gruppe vom Typ Gs, 2G5 oder eine Suzuki-Gruppe.

Nach [HB2], XI., §3 ist in Suzuki-Gruppen jedes Element mit einer von 2
verschiedenen Primzahlordnung enthalten im Normalisator einer 2-Sylowgruppe
oder in einer Frobeniusgruppe mit einem Frobeniuskomplement der Ordnung 4.
Demnach ist H keine Suzuki-Gruppe. Nach [LS], Table 1 sind alle zu G3(K)
oder G5 (K) iiber einem Teilkérper K von F isomorphen Untergruppen von G
kanonisch.

Sei H eine lineare oder klassische Gruppe iiber F,» und z ein Element der
Ordnung r in H. Hat z auf dem natiirlichen Modul von H mehr als einen treuen,
irreduziblen Teilmodul, so sind diese Teilmoduln treue Moduln fiir die zyklische
Gruppe € (z). Demnach ist H eine klassische Gruppe, und es existieren 2 treue
z-Moduln der Dimension k£ im Standardmodul von H, die singulér und paarweise
nicht orthogonal sind. Dann ist €/ (R) eine zyklische Gruppe der Ordnung p** —1
oder p”* — 1/2. Andernfalls ist der natiirliche Modul zu H die direkte Summe
eines treuen, irreduziblen z-Teilmoduls und eines trivialen x-Moduls. Ist ¢ der
natiirliche Homomorphismus von H auf B’, so ist €x(x)/Ker(y) zyklisch. Die Idee
des Beweises beruht nun darauf, dass die Ordnung dieses Zentralisators nicht zu
klein sein kann, weil er z enthélt, sie dann aber zu 3 teilerfremde Teiler hat, die
keine g-primitiven Teiler von ¢® — 1 sind.

Sei die Darstellungsgruppe H von B/A isomorph zu SL;(p?). Dann enthilt
¢y () einen maximalen Torus T, so dass ¢(T) < €y(R) zyklisch ist. Ist T der
entsprechende (d.h. mit demselben Element der Weyl-Gruppe getwistete) Torus
in GL(p%), so ist T nach 6.2.2, und weil ¢(T") zyklisch ist, ein Torus der Form
Loy oder Zopi-1_q X Ly mit |o(T)| = (" — 1)/ (* — 1)(p" — 1,t) baw.
(p* =Y — 1)/(p® — 1,t). Wire bt bzw. b(t — 1) ungerade, so wire die Ordnung
von €p/(R) durch einen p-primitiven Teiler von p* — 1 oder p**~1 — 1 teilbar.
Dieser miisste 3 sein, ein Widerspruch. Demnach ist die Ordnung von €p/ (R)
durch einen Ausdruck der Form p* +1 oder 1(p* +1) teilbar. Dasselbe Argument
liefert dasselbe Ergebnis fiir die oben erwédhnten Gruppen mit mehr als einem
treuen z-Modul.

Sei H eine symplektische Gruppe. Wegen Spax(q) < SLok(q) und Spa(q) =
SLs(g) haben wir nur Singer-Zyklen zu betrachten, die nach Proposition 6.2.6 die
Ordnung ¢* + 1 haben. Wieder enthélt €/ (R) eine Gruppe der Ordnung p* + 1
oder %(p’“ + 1) fiir geeignetes k. Sei H eine orthogonale Gruppe. Hat H den Typ
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Oy, so hat €g(z) nach Proposition 6.2.8 die Ordnung p* + 1. Hat H den Typ
Os 11, 50 hat €5 () nach Proposition 6.2.5 die Ordnung p** + 1. Hat H den Typ
O, L9, 50 folgt ein Widerspruch mit Proposition 6.2.7. In allen Féllen enthélt
€p (R) eine Untergruppe der Ordnung p* + 1 oder %(p’C + 1). Alle Primteiler
ihrer Ordnung sind 3 oder p-primitive Teiler von p® — 1, ist sie also nicht gleich
3, so ist 3 ein Teiler von k und wir kénne zu einer Untergruppe der Ordnung
p*/3 + 1 iibergehen. Sei also 0.B.d.A. p* + 1 = 3 oder %(pk + 1) = 3. Es folgt
(p,k) € {(2,1),(5,1)}. Dann enthilt €p (R) keine Untergruppe der Ordnung
p** +1 oder 1(p** +1). In allen Fillen ist die Ordnung von €p/(R) ein Teiler von
p?* — 1€ {22 — 1,52 — 1}, ein Widerspruch.

Ubrig bleibt der Fall, dass H eine unitire Gruppe der Form SU.(p®) ist. Nach
Proposition 6.2.4 und 6.2.3 ist k& ungerade. Weil nach [As3], (14.1) der s-Rang
jeder s-Untergruppe von G mit einer von p verschiedenen Primzahl s hochstens
3 ist und ein maximal zerfallender Torus von SUg(p’) isomorph ist zum (k-1)-
fachen direkten Produkt (Z,,,)" ", ist k = 3, also H = SUs(p"). Stabilisiert B’
eine Hyperebene von V', so ist B’ eine kanonische Untergruppe einer Gruppe wie
in (ii) tiber einem Teilkorper von F. Nach [As3], Korollar 11 existieren genau fiir
p = 3 irreduzible Untergruppen, die isomorph sind zu SU3(q), diese sind alle kon-
jugiert. Offenbar ist B’ eine kanonische Untergruppe des Stabilisators von €y (R)
oder wirkt irreduzibel und imprimitiv auf V. Aufler der einen Konjugiertenklas-
se von Untergruppen fiir p = 3 enthélt keine maximale imprimitive irreduzible
Untergruppe von G eine zu SU3(p®) isomorphe Gruppe. Bei Einbettung in G(q?)
wird der Stabilisator K einer nichthyperbolischen, nichtausgearteten Hyperebene
zum Stabilisator einer hyperbolischen Hyperebene, der erzeugt wird von langen
Wurzelgruppen. Ist p = 3, so vertauscht ein #uflerer Automorphismus von G(¢?)
lange und kurze Wurzelgruppen. Die Einschrankung dieses Automorphismus auf
G bildet demnach K ab auf eine irreduzible, zu K isomorphe Untergruppe von G.
Nach [LS], Table 1 gibt es fiir char(F) = 3 genau zwei Konjugiertenklassen von
Untergruppen von G, deren verallgemeinerte Fittinggruppe zu SU3(p®) isomorph
ist.
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7.2 Gruppen vom Typ °D;

Die Notation aus Kapitel 3.2 wird fortgesetzt. Stets sei F = [, ein endlicher
Kérper, q eine Potenz der Primzahl p, G = G(IF) eine Gruppe vom Typ 3D, iiber
F und V' der zugehorige Standardmodul der Dimension 8 iiber Fs. Es ist u(G) = 4
und (®5(¢%), |G]) = (P4(¢®) / (P4(¢®),2),|G]) = ¢* — ¢* + 1 = Pis(q). Nach
Proposition 6.2.12 gilt fiir jeden Primteiler r von ®15(¢) und jede nichttriviale
r-Untergruppe von G, dass €5(R) ein zyklischer, maximaler Torus von G der
Ordnung ®12(q) und Autg(R) = Z4 ist. Es folgt unmittelbar:

Lemma 7.2.1 Sei U eine Untergruppe von G mit (|U|, ®12(q)) # 1 und r ein
Primteiler von (|U], ®12(q)).

Dann ist Ng(U) /U eine metazyklische Gruppe, deren Ordnung 4%72([1) teilt.
Beweis: Der Beweis ist vollig analog zum Beweis von Lemma 7.1.1.

Satz 7.2.1 Sei U ecine auflosbare Untergruppe von G mit (|U|, ®12(q)) # 1. Sei
r ein Primteiler von (|U|, ®12(q)) und R eine r-Untergruppe von G.

Dann ist R normal in U.

Beweis: Das Resultat ist ein direktes Korollar zu Satz 7.3.1. Wir geben aber
einen direkten Beweis, weil der Beweis im Fall der getwisteten Gruppe 3D,(q)
wesentlich einfacher ist als der Beweis zu Satz 7.3.1.

Ein nicht-trivialer R-Untermoduln W von V' hat nach Proposition 6.2.10 die
Dimension 4 oder 8 und ist nach Lemma 7.3.4 ein treuer Ng(W)-Modul. Sei also
W ein treuer, irreduzibler U-Untermodul von V.

Ist W ein imprimitiver U-Modul, so ist die auf den Elementen der entspre-
chenden Zerlegung von W induzierte Gruppe eine Untergruppe einer Gruppe Sy
mit k < 8, insbesondere eine r’-Gruppe. Es folgt V' = W und dass U auf zwei
irreduziblen R-Moduln Wy, Wy mit V = W; & Wy wirkt. Ist R normal im Kern
K dieser Wirkung, so ist R als in K charakteristische Untergruppe auch normal
in U. Wir kénnen also annehmen, dass W ein primitiver U-Modul ist.

Sei A ein maximaler abelscher Normalteiler von U. Dann ist A eine r’-Gruppe
und W ein homogener A-Modul. Andernfalls wiirden die A-homogenen Kompo-
nenten eine Zerlegung von W bestimmen, auf deren Elementen U wirkte. Insbe-
sondere ist A zyklisch und W die direkte Summe von isomorphen, irreduziblen
A-Moduln der Dimension t < u(G) = 4. Nach Lemma 6.2.1 ist Autg(A) eine
zyklische Gruppe, deren Ordnung t teilt. Demnach wird A von R zentralisiert.
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Damit ist die Ordnung von A ein Teiler von ®15(q) = P15(q), €c(A) ein maxi-
maler Torus von G der Ordnung ¢* — ¢> + 1 und Ng(A) eine Erweiterung von
Cs(A) mit einer zyklischen Gruppe, deren Ordnung 4 teilt. Es folgt R <M (A)
und R4 U.

Korollar 7.2.1 Seir eine Primzahl, die ®15(q) teilt, U eine Untergruppe von G
und R eine r-Gruppe, die in Ng(U) liegt, aber nicht in U.

Dann ist [R,U] = 1.

Beweis: Sei s ein Primteiler von |U|. Wie in Korollar 7.1.1 bzw. in [Hel], Satz
2 zeigt man, dass R eine s-Sylowgruppe S von U normalisiert. Sei nun S eine
s-Sylowgruppe von U, die von R normalisiert wird. Dann ist SR eine auflosbare

Untergruppe von G, deren Ordnung durch einen g-primitiven Teiler von ¢'2 — 1
teilbar ist. Nach Satz 7.2.1 ist SR abelsch. Es folgt U < €4(R).

Satz 7.2.2 Sei U eine nicht auflosbare Untergruppe von G mit (|U|, ®12(q)) # 1
und B ein minimaler Normalteiler von U. Dann gilt:

B ist eine einfache, nichtabelsche Gruppe und U ist eine Untergruppe von Aut(B)
deren Ordnung 2 - |B| teilt.

Beweis: Sei r ein Primteiler von ®5(¢) und R eine r-Sylowgruppe von U. Ist A
ein auflésbarer Normalteiler von U, so gilt A < €5(R) nach Korollar 7.2.1. Wire
A # 1, so wire U < Mg(A) auflosbar. Es folgt F(U) = 1. Sei B ein minimaler
Normalteiler von U. Dann ist B das direkte Produkt isomorpher, nichtabelsch
einfacher Gruppen. Nach Korollar 7.2.1 ist [U : B] eine r'-Zahl. Damit ist B
einfach, weil U zyklische r-Sylowgruppen hat. Nach Lemma 7.2.1 und weil [U : B]
durch keinen g-primitiven Teiler von ¢'2 —1 teilbar ist, ist [U : B] ein Teiler von 4.
Schliefllich gibt es in B kein normales r-Komplement. Nach dem Verlagerungssatz
von Burnside ist Autg(R) # 1. Damit ist [U : B] ein Teiler von 2.

Satz 7.2.3 Sei U eine nicht auflésbare Untergruppe von G mit (|U|, ®&(q)) # 1.

Dann ist U isomorph zu einer Gruppe *Dy(q) fiir einen Unterkérper F; von F, in
G mit (q/q, 2) = 1. Es gibt genau eine Konjugiertenklasse solcher Untergruppen
in G.

Beweis: B ist keine alternierende Gruppe, weil nach [KL], Proposition 5.3.7 fiir
eine alternierende Gruppe A,, mit einer treuen projektiven Darstellung von einem
Grad < 8 gilt: n < 10. Dann enthilt |A,| keinen Primteiler, der kongruent 1
modulo 12 ist.
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Unter den sporadischen Gruppen und den Gruppen vom Lie-Typ in von p
verschiedener Charakteristik haben nach [KL], Proposition 5.3.8 und Table 5.3.A
nur PSLy(13), 2B5(8) und PSL3(3) eine treue projektive Darstellung von einem
Grad < 8 und einen Primteiler, der kongruent 1 modulo 12 ist. Die irreduziblen
Teilmoduln des B-Moduls V sind insbesondere R-Moduln fiir einen Primteiler r
von ®;5(g) und eine r-Sylowgruppe R von B und haben damit die Dimension 4
oder 8. Nach [At] und [AtB] hat keine der genannten Gruppen eine irreduzible
Darstellung vom Grad 4 oder 8.

Unter den Gruppen vom Lie-Typ in Charakteristik p haben nur lineare Grup-
pen, klassische Gruppen, Suzuki-Gruppen und Gruppen vom Typ Gs, 2G5 und
3D, eine irreduzible Darstellung von einem Grad < 8. Ist B eine lineare oder
klassische Gruppe, aber keine unitére Gruppe, so haben wir im Beweis von Satz
7.1.3 gesehen, dass BN €g(R) durch p* — 1, $(p* — 1), p* + 1 oder 3(p* + 1) fiir
ein geeignetes k € N teilbar ist. Weil jeder Teiler von |€g(R)| ein g-primitiver
Teiler von ¢'? — 1 ist, ist |B N €g(R)| durch p°® + 1 oder %(p6 + 1) teilbar, aber
damit auch durch p? + 1 oder %(p2 + 1), ein Widerspruch. Ist B eine Gruppe
PSU(p%), so ist k ungerade wie im Beweis zu Satz 7.1.3. Nach [K12], Lemma 2.3
ist der s-Rang von G hochstens 3 fiir jede von p verschiedene Primzahl s. Weil ein
maximal zerfallender Torus von PSUy(p?) isomorph ist zum (k-1)-fachen direkten
Produkt (Z,,,)*", ist k = 3. Wire eine r-Gruppe R in G enthalten in einem
solchen Torus einer Untergruppe von PSUy(p), so wire 3 ein Teiler von Autg(R),
ein Widerspruch. Mit demselben Widerspruch scheiden die Ree-Gruppen und die
Gruppen vom Typ Gy aus. Sei nun B eine Suzukigruppe Sz(p°). Die Einbettung
von B in G bildet eine Borel-Gruppe von B ab auf eine p-lokale Untergruppe
von G und damit eine zyklische Untergruppe der Ordnung p® — 1 von B in eine
Gruppe der Ordnung ¢° —1 von G. Mit Lemma 2.1, (v) folgt, dass Z,»_; iiber Fys
diagonalisierbar ist, weil b ungerade ist. Es folgt, dass F,s ein Erweiterungskorper
von F ist. Weil ein Teiler von p* + 1 ein g-primitiver Teiler von ¢'? — 1 ist, ist 3
ein Teiler von b. Dann enthélt aber B Elemente, deren Ordnung ein nichttrivialer
Teiler von p*/3 + 1 ist. Ihre Ordnung teilt ¢* — 1 und damit nicht ¢* — ¢% + 1.
Andererseits teilt sie nicht ¢® — 1, weil diese Elemente sonst eine 2-dimensionale
Darstellung iiber F /s hétten, ein Widerspruch. Es bleibt nur der Fall iibrig,
dass B eine Gruppe vom Typ 3D, iiber einem Teilkérper K von F ist. Wie in
[LS] sieht man, dass es dafiir stets nur eine Konjugiertenklasse solcher Gruppen
in G gibt.
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7.3 Gruppen vom Typ Ej

Die Notation aus Kapitel 3.2 wird fortgesetzt. Stets sei F = [, ein endlicher
Korper, ¢ eine Potenz der Primzahl p und G = G(IF) eine einfach-zusammen-
héngende Chevalley-Gruppe vom Typ Ey iiber F.

Es gilt ®15(q) = P,5(q) | |G|. Nach Proposition 6.2.10 gilt fiir jeden Primteiler
r von ®15(¢q) und jede nichttriviale r-Untergruppe R von G, dass €g(R) ein
zyklischer, maximaler Torus der Ordnung ®3(q)®12(¢) und Autg(R) = Zqo ist.

Lemma 7.3.1 Sei U eine Untergruppe von G mit (|U|, ®12(q)) # 1 und seir ein
Primteiler von (|U|, ®12(q)).

1203(@®12(0) 4.

Dann ist Ng(U) /U eine metazyklische Gruppe, deren Ordnung
Beweis: Der Beweis ist vollig analog zum Beweis von 7.1.1.

Vor den Struktursétzen iiber Untergruppen von G, deren Ordnung durch einen
g-primitiven Teiler von ¢'? —1 teilbar ist, schicken wir zuniichst fiir den Beweis
benétigte Ergebnisse voraus.

Lemma 7.3.2 EnthdltF eine primitive dritte Einheitswurzel, so gibt es in G drei
Konjugiertenklassen von elementarabelschen Gruppen der Ordnung 9, die Z(G)
enthalten. Vertreter dieser Klassen sind die folgenden Gruppen U; (1 <i < 3):
Uy hat die Eigenriume < x; |1 <i<6>, <z |[1<i<6>und < z;; |
1<i<j3<6 >,

U, hat die Eigenrdume < xi, T4, x4, Ty, T, T12, T13, T14, T15 >, < Tg, T2, T3, Tq, Ts,
Tag, T36, Tag, Tse > UNd < T1ig, T, T, Tag, Taa, Ta5, T34, T35, Ta5 >, Und

Us hat als Figenrdume die Teilrdume einer 3-Zerleqgung von V.

Beweis: ([As6], (8.2)).

Lemma 7.3.3 Sei A < G eine abelsche Gruppe mit dem Exponenten e, V ein
halbeinfacher A-Modul, und F enthalte eine primitive e-te Einheitswurzel. Sei M
die Menge aller Paare (P,U), so dass U < 'V konjugiert ist zu
<z Tig| 1 <1< 5> und P ein singuldrer Punkt ist, der nicht in U© liegt.

(i) Ist e # 3, so stabilisiert A einen brillanten Punkt.

(i) Stabilisiert A einen brillanten Punkt, so stabilisiert A auch ein Element

(P,U) € M.

(1ii) Stabilisiert A ein Element (P,U) € M, so ist A? enthalten in einer Cartan-
Untergruppe von G.
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Beweis: Es gilt V = €,., Vi fiir eine Teilmenge A von Hom(A,F). Ist e # 3,
so enthilt A ein nicht-triviales Element g, dessen Ordnung zu 3 teilerfremd ist.
Induziere g auf V), die Skalarmultiplikation mit ;¢ # 1, und sei 0 # v € V). Aus
T(v) = T(v9) = T(uw) = p3T(v) folgt T'(v) = 0, und damit ist < v > brillant.
Teil (ii) wird bewiesen wie in [As6] im Beweis zu (6.3.1). Aussage (iii) ist [As6],
(6.3.2).

Proposition 7.3.1 Gibt es in F eine primitive dritte Einheitswurzel, so gilt:

(i) Es gibt in G genau eine Konjugiertenklasse von elementarabelschen Un-
tergruppen der Ordnung 81, deren homogene Komponenten in V  dunkle
Punkte sind. Ist A eine solche Gruppe, so gilt €o(A) = A und Ng(A) JA =
ASL3(3). Diese Erweiterung von A ist nicht-zerfallend, aber zu O3(Mg(A))

existiert ein Komplement in N (A).

(ii) Definiert man auf der Menge der Eigenrdume von A eine Geradenmenge
bestehend aus allen Tripeln von Punkten P; =< v; >, (1 < i < 3) mit
f(v1,v9,v3) # 0, so erhilt man eine zu AGs(3) isomorphe Geometrie, auf
der Mg (A) /A kanonisch wirkt.

(i1i) Die auflosbaren Untergruppen von Ng(A), die eine nicht normale Unter-
gruppe der Ordnung 13 enthalten, sind je eine Konjugiertenklasse von zer-
fallenden Erweiterungen von O3(Ma(A)), A oder einer elementarabelschen
Untergruppe von A der Ordnung 27 mit einer zyklischen Gruppe der Ord-
nung 13 oder einer Frobenius-Gruppe der Ordnung 39.

(iv) Die nicht auflésbaren Untergruppen von Ng(A), sind je eine Konjugier-
tenklasse von Komplementen zu O3(MNg(A)) in Ng(A), von zerfallenden
Erweiterungen von A oder einer elementarabelschen Untergruppe von A
der Ordnung 27 mit einem solchen Komplement und Ng(A) selbst.

Beweis: Bis auf die Aussagen iiber die Existenz von Komplementen ist Teil (i)
gerade [As6], (8.3.2). Dabei ist Mg(A) /A der Zentralisator von Z(G) in SL(A)
und wirkt transitiv auf den 27 Eigenrdumen von A. Ist P ein solcher Eigenraum,
so ist €4(P) eine Gruppe der Ordnung 27, die Z(G) nicht enthilt. Man erhilt so
eine Bijektion zwischen den Hyperebenen von A, die Z(G) nicht enthalten, und
den Eigenrdumen von A. Die Geometrie, deren Punkte die Hyperebenen von A
sind, die Z(G) nicht enthalten, deren Geraden die Untergruppen der Ordnung 9
von A sind, die Z (@) nicht enthalten, und in der Inzidenz durch Inklusion definiert
ist, ist ein affiner Raum der Ordnung 3 auf dem 915 (A) /A kanonisch wirkt. Es
bleibt fiir (i) nur zu zeigen, dass fiir Eigenrdume P; =<v; > mit 1 < ¢ < 3 genau
dann f(vy,ve,v3) # 0 gilt, wenn €4 (P)NC4(P,) < €4(P3) gilt. Die eine Richtung
ist trivial. Umgekehrt ist jede elementarabelsche Untergruppe von A der Ordnung
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9, die Z(G) nicht enthilt, in genau 3 Hyperebenen in A enthalten, die Z(G) nicht
enthalten. Es folgt, dass €4(P;)NE€4(FP2) genau 3 Eigenrdume von A zentralisiert.
Die Abbildung x — f(v1,vq, x) definiert ein Element des Dualraumes von V.
Dieses ist nichttrivial, weil v; nach Proposition 3.2.5 konjugiert ist zu x14+x25+x36
und V' damit ein nichtausgearteter @Q,,-Raum ist. Aus f(vy, vs, ) # 0 fiir einen
Eigenvektor z von A folgt €4(P1) N €a(Ps) < €4(x) und damit (ii).

Der Zentralisator eines Eigenraumes P von A in Mg(A) ist eine Erweite-
rung einer elementarabelschen Gruppe U der Ordnung 27 mit einer zu SL(U)
isomorphen Gruppe. Ein Element in GL(V'), das P zentralisiert und die von P
verschiedenen Punkte jeder Geraden durch P in der in (ii) definierten Geome-
trie vertauscht, wirkt wie ein Erzeugendes von Z(GL(U)) auf U. Damit 148t sich
Cyga)(P) in eine Erweiterung von U mit GL(U) einbetten, die nach Lemma 1.2
zerfallt. Demnach gibt es zu O3(Mg(A)) ein Komplement in Mg (A). Ein Kom-
plement K zu A in Mg (A) wire eine Erweiterung von Os(K) mit SL(O3(K)).
Demnach wiirde SL(O3(K)) kanonisch auf den Eigenrdumen von O3(K') wirken.
Damit wire O3(K) konjugiert zu einer Untergruppe von A. Das Komplement zu
O3(K) in K wiirde nach [At] und [AtB] irreduzibel auf einer Hyperebene von
V' wirken und P zentralisieren. Weil O3(K) transitiv auf den Eigenrdumen von
A wirken wiirde, wire P kein Eigenraum von O3(K). Es folgt der Widerspruch,
dass €y (O3(K)) von K nicht normalisiert wiirde.

Um (iii) und (iv) zu beweisen, geniigt es, die Wirkung von 95 (A) auf A zu
beachten und zu beobachten, dass alle echten Untergruppen von SL3(3) auflosbar
sind und echte Untergruppen, deren Ordnung durch 13 teilbar ist, in Frobenius-
Gruppen der Ordnung 39 enthalten sind.

Proposition 7.3.2 Gibt es in F keine primitive dritte Einheitswurzel und ist
char(IF) # 3, so gilt:

(i) Es gibt in G genau eine Konjugiertenklasse von elementarabelschen Un-
tergruppen der Ordnung 27, die einen dunklen Punkt zentralisieren und
deren andere homogenen Komponenten 2-dimensional sind. Ist A eine sol-
che Gruppe, so gilt €g(A) = A und Ng(A) JA = SL3(3). Die Erweiterung
zerfallt.

(i) Die auflosbaren Untergruppen von Ng(A), die eine nicht normale Unter-
gruppe der Ordnung 13 enthalten, sind je eine Konjugiertenklasse von Er-
weiterungen von A mit einer zyklischen Untergruppe der Ordnung 13 oder
einer Frobenius-Gruppe der Ordnung 39.

(#ii) Die einzige nicht aufiosbare Untergruppe von Ng(A) ist Ng(A) selbst.

Beweis: Wir betten G = G(IF;) kanonisch in G(F,2) ein. Der Kérper Fp be-
sitzt primitive dritte Einheitswurzeln. Ist A eine Gruppe wie in (i), so ist A
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als Untergruppe von G(F,2) diagonalisierbar und hat eindimensionale homoge-
ne Komponenten. Wire einer dieser Eigenrdume von A iiber Fg . brillant, so
wire A nach Lemma 7.3.3 in einer Cartan-Gruppe von G(F,2) enthalten. Dann
wiren alle homogenen Komponenten von A iiber F 2 erzeugt von singuléren Vek-
toren im Widerspruch dazu, dass €y (A) ein dunkler Punkt ist. Demnach ist
<A,Z(G(F,2))> eine elementarabelsche Gruppe der Ordnung 81 wie in Proposi-
tion 7.3.1. Es folgt €;(A) = A, dass Mg (A) /A isomorph ist zu einer Untergruppe
von SL3(3) und dass die Erweiterung zerfillt. Dass es Gruppen wie in (i) gibt,
dass Mg (A) /A = SL3(3) gilt und alle diese Gruppen in G konjugiert sind, wird
bewiesen in [CLSS], Lemma 2.10.
Teil (ii) und (iii) folgen mit Proposition 7.3.1.

Lemma 7.3.4 Ist v ein g-primitiver Teiler von q'2 — 1, R eine nichttriviale
r-Untergruppe von G und W ein R-Untermodul von V', auf dem R nicht trivial
wirkt, so wirkt Ng(W) treu auf W.

Beweis: Sei k ein algebraischer Abschluss von F und G = G(IF) kanonisch ein-
gebettet in G(k). Es gilt sogar, dass Mg )(W¥) treu auf W* wirkt. Wie im
Beweis zu Proposition 6.2.10 seien W =< zy, %9, 23, T4, T16, T12, Ty, Ts, Tg, T},
T34, 245 > und Wy =< x5, 15, Tag, T13, Ty, Ta3, Th, Taa, L35, La6, Tg, Ls6 > Mit irre-
duziblen R-Untermoduln W; und W5 von V. Es geniigt, die Behauptung fiir
dim (W) = 12 zu zeigen.

Seien zunéchst Wy und Ws nicht isomorphe R-Moduln. Es geniigt zu zeigen,
dass die Behauptung fiir W = W, und W = W, gilt. Sei g € G(k) und wirke g tri-
vial auf W Dann ist Py = z2A N zsA Nzt A N oxgA
g-invariant. Anwendung der Permutation wy aus Lemma 6.2.3 zeigt, dass auch Py
und Psg g-invariant sind. Aus f(z14, 21, %)) = f(xa5, T2, %) = f(x36, 23, 25) = 1
folgt, dass g den Unterraum Wy := (€y(R))* zentralisiert. Auerdem sind P we-
gen Ps = 21 ANz ANz3 ANz ANz A und x5 wegen f(xa, a5, x5) # 0 g-invariant.
Unter Anwendung von wyq folgt ¢ = 1. Fiir W = W, argumentiert man analog
mit P14 = $5A N I’éA N $15A N $Q4A und P1 = JZ’Q4A N QZ’35A N I46A N JfﬁA N JfQGA.

Seien nun W; und W; isomorphe R-Moduln. In den Zyklen (zq222304%16712
T, Tk, T, T, Tag, Ta5) Und (T5215T26T13T5T23L5, Taa, T35, Tas, L6, Lse) VOL Wy liegen
je 4 Elemente nicht in 2144, die unter wg permutiert werden. In G(k) sind die
nichttrivialen homogenen R-Komponenten hyperbolische Geraden. Davon liegen
also mindestens 4 in z14A, etwa {<v¥0, w* >} mit v € 77, w € 5" und
i € {0,3,6,9}. Seien 21, 2y, 23, 24 Vektoren, die W* mit diesen 4 hyperbolischen
Geraden gemeinsam hat. Weil 20 fiir jedes = € X \ {#14, w25, T35} micht in zA
liegt, folgt mit Lemma 3.2.2 (N;c;cy 2D = [N1cscs V0N N[ jcjeq w0 A, Mit
den Bezeichnungen Uy =< :Eg,x_lg_,xg,xM > Uy =< x3,$12,:1:g,?1:45 >, Uy =
<Ts5, 13, Ty, Tae > Und Uye =< 15, T4, To4, Te > ist demnach einer der Unterrdume
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UHA N UglA =< T14,T36 >, UnA N ngA =< T4 >, UlgA N UglA =< T4 >

oder UjpA N UpA =< x4, 295 > g-invariant. Wie oben folgt g € €5 (W) unter

Anwendung von wg und der Betrachtung aller entstehenden Durchschnitte.
Damit ist W := ZosA N x36A =< 21, 74, T, XY, Tas, Tse, Tag, T35 > g-invariant.

Sind nun z,y singuldre Punkte, ist < z,y > eine g-homogene Komponente und

x + Ay fiir A € F* g-invariant, so ist auch (x + Ay)A N W=<z,y>ANW

g-invariant.

Ist < =x;,zy5 > eine g-homogene Komponente, so ist < x; > =

WN <y, 296> AN <zi,xe> A g-invariant.

Ist < =x,z43 > eine g-homogene Komponente, so ist < =z > =

W N <3, 293> AN <Tys, Tog> A g-invariant.

Ist < 7,24 > eine g¢g-homogene Komponente, so ist < z; > =

W N <Zo,To3> AN <Ty, Tog> A g-invariant.

Ist < xz,2, > eine g-homogene Komponente, so ist < z; > =

W N <xg, Tog > AN < T4, Ty > A g—invariant.

Anwendung von wy zeigt, dass in jeder g-homogenen Komponente 2 verschiedene

1-dimensionale Unterrdume invariant bleiben, von denen einer singulér ist. Damit

bleibt auch der andere singulére Punkt darin und damit alle <z > mit x € X

invariant. Mit Hilfe von f sieht man nun, dass g = 1 gilt.

Satz 7.3.1 Sei U eine auflosbare Untergruppe von G mit (|U|, ®12(q)) # 1. Sei
r ein Primteiler von (|U|, ®12(q)) und R eine r-Untergruppe von G.

Ist R nicht normal in U, so gilt:

(i) Es ist |R| = 13 und char(F) # 3.

(ii) Enthilt F eine primitive dritte Finheitswurzel, so ist U eine der Gruppen
aus Proposition 7.3.1

(1ii) Enthilt F keine primitive dritte Einheitswurzel, so ist U eine der Gruppen
aus Proposition 7.3.2

Beweis: Jeder R-Untermodul, der singuldre Punkte enthélt, ist ein treuer
R-Modul und nach Lemma 7.3.4 auch ein treuer U-Modul. Weil €y (O,(U)) ein
U-Untermodul von V ist, der singulére Punkte enthélt, gilt O,(U) = 1.

Wir zeigen zunéchst, dass U treu und irreduzibel auf einem Untermodul von
V' wirkt. Nach Lemma 7.3.4 gébe es sonst nur irreduzible Untermoduln, auf de-
nen R trivial wirkt. Weil es fiir Mg (Wy) mit Wy = €y (R) ein Komplement zu
Wy in V gibt, wire die Dimension des Sockels Soc(V') des U-Moduls V' hochstens
2. Sei nun M ein minimaler Normalteiler von U. Weil M eine p’-Gruppe ist, ist
V' ein vollstdndig reduzibler M-Modul. Sei V; eine homogene M-Komponente in
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V. Wire Vi N Soc(V) = {0}, so wire auch @,epVi* N Soc(V) = {0} im Wider-
spruch dazu, dass @,cpyV;" ein U-Untermodul von V ist, der einen irreduziblen
U-Untermodul von V' enthélt. Also hat jede homogene Komponente von M nicht-
trivialen Schnitt mit Soc(V'). Wire Soc(V') zweidimensional, so wire Soc(V') kein
irreduzibler M-Modul, sonst wére V' ein homogener M-Modul mit irreduziblen
M-Moduln der Dimension zwei im Widerspruch dazu, dass die Dimension von V'
ungerade ist. Also ist M diagonalisierbar und besitzt hochstens zwei homogene
Komponenten. Sei m € M. Dann ist m in einem maximalen Torus von G* enthal-
ten und besitzt iiber k hochstens zwei verschiedene Eigenwerte. Diese Eigenwerte
sind dritte Einheitswurzeln, weil alle von 0 verschiedenen Vektoren in Soc(V)
dunkel sind. Angenommen m besitzt 2 verschiedene Eigenwerte A und p iiber k.
Weil G zusammenhéngend ist, existieren Eigenvektoren vy, ve, v3 von m iiber k
mit f(vy,va,v3) # 0 und v{™ = vy, vg" = Avg und vy" = pws bei entsprechender
Bezeichnung der beiden Eigenwerte. Es folgt der Widerspruch 1 = \* = \?u. Also
ist V' ein homogener m-Modul. Es folgt M = Z(G). Ist N das Urbild eines mi-
nimalen Normalteilers von U/M in U, so ist auch N eine p’-Gruppe. Wiederholt
man dasselbe Argument mit N statt M, so folgt ein Widerspruch.

Sei nun W ein treuer, irreduzibler U-Untermodul von V und A ein maxima-
ler abelscher Normalteiler von U. Ist W kein homogener A-Modul, so definieren
die homogenen Komponenten von A in W eine direkte Zerlegung von W. Auf
W wirkt U also imprimitiv. Sei K < U die Menge aller Elemente in U, die alle
homogenen Komponenten von A stabilisieren. Es gilt (®15(q),|K|) = 1, sonst
wéren die homogenen Komponenten von A zwei treue irreduzible Untermoduln
einer nichttrivialen Untergruppe von R. Weil 12 keine Potenz von 2 ist, folgt
mit Satz 4.1, dass jede r-Gruppe in K normal ist in K und wegen [U : K| = 2
auch jede r-Gruppe in U normal in U. Also wirkt R treu auf den homogenen
Komponenten von A. Es folgt » < 27 und damit r = 13.

Sei A zuniichst iiber F diagonalisierbar. Sei R < Z(R) eine Untergruppe von R
der Ordnung 13. Dann stabilisiert R einen Gewichtsraum von A, der ein dunkler
Punkt ist, und wirkt fixpunktfrei auf den iibrigen Gewichtsriumen, weil ¢y (R)
ein dreidimensionaler dunkler Unterraum von V' ist. Wére einer der irreduziblen
A-Untermoduln von V brillant, so wiire A% nach Lemma 7.3.3 enthalten in einer
Cartan-Untergruppe von G, d.h. alle Komponenten von A? wiren erzeugt von
singuliren Punkten und zugleich Summen von Komponenten von A. Sei W der
unter R invariante Gewichtsraum von A. Die homogene A2-Komponente W, die
W enthilt, ist also echt grofer als W, R-invariant, und damit folgt, dass (R, A?]
auf W trivial wirkt. Nach Lemma 7.3.4 ist [R, A%] = 1 und damit A2 < Z(Q),
weil Z(G) die grofite diagonalisierbare Untergruppe von €g(R) ist. Weil A? eine
3-Gruppe ist und R nichttrivial auf A wirkt, existiert nach dem Satz von Schur-
Zassenhaus ein Komplement C' zu A? in A, das eine elementarabelsche 2-Gruppe
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ist, auf der R nichttrivial wirkt. Nach Lemma 7.3.3 konnen wir annehmen, dass
C den Punkt Qg und den Raum Ujg :=< x;, 246 |1 < i < 5> stabilisiert. Wirkt
g € C trivial auf Uy, so gilt auch (z5)? = zf, weil g die Form f erhélt. Sei
M = (BN Up) U {zz}. Dann ist <v >= (M NvA)A fir alle v € B. Also
gilt g € Ng(B). Mit den Bezeichnungen aus Kapitel 3.2 und der Beschreibung
von Ty dort ist ¢ = I(a) fiir ein @ € F mit o> = 1. Demnach besitzt C eine
Untergruppe C vom Index 1,2 oder 4, die treu auf Ujp wirkt und zg und damit
auch die von zj induzierte orthogonale Form auf Uy invariant ldsst. Wiren zwei
Gewichtsrdume V) und V), von C in Uy beziiglich dieser Form zueinander nicht
orthogonal, so existierten v € V\,w € V, und ¢ € C mit v* = v und w° =
—w im Widerspruch zu f(z,v,w) # 0. Es folgt |C| < 2* und |C] < 2°. Nun
teilt 13 nicht die Ordnung von Aut(C), d.h. R zentralisiert C. Es folgt C' = 1
und der Widerspruch A < Z(G). Also sind alle Gewichtsrdume von A dunkel.
Es folgt, dass A eine elementarabelsche 3-Gruppe ist und F wegen A # 1 eine
primitive dritte Einheitswurzel enthéilt. K ist eine elementarabelsche 3-Gruppe,
die A und Z(G) enthélt. Ihre Ordnung ist wegen 13|Auty (A) und weil Z(G) von
R zentralisiert wird durch 81 teilbar. Nach Proposition 7.3.1 ist U eine der dort
beschriebenen Gruppen.

Sei nun A tiber F nicht diagonalisierbar. Wieder stabilisiert R einen Gewichts-
raum von A, der ein dunkler Punkt ist, und wirkt regulér auf den iibrigen, zwei-
dimensionalen Komponenten von A, weil € (R) ein dreidimensionaler, dunkler
Unterraum von V ist. Weil A abelsch ist und irreduzibel auf jeder zweidimen-
sionalen Komponente wirkt, induziert A dort je eine zyklische Gruppe, deren
Ordnung ¢+ 1 teilt. Nach Einbettung von G(F) in G(F?) ist A also diagonalisier-
bar und demnach in G(F?) eine der Gruppen aus Proposition 7.3.1. Demnach ist
A eine elementarabelsche Gruppe der Ordnung 27 und U eine der Gruppen aus
Proposition 7.3.2.

Es bleibt iibrig, den Fall zu betrachten, dass der treue, irreduzible A-Modul
W ein homogener A-Modul ist. Insbesondere ist A dann zyklisch. Wegen p = 12
ist W die direkte Summe von isomorphen irreduziblen A-Moduln der Dimension
t < 12. Nach Lemma 6.2.1 ist Autg(A) eine zyklische Gruppe, deren Ordnung
t teilt. Demnach wird A von R zentralisiert. Insbesondere ist €y (A) # A und
aufgrund der Maximalitit von A nicht abelsch. Nach Lemma 1.1 ist ein minimaler
nichtabelscher Normalteiler N von U in € (A) eine s-Gruppe vom symplektischen
Typ mit Exponent s(2,s) fiir eine Primzahl s mit Z(N) < A < €y (R). Jeder
Primteiler von €5 (R) ist ein g-primitiver Teiler von ¢'? — 1, ¢*> — 1 oder gleich 3.
Weil s-Gruppen fiir g-primitive Teiler von ¢'? — 1 zyklisch sind, ist s ein Teiler
von ®3(q). Wire s ein g-primitiver Teiler von ¢ — 1, so hitte die Gruppe N der
Ordnung s'*2* nach Proposition 1.2 nur treue irreduzible Darstellungen vom Grad
3s*. Es folgt s* < 9 und s* = 7 wegen s = 1(mod3). Es folgt ein Widerspruch,
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weil | R| nicht die Ordnung |Sps(7)| = 6-7-8 von Aut(N) teilt. Folglich besitzt F
eine primitive dritte Einheitswurzel, und N ist eine 3-Gruppe der Ordnung 3!*2*
mit 3* < 27. Auflerdem teilt |R| die Ordnung von Aut(N) = Spo(3). Es folgt
|R| = 13 und k = 3. Es bleibt zu zeigen, dass G keine extraspezielle Gruppe der
Ordnung 3¢ mit Exponent 3 enthilt.

Angenommen G enthilt eine extraspezielle Gruppe N der Ordnung 3'*¢ mit
Exponent 3. Nach Proposition 1.2 besitzt F eine primitive dritte Einheitswurzel.
Nach Proposition 1.3 und mit dem Witt’schen Lemma sind alle Untergruppen von
N der Ordnung 9, die Z(G) enthalten, in GL(V') konjugiert. Nach Proposition 1.2
haben die Gewichtsrdume aller solcher Gruppen die Dimension 9. Es folgt, dass
alle diese Gruppen zu U, oder zu Us nach Lemma 7.3.2 konjugiert sind. Ebenfalls
aus Proposition 1.2 folgt, dass €y (K) fiir jede solche Untergruppe K irreduzibel
auf jedem der Gewichtsriume von K wirkt. Jedes Element in €4 (Us) stabilisiert
<y > als den einzigen singuldren Punkt <v > im ihn enthaltenden Eigenraum
W mit vANW =<wv>. Demnach ist K konjugiert zu Us, d.h. die Gewichtsrdume
A1, Ay, A3 von K bilden eine 3-Zerlegung von V. Seien 0.B.d.A. Ay, Ay, A3 die
Unterrdume aus Proposition 3.2.8 und K =<g, Z(G)>. Dann existiert in N ein
Element h, so dass H =< g, h > eine extraspezielle Gruppe der Ordnung 27 ist.
Dabei permutiert i die Gewichtsriume von K, etwa Al = A, und A% = A;. In
der Notation von Proposition 3.2.8 gilt dann auch MJ' = M, und M} = M;. Es
ist Q:G(K) = M()TO mit MO S] M()TO und [M()TO : Mo] = 3. Der Zentralisator in MO
von H enthilt Z(G) und M := {mm"m"* | m € M,}. Weil {(mm"m"”) |m € M}
den Kern der kanonischen Surjektion (M; x My x Ms) — My My M; enthilt, gilt
M = PSL3(F). Weil F eine primitive dritte Einheitswurzel enthilt, ist eine 3-
Sylowgruppe von M elementarabelsch. Sei nun mimayms € €y, (H). Dann liegt
(mimams) ™ (mymhm!”) = (m7 mP)(mz 'mP*) in MyMs, wobei my == my'm! €
M, trivial auf Ay und treu auf Az und ms = mglm}f2 € Ms trivial auf Az und
treu auf A, wirkt. Aulerdem ist mqoms = mgmg Die Wirkung dieses Elements
auf M3 wird beschrieben durch my ® I und zugleich durch I ® mgh beziiglich
derselben Basis des Tensorproduktmoduls fiir M; @ M,. Es folgt, dass ms und
mg skalare Multiplikationen etwa mit Ay und A3 sind. Damit induzieren moms
auf A; skalare Multiplikation mit A, I\;, auf Ay mit Ay Lund auf A; mit \y. Alle
diese Skalare sind gleich, und damit gilt A3 = A\;', A3 = 1 und mgms € Z(G).
Es folgt €y, (H) = Z(G) x M mit einer elementarabelschen 3-Sylowgruppe. Es
folgt der Widerspruch, dass €y (H) eine elementarabelsche Gruppe enthélt, deren
Index in N hochstens 3 ist.
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Korollar 7.3.1 Seir eine Primzahl, die ®15(q) teilt, U eine Untergruppe von G
und R eine r-Gruppe, die in Ng(U) liegt, aber nicht in U.

Ist [R,U] # 1, so ist char(F) # 3 und |R| = 13.

Enthalt F eine primitive dritte Einheitswurzel, so ist U eine der Gruppen
O3(Me(A)), A oder eine elementarabelsche Untergruppe von A der Ordnung 27
mit A wie in Proposition 7.3.1.

Enthdlt F keine primitive dritte Einheitswurzel, so ist U = A fiir eine Gruppe A
wie in Proposition 7.3.2.

Beweis: Sei s ein Primteiler von |U|. Zunéchst zeigt man wie in [Hel], Satz 2 bzw.
Korollar 7.1.1, dass R eine s-Sylowgruppe S von U normalisiert. Sei nun S eine
s-Sylowgruppe von U, die von R normalisiert wird. Dann ist SR eine auflosbare
Untergruppe von G, deren Ordnung durch einen g-primitiven Teiler von ¢'2 — 1
teilbar ist. Nach Satz 7.3.1 ist SR abelsch oder s = 3. Insbesondere ist U das
Produkt der zyklischen Untergruppe €y (R) und einer 2-Gruppe und nach dem
Satz von Kegel und Wielandt ([Ke]) auflosbar. Ist nun [R, U] # 1, so ist UR eine
auflosbare Gruppe, in der R nicht normal ist. Die Behauptung folgt nun mit Satz
7.3.1.

Satz 7.3.2 Sei U eine nicht auflésbare Untergruppe von G mit (|U|, P12(q)) # 1.
Sei r eine Primzahl, die (|U|,®12(q)) teilt, R eine r-Sylowgruppe von U und S
der normale Abschluss von R in U. Weiterhin sei Ty die Untergruppe von €g(R)
der Ordnung ¢*> + ¢+ 1 und W := €y (R). Ist dann A der mazimale auflésbare
Normalteiler von U und B/A ein nicht auflosbarer, minimaler Normalteiler von
U/A, so gilt:

(i) U/B ist isomorph zu einem homomorphen Bild der Erweiterung von Ty mit

einer zyklischen Gruppe der Ordnung 12 in Ng(R).

(ii)) B/A ist eine einfache nichtabelsche Gruppe, und es gilt (|U|, ®12(q)) =
(I1B/A], @12(q))-

(iii) Es ist A = F(U), A = O3(U) eine 3-Gruppe der Ordnung 3, 3* oder 37
wie in Proposition 7.3.1, (iv) oder Proposition 7.3.2, (iii) fir A # Z(B)
und A <T fir A= Z(B).

() Ist A+ Z(B), so ist (U], ®12(q)) = |R| = 13, char(F) # 3 und U eine der
Gruppen aus Proposition 7.3.1, (iv) oder Proposition 7.5.2, (iii).

(v) Ist A= Z(B) =1, soist B =S einfach und U isomorph zu einer Unter-
gruppe von Aut(B).

(vi) Ist A = Z(B) = Z(G) = Zs, so ist B' = S quasicinfach, F(U) =
A, E(U) = B' und F*(U) = B.
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(vii) Ist A = Z(B) £ Z(G), so ist U enthalten in MNg(W), dem Produkt
Ne(R) - €a(W) und B in Ty - €g(W). Dabei ist Eg(W) = 3Dy(F),
Ne(W) : T1-Ca(W)] =3 und Ty -Co(W) = Ty x €q(W). Es ist B' = S qua-
sieinfach, F(U) = A, E(U) = B' und F*(U) = B. Alle hier auftretenden
Fille lassen sich direkt aus Satz 7.2.2 ablesen.

Beweis: Der Beweis ist analog zum Beweis von Satz 7.1.2, nur verwendet man
Lemma 7.3.1, Korollar 7.3.1 und Satz 7.3.1 statt Lemma 7.1.1, Korollar 7.1.1
und Satz 7.1.1.

Die Aussagen in (iii) fiir den Fall A # Z(B) folgen aus der Struktur der
Gruppen in Proposition 7.3.1, (iv) und Proposition 7.3.2, (iii). Die Aussage in
(vii) folgt, daraus, dass V¥ als T}-Modul zerfillt in die direkte Summe von W¥
und [V, R]%. Im Beweis zu Proposition 6.2.10, (iv) hatten wir gesehen, dass die
Eigenwerte jeden Elementes g in T}, das nicht in Z(G) liegt, in W* verschieden
sind von denen in [V, R]¥. Folglich ist U < Mg(g) < Ng(W). Die Aussagen iiber
die Struktur von Mg (W) folgen aus Proposition 3.2.7.

Satz 7.3.3 Sei U eine nicht auflosbare Untergruppe von G mit (|U|, P12(q)) # 1.
Dann gilt einer der folgenden Fille:

(i) U=G.

(ii) Es ist €¢(€y(R)) < U < Ne(€y(R)) mit €q(€y(R)) = 3Dy(q) fiir einen

Primteiler r von ®15(q) und eine r-Sylowgruppe R von G.

(i1i) Esist B' = Fy(q) der Zentralisator eines dunklen Punktes in V. Es gibt in
G genau (¢ — 1,3) Konjugiertenklassen solcher Untergruppen.

(iv) Es ist B' = ?Fy(q)" enthalten in einer Gruppe wie in (i) und q¢ = 2°™*1
fiir geeignetes m € N.

(v) Es ist char(F) = 2, und B' = 3Dy4(q) zentralisiert einen dunklen Punkt Q,
wirkt irreduzibel auf einer Hyperebene in V' und ist konjugiert unter einem
dufleren Automorphismus von €5(Q) = Fy(q) 2u €q(€y(R)), einer Gruppe
wie in (ii).

(vi) Fir einen Teilkérper K von F mit ([F: K], 12) = 1 ist U = G(K) oder
eine Untergruppe wie in (i), (iii), (iv) oder (v) von G(K).

(vii) Es ist (U], ®12(q)) = 13 und U eine der Gruppen aus Satz 7.3.2, (iv).
(viii) Es ist char(F) # 5, (|U|,®12(q)) = 13 und B’ = PSLy(25). B’ zentrali-
siert einen dunklen Punkt und wirkt irreduzibel auf einer Hyperebene von

V. Solche Gruppen existieren als Untergruppen von 2Fy(2)" immer, wenn
char(F) = 2 gilt oder F eine primitive vierte Finheitswurzel enthdlt.
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Es ist char(F) # 3, (|U|, ®12(q)) = 13 und B’ = SL3(3). Dabei zentralisiert
B’ einen dunklen Punkt und wirkt irreduzibel auf einer Hyperebene von V
und ist enthalten in einer der Gruppen aus (vii). oder wirkt fir char(F) # 2
irreduzibel auf V. In Fy(q) existieren solche Gruppen, wenn char(F) # 3
gilt. Irreduzible Beispiele existieren in 2Fy(2), wenn F eine primitive vierte
Einheitswurzel enthdlt.

Es ist char(F) = 2, (|U|, ®12(q)) = 13, und B" = PSL4(3) zentralisiert einen
dunklen Punkt und wirkt irreduzibel auf einer Hypereben von V. G enthdlt
genau eine Konjugiertenklasse solcher Untergruppen.

Es ist char(F) # 2, und F enthdlt eine primitive vierte Einheitswurzel. Es
gilt (|U|, ®12(q)) = 13, und B’ = 2Fy(2)" wirkt irreduzibel auf V. G enthiilt

a2

genau zwei Konjugiertenklassen solcher Gruppen, und es ist Mg(B') =
2Fy(2) x Z(QG).

Es ist char(F) # 2, (|U|, ®12(q)) = 13, und B’ = 3D4(2) zentralisiert einen
dunklen Punkt und wirkt irreduzibel auf einer Hyperebene von V.

Es ist char(F) # 3, (U], ®12(q)) = 13, und B' = PSLy(27) zentralisiert
einen dunklen Punkt und wirkt irreduzibel auf einer Hyperebene von V' oder
auf zwei Untermoduln von V' der Dimension 15.

Es ist char(F) # 3, (|U|, ®12(q)) = 13 und B’ = PSLy(13). Der B'-Modul V
zerfallt in die direkte Summe irreduzibler Moduln der Dimension 1,12 und
14 oder fiir char(F) ¢ {2, 7} in die direkte Summe irreduzibler Untermoduln
der Dimension 13 und 14. Genau dann enthdlt G solche Gruppen mit einer
Zerlequng wie im ersten Fall, wenn F eine Wurzel von X3 + X% —2X —1
enthdlt und wie im zweiten Fall, wenn —91 ein Quadrat ist in IF.

Bemerkungen:

(i)
(i)

13 ist genau dann ein Teiler von ®15(q), wenn gilt: ¢ = a (mod13) mit
a€{2,6,7,11}.

Wo in den oben angegebenen Fillen keine Ezistenzaussagen gemacht wer-
den, bleibt diese offen. Unter diesen Fllen findet sich eine Reihe von Grup-
pen, deren Existenz auch M. Aschbacher in [As8] offen lift. Die Erxistenz-
aussagen in den Fdillen (vii) bis (xiv) setzen voraus, dass 13 ein Teiler von
(I)lg(q) 15t.

(iii) Nach dem Schur’schen Lemma ist offenbar in allen oben genannten Fillen,

aufler im Fall (ii), B € {B', B'Z(G)}.

Beweis: Die Notation aus Satz 7.3.2 wird fortgesetzt. Daneben fithren wir folgende
Notation ein: Fiir die Primzahlpotenz ¢ = p* und n € N mit (n,p) = 1 sei
dg(n) := min{m € N|n|¢™ — 1}.
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Nach Satz 7.3.2 haben wir nur den Fall zu betrachten, dass A = Z(B) < Z(G)
ist. Sei zunéchst B/A eine einfache Gruppe vom Lie-Typ in Charakteristik p. Wie
im Beweis von Satz 7.1.3 ist der Zentralisator eines Elementes der Ordnung r mit
7’| q* — ¢ + 1 als zyklische Gruppe eine Gruppe der Ordnung s, wobei s die Form
e(p® + 1) hat fiir € € {1,1/2} und b € N oder die Form (p* — 1)/(a(p® — 1))
fir B/A = PSLi(p®) oder die Form (p** + 1)/(a(p® + 1))) fir B/A = PSUk(p"),
jeweils mit b, k € N und einem Teiler « von (k,p® — 1) bzw. (k,p* + 1).

Sei zunéchst s = e(p® —1). Dann ist d,(s) = b. Nach Lemma 2.1 ist 12 = ﬁ,

insbesondere ist b gerade. Nun hat s einen Teiler der Form § = ¢(p®? — 1) mit
d,(5) = (bl}/Tza) = 6. Es folgt ein Widerspruch, weil jeder Teiler der Ordnung von
€¢(R), der kein g-primitiver Teiler von ¢'? — 1 ist, ein Teiler von ¢ — 1 ist. Fiir

s = (p** —1)/(a(p® — 1)) argumentiert man genau so mit 12 = (bZ—’fa), wenn k # 2

gilt. Im Fall £ = 2 ist aber s = é(pb + 1), und wir befinden uns in einem der
im Folgenden ausgeschlossenen Félle. Ist s = e(p® + 1), so ist d,(s) = 2b und

12 = %; insbesondere ist 3 ein Teiler von b. Nun hat s einen Teiler der Form
§ = e(p®® 4+ 1) mit d,(3) = (2%%1) = 4. Wie oben folgt ein Widerspruch. Fiir
s = (p* +1)/(a(p®+1)) argumentiert man genau so mit 12 = %, wenn k # 3
gilt. Im Fall k = 3 ist B/A = PSU;(p’) und s = X(p* — p’ + 1). Insbesondere
enthélt F2, aber nicht F,, einen Kérper der Ordnung p® wegen 12 = %. Nun

zerfallt V' als Modul fiir den Torus der Ordnung %(p% —p® + 1) in zwei irredu-
zible Teilmoduln der Dimension 12 und einen trivialen Modul der Dimension 3,
der eine getwistete spezielle Ebene ist. Weiterhin enthilt B auch einen Torus T
der Form Z; x Z; mit t = é(pb + 1). Es existiert ein g-primitiver Teiler k& von
q* — 1, der t teilt. Aus den Ordnungen von Fg(q) und Sping (¢) folgt, dass fiir
jedes solche k eine k-Sylowgruppe von B im Zentralisator einer speziellen Ebe-
ne enthalten ist, und aus der Darstellung des Zentralisators einer solchen Ebene
nach Proposition 3.2.6 folgt, dass alle weiteren T-Untermoduln von V' die Dimen-
sion 4 haben. Weil jede Gerade in einer speziellen Ebene einen brillanten Punkt
enthélt, folgt, dass B’ irreduzibel auf V' oder auf einer Hyperebene von V' wirkt.
Im ersten Fall ist V ein absolut irreduzibler Modul fiir SU3(p®), weil dim (V') un-
gerade ist und F, nach Proposition 5.4.4 in [KL] einen Zerfallungskorper von
SU;(p®) enthélt. Die Darstellung auf V ist realisierbar iiber einem Teilkérper K
dieses Zerfillungskorpers K, fiir den K eine Kérpererweiterung vom Grad 4 ist.
Nach Proposition 5.4.6 in [KL] ist dim(V') ein Quadrat, ein Widerspruch. Ge-
nau so folgt ein Widerspruch im zweiten Fall, falls die Hyperebene ein absolut
irreduzibler Modul ist. Andernfalls zerfillt die Hyperebene iiber F2 in absolut
irreduzible Moduln der Dimension 13, die iiber F 2 realisierbar sind. Nach [KL],
Proposition 5.4.4 wiren diese Moduln selbstdual. Nach [As9], Theorem 1 gibt es
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aber keine absolut irreduziblen, selbstdualen Moduln der Dimension 13 fiir B’.
Folglich ist B/A keine lineare oder klassische Gruppe in Charakteristik p. Ebenso
ist B/A keine Gruppe vom Typ Gs, weil jeder maximale Torus in Gruppen vom
Typ Go(p®) in einer Untergruppe SL3(p®) oder SU3(p?) enthalten ist. Ist B/A eine
Suzuki-Gruppe Sz(p’), so ist jede maximale zyklische Untergruppe von B’ nach
[HB2|, Satz 3.10 enthalten in einer zyklischen Untergruppe der Ordnung p® — 1
oder p® + 24/p?/2 + 1. Diese werden ausgeschlossen wie oben. Analog argumen-
tiert man fiir die Ree-Gruppen. Aus den Graden fiir minimale Darstellungen fiir
Gruppen vom Lie-Typ ergibt sich nun, dass B/A eine Gruppe vom Typ Egs, *Fg,
F4, 2F4 oder 3D4 ist.

Ist B’ eine Gruppe vom Typ Eg(pP), so ist jeder B’-Modul der Dimension 27
nach [KL], Table 5.4.C isomorph zum natiirlichen B’-Modul, der nicht realisier-
bar ist iiber einem Teilkérper des Zerfdllungskdrpers .. Insbesondere enthélt
[F einen zu F, isomorphen Teilkérper. Analog argumentiert man fiir die Grup-
pen vom Typ Fy und 2F,. Beide haben in von 3 verschiedener Charakteristik
irreduzible Moduln der Dimension 26, stabilisieren also entweder einen Punkt in
V', der dann aus Ordnungsgriinden dunkel ist, oder eine Hyperebene H von V.
Nun induziert nach [As4]|, Abschnitt 4 die Abbildung £ : g — (g7 !)! (bzgl. der
Basis B) einen Automorphismus von G. Stabilisiert M < G eine Hyperebene H,
so stabilisiert M¢ einen Punkt, und nach Proposition 3.2.5 auch eine Hyperebe-
ne, also stabilisiert auch M einen Punkt. In Charakteristik 3 hat M irreduzible
Moduln der Dimension 25. Wiirde M keinen Punkt stabilisieren, so wére unter
M ein Modul der Dimension 25 invariant und damit unter M¢ eine Gerade, was
aus Ordnungsgriinden ausgeschlossen ist. Alle Untergruppen von G vom Typ F}
oder 2F) stabilisieren also einen dunklen Punkt in V. Elemente in B’, die nicht-
trivial auf ihm wirkten wiirden einen Automorphismus der Ordnung 3, der kein
Korperautomorphismus ist, auf M induzieren oder M zentralisieren. Ersteres ist
ausgeschlossen aufgrund der Struktur der Automorphismengruppe der Gruppen
vom Typ Fy und 2F,; und letzteres, weil ihr Schurmultiplikator trivial ist. Die
Anzahl der Konjugiertenklassen der Gruppen Fjy(q) in Eg(q) folgt aus Propositi-
on 3.2.5. Ist B’ vom Typ 2Es(p®), so ist V nach [KL], Table 5.4.B isomorph zum
natiirlichen B’-Modul. Weil dieser nicht iiber echten Teilkérpern von I,z reali-
sierbar ist, ist F,2 ein Teilkérper von F,. Aus der Ordnung von ?Eg(p”) siecht man
aber nun, dass die Ordnung von B’ durch keinen g-primitiven Teiler von ¢*? — 1
teilbar ist. Ist B’ = 3D4(p?), so ist R enthalten in einem maximalen Torus von B’
der Ordnung p* — p?* + 1. Damit ist d,(p?® —p?* +1) = 12b und 12 = % und
folglich IF,» ein Teilkérper von F,. Zentralisiere eine solche Gruppe keine getwi-
stete spezielle Ebene. Ein treuer irreduzibler Faktor W des B’-Moduls V' ist nach
[Lie2], (20) nicht realisierbar iiber einem echten Teilkorper von [F und zugleich
ein Modul fir PQg(p*) oder der Modul M (), realisiert iiber F,s. Der erste
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Fall scheidet aus, weil dann W nicht absolut irreduzibel wére und damit k @ W

einen absolut irreduziblen Modul einer Dimension < 9 enthielte, der nach [KL],

Table 5.4.A notwendig Dimension 8 hitte. Dann wiirde aber B’ eine Ebene in V

zentralisieren, die nur dunkle Punkte enthielte. Die Wirkung von B in F s @ V'

zeigt, dass diese eine getwistete spezielle Ebene wire. Damit enthélt V' den Modul

M ()\2), der nach [Lie2], (20) die Dimension 26, 27 oder 28 hat und realisierbar

ist tiber F,s. Nach[As8], (8.12) hat M()\y) die Dimension 26. Nach [As9], Thm.

1 ist char(F) = 2. Wir kénnen den Modul zu einem Modul fiir 3Dy4(q) erweitern

und 0.B.d.A. B’ & 3D4(¢q) annehmen. Wie in [NW], Abschnitt 5 mit dem To-

rus L = Zp_ g1 X Zp g1, M/L = Qs und K = Zp2_,1 X PSL3(g) sieht man,
dass Fy(q) hochstens zwei Konjugiertenklassen von Untergruppen besitzt, die iso-
morph sind zu 3Dy4(q). Ein duflerer Automorphismus von Fjy(q) bildet aber eine

Gruppe wie in (ii) ab in eine andere Konjugiertenklasse von Gruppen isomorph

zu 3Dy(q), sonst wiirde ein Element in G, das eine getwistete spezielle Ebene

normalisiert einen solchen Automorphismus induzieren, was ausgeschlossen wird

durch Proposition 3.2.7. Es folgt (v).

Im Folgenden werden héufig die folgenden Argumente verwendet:

(RC) Ist g € G halbeinfach und nicht zentral in G, ist o(g) € {2,3,5,7} und ist
X27(g) rational fiir den Brauer-Charakter xo7 von G zum Modul V| so ist
(0(9)7 X27(g)) € {(27 3)7 (27 _5)7 (37 0)7 (37 9)7 (57 2)7 (77 _1)7 (77 6)}

(AC) Ist k algebraisch abgeschlossen, A eine abelsche, halbeinfache Untergruppe
von Fg(k), deren Rang hochstens 2 ist, und C' =< c¢> eine zyklische Unter-
gruppe von Eg(k), die treu auf A wirkt, so ist A enthalten in einem maxi-
malen Torus 7" von Fg(k), und es existiert ein Element w € Mg (T) /T,
das wie ¢ auf A wirkt.

Das Argument (RC) folgt aus dem entsprechenden Argument in [KW] fiir
E7(Q) und X556 mit (0(9)7 X27(g)) < {(27 8)7 (27 _8)7 (37 _7)7 (37 _25)7 (37 2)7 (37 20)7
(5,6),(7,—7),(7,0),(7,14)}. Weil es eine Einbettung von Egs(q) in E7(q) gibt, so
dass es eine Kompositionsreihe des entsprechenden Moduls gibt, die zwei Mal
den trivialen Modul, den natiirlichen und den dazu dualen Modul fiir E4(q)
enthélt, kommen nur gerade Werte von ys6(g) in Frage, und dann gilt x27(g) =
%(X56(9) —2).

Das Argument (AC) folgt aus dem Beweis zu Lemma (2.1) in [KW]. Man
benotigt nur die Tatsache, dass A enthalten ist in einem maximalen Torus von
Eg(k) und dass €gy(A) transitiv auf seinen maximalen Tori wirkt. Dann folgt
(AC) mit einem Frattini-Argument.

In allen folgenden Féllen kommt fiir B’ nach Satz 7.3.2 nur eine einfache
Gruppe oder eine Schur-Erweiterung von B/A mit einem Zentrum der Ordnung
3 in Frage. Ist 3 kein Teiler des Schur-Multiplikators von B/A, so wird stillschwei-
gend nur die entsprechende einfache Gruppe untersucht. Alle im Folgenden ver-
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wendeten Informationen iiber Charaktere von B’ und die Bezeichnungen fiir die
Konjugiertenklassen entstammen [At] und [AtB].

Sei zunédchst B/A eine alternierende Gruppe, also B = A, fiir n € N. Dieser
Fall tritt nicht ein, weil fir A, < Eg(q) stets n < 12 und fiir char(F) # 2 sogar
n < 8 gilt. Die gewohnlichen Charaktere von Ag von einem Grad < 27 haben
nidmlich die Grade 1,8,21,27 mit entsprechenden Werten 1,4,1,7 auf der Klasse
2A. Jede Kombination dieser Charaktere zu einem Charakter vom Grad 27 hat
also einen Wert grofer als 3 auf der Klasse 2A im Widerspruch zu (RC). Via
Restriktion lassen sich so auch alle modularen Charaktere in ungerader Charak-
teristik ausschliefien. Ist char(IF) # 11 so betrachtet man die Frobeniusgruppe
der Ordnung 110 in A;3. Ihr Kern ist halbeinfach. Wir betten Eg(q) ein in Eg(k)
fiir einen algebraischen Abschluss k von F, und wenden (AC) an. Weil die Weyl-
Gruppe von Ejs genau eine Konjugiertenklasse von Elementen der Ordnung 10
hat, konnen wir w = ¢g;¢go annehmen, wobei g, induziert wird durch die Permu-
tation (2, 3,4,5,6) auf den Indizes der Basisvektoren in B, und go = Hle(:zzi, x})
ist. Sei A =<a>. Dann zentralisiert a die Vektoren z; und 2. Ist 2, = (12, so
folgt 24 = B~ zo und (24)* = 7 2}, mit f. Weil a von w® invertiert wird, folgt
B = 1 und der Widerspruch a = 1. Folglich enthélt Eg(F) fir char(F) # 11 keine
Frobeniusgruppe der Ordnung 110.

Sei nun B/A eine sporadisch einfache Gruppe oder eine Gruppe vom Lie-
Typ in einer von p verschiedenen Charakteristik. Nach [KL], Proposition 5.3.8
und Table 5.3.A besitzen unter den Gruppen, die einen Primteiler enthalten,
der kongruent 1 modulo 12 ist, nur die folgenden Gruppen eine projektive Dar-
stellung von einem Grad < 27: Suz, Coy, Fig, PSL(13), PSLy(25), PSLy(27),
PSL2(53), PSL3(3), PSL4(3>, SZ(8), PSp4(5), PSU3(4), GQ(B), G2(4), 3D4(2),
’F1(2)', PSpg(3) und Q7(3) fiir 7 = 13 und PSLy(37) fiir r = 37.

Eine Involution zentralisiert ein Element der Ordnung 13 in C'o; und PSLy(53).
PSpg(3) enthiilt eine elementarabelsche Gruppe der Ordnung 3%, die von einem
Element der Ordnung 13 normalisiert wird, und PSLy(37) enthélt ein Element
der Ordnung 18, das treu auf einer Gruppe der Ordnung 37 wirkt. Damit scheiden
alle diese Gruppen aus. Insbesondere ist stets |R| = 13 und damit char(F) # 3,
weil 13 ein Teiler von 3% —1 ist. Nach Proposition 3.2.5 stabilisiert der Stabilisator
eines dunklen Punktes in V' stets eine komplementére Hyperebene.

Weil die Grade aller treuen, irreduziblen Darstellungen von Sz(8) und Ga(3)
alle gleich 14 oder grofler als 27 sind, scheiden diese Gruppen aus. Fiir Schur-
Erweiterungen von Go(3) mit einem Zentrum der Ordnung 3 ist char(F) = 2
nach [As8], (20.2). Weil dann aber Z(G) # 1 gelten muss, ist F, ein Teilkorper
von F und damit 13 ein Teiler von ¢® — 1. Mit Gy(3) werden auch alle Gruppen
ausgeschlossen, die eine Schurerweiterung von G(3) enthalten, ndmlich 27(3)
und Figs.
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Die treuen, irreduziblen Charaktere von PSU3(4) und PSpy4(5), deren Grad
kleiner als 28 ist, haben die Grade 12 und 13 mit Werten 0 und 1 auf der Klasse
3A. Damit ist B/A 2 PSU3(4) und B/A % PSp4(5) nach (RC). Ebenso scheiden
alle Gruppen aus, die eine zu PSUj3(4) isomorphe Untergruppe haben, ndmlich
G2(4) und Suz. Damit bleiben nur noch die Gruppen aus den Féllen (viii) bis
(xiv) iibrig.

Die Charaktere fiir PSLy(25) in den relevanten Charakteristiken mit Graden
kleiner als 28 haben die Grade 13, 24, 25 und 26 mit den Werten 1, 0, 1 und
-1 oder 2 auf der Klasse 3A in ungerader Charakteristik und 12, 24, 26 mit den
Werten 0, 0, -1 in Charakteristik 2. Wegen x27(3A4) # 3 kommt nur der Grad
26 in Frage. Die Existenzaussage in (viii) folgt aus den entsprechenden Aussagen
iiber 2Fy(2)". Die relevanten Grade von 2Fy(2) sind 26 und 27. Im Beweis zu
[As8], (28.10) wird gezeigt, dass eine elementarabelsche Gruppe der Ordnung 32
in B’ in einem maximalen Torus von Eg(k) enthalten ist und ihr Zentralisator in
V ein singuliirer Punkt ist. Andererseits enthiilt 2F}(2)" auch eine zu PSLy(25)
isomorphe Untergruppe, deren Zentralisator in V' ein dunkler Punkt ist. Folglich
wirkt B" = 2Fy(2)" irreduzibel auf V. Die weiteren Aussagen in (ix) folgen aus
[As8], (28.10).

Die relevanten Charaktere fiir SL3(3) haben die Grade 12, 13, 26 und 27 mit
Werten 0, 1, -1 und 0 auf der Klasse 3B in ungerader Charakteristik und die
Grade 12 und 26 mit Werten 0 und -1 in Charakteristik 2. Wegen x27(3B) # 3
zentralisiert B’ einen dunklen Punkt und wirkt irreduzibel auf einer Hyperebene
von V oder wirkt in ungerader Charakteristik irreduzibel auf V. Weil die Cha-
rakteristik von I nicht 3 ist, existieren solche Gruppen, die nicht irreduzibel auf
V' wirken nach Proposition 7.3.1 und Proposition 7.3.2. Charakterreduktion der
Charaktere fiir 2F,(2)’ zeigt, dass entsprechende Untergruppen in den Beispielen
in (xi) irreduzibel auf V' wirken.

Der einzig mogliche Charakter fiir PSL,(3) hat Grad 26 und den Wert 6 auf
der Klasse 2A. Nach (RC) folgt char(F) = 2. Die restlichen Aussagen folgen dar-
aus, dass Fy(2) nach [NW] genau eine Konjugiertenklasse von Gruppen enthélt,
die zu PSL3(4) isomorph sind. Die Aussagen fiir 3D4(2) folgen aus den Charakter-
tafeln dieser Gruppe. PSLy(27) enthilt eine elementarabelsche Untergruppe der
Ordnung 27, auf der ein Element der Ordnung 13 treu wirkt. Nach Proposition
7.3.1 und Proposition 7.3.2 sind die irreduziblen Teilmoduln von V" dieser Gruppe
ein dunkler Punkt und zwei Moduln der Dimension 13. Nun hat PSL,(27) nur
relevante irreduzible Darstellungen vom Grad 13, 26 und 27; 27 nur in gewissen
ungeraden Charakteristiken, nimmt aber dann den Wert -1 auf der Klasse 2A an.

Sei schliellich B’ = PSLy(13). Sei < g,h > eine Borelgruppe von B’ mit
einem Element ¢g der Ordnung 13 und einem Element i der Ordnung 6. Aus
der Beschreibung des Normalisators eines Zsigmondy-Elementes in Proposition
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6.2.10 sieht man, dass N :=< g, h > einen dunklen Punkt zentralisiert und auf
einer Geraden in €4(g) eine Gruppe der Ordnung 3 induziert. Wegen |R| = 13
ist char(IF) # 3. Sei K = F,, falls F, eine primitive dritte Einheitswurzel enthilt,
K =T, sonst, und <w > ein N-invarianter Punkt, auf dem N eine Gruppe der
Ordnung 3 induziert. Wir benutzen im Folgenden Argumente, die auch in [As8],
(21.2) verwendet werden. Der Untermodul <wB’> von V ist ein homomorphes
Bild des 14-dimensionalen induzierten Moduls < w >%". Auf diesem hat h? den
Charakterwert -1. Aus den Charaktertafeln fiir B’ folgt nun. dass <w >%" in den
relevanten Charakteristiken ein irreduzibler Modul ist. Damit enthélt V' einen
irreduziblen B’-Untermodul der Dimension 14, der €4(g) in [€z(g), h] schneidet.
Sei <v>:= €g(N). Dann ist <vB’> ein homomorphes Bild des Permutations-
moduls von B’ auf den Nebenklassen von N. Dieser zerfillt in Charakteristik
2 in irreduzible Untermoduln der Dimension 1,1,6,6, in Charakteristik 7 in die
Dimensionen 1,1,12 und sonst in die Dimensionen 1 und 13. Entweder ist also
char(F) # 2,7, und V zerfillt in die direkte Summe irreduzibler Moduln der
Dimension 13 und 14, oder es ist v € €y (B’). Im zweiten Fall bleibt zu zeigen,
dass V einen irreduziblen Untermodul der Dimension 12 hat. Nach Ubergang
von B’ zu (B')S erhiilt man mit der obigen Argumentation einen invarianten
Untermodul der Dimension 15 fiir (B’)S, fiir B’ = ((B’)¢)¢ also einen invarianten
Untermodul der Dimension 12. Die Existenzaussagen finden sich in [CW], Satz
8.3.
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7.4 Gruppen vom Typ F}

Die Notation aus Kapitel 3.2 wird fortgesetzt. Stets sei F = [, ein endlicher
Korper, g eine Potenz der Primzahl p und G = G(F) eine Chevalleygruppe vom
Typ Fy iiber F mit dem zugehorigen natiirlichen Modul der Dimension 26—63 ,,. Es
gilt ®12(q) = ®,(q) | |G|. Nach Proposition 6.2.11 gilt fiir jeden Primteiler r von
®15(g) und jede nichttriviale r-Untergruppe R von G, dass €g(R) ein zyklischer,
maximaler Torus der Ordnung ®15(q) und Autg(R) = Z, ist.

Lemma 7.4.1 Sei U eine Untergruppe von G mit (|U], ®12(q)) # 1 und seir ein
Primteiler von (|U|, ®12(q)).

Dann ist Ng(U) /U eine metazyklische Gruppe, deren Ordnung 12212(0) 4o,

r

Beweis: Der Beweis ist vollig analog zum Beweis von 7.1.1.

Mit Hilfe der Einbettung von G in eine einfach-zusammenhéngende Chevalley-
Gruppe vom Typ FEg wie in Proposition 3.2.5 sind Satz 7.4.1, Korollar 7.4.1 und
Satz 7.4.2 direkte Konsequenzen von Satz 7.3.1, Korollar 7.3.1 und Satz 7.3.2.

Satz 7.4.1 Sei U cine auflosbare Untergruppe von G mit (|U|, ®12(q)) # 1. Sei
r ein Primteiler von (|U|, ®12(q)) und R eine nicht-triviale r- Untergruppe von G.

Ist R nicht normal in U, so gilt:

(i) Esist |R| = 13 und char(F) # 3.

(ii) U ist eine Erweiterung einer elementarabelschen Untergruppe der Ordnung
27 wie in Proposition 7.5.1 oder 7.3.2 mit einer Gruppe der Ordnung 13
oder einer Frobeniusgruppe der Ordnung 39.

Korollar 7.4.1 Seir eine Primzahl, die ®15(q) teilt, U eine Untergruppe von G
und R eine r-Gruppe, die in Ng(U) liegt, aber nicht in U.

Ist [R,U] # 1, so ist char(F) # 3,|R| = 13 und U eine elementarabelsche Gruppe
der Ordnung 27 wie in Proposition 7.3.1 oder 7.3.2.

Satz 7.4.2 Sei U eine nicht auflosbare Untergruppe von G mit (|U|, ®12(q)) # 1.
Seir eine Primzahl, die (|U|, ®12(q)) teilt, R eine r-Sylowgruppe von U und S der
normale Abschluss von R in U. Ist dann A der mazimale aufiésbare Normalteiler
von U und B/A ein nicht auflosbarer, minimaler Normalteiler von U/A, so gilt:

(i) U/B ist eine zyklische Gruppe, deren Ordnung 4 oder 6 teilt.
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(ii)) B/A ist eine einfache nichtabelsche Gruppe, und es gilt (|U|, ®12(q)) =
(|1B/A], ®12(q))-

(i1i) Esist A= F(U) abelsch, |A| = 27 fir A # Z(B) und A =1 fir A= Z(B).

() Ist A # Z(B), so ist (|U|,®12(q)) = |R| = 13, char(F) # 3, A eine ele-
mentarabelsche Gruppe der Ordnung 27 wie in Proposition 7.3.1 oder 7.3.2
und U eine der Gruppen aus Proposition 7.3.1, (iv) oder Proposition 7.5.2,

(ii).
(v) Ist A= Z(B) =1, soist B =S einfach und U isomorph zu einer Unter-
gruppe von Aut(B).

Bemerkung: Es ist zu beachten, dass U/B als Untergruppe von Mg (R) mit zu
®15(q) teilerfremder Ordnung zyklisch und damit eine echte Untergruppe einer
zyklischen Gruppe der Ordnung 12 ist.

Satz 7.4.3 Sei U eine nicht auflosbare Untergruppe von G mit (|U|, P12(q)) # 1.
Dann gilt einer der folgenden Fille:

(i) U=G.

(ii) Es ist €¢(€y(R)) < U < Ne(€y(R)) mit €q(€y(R)) = 3Dy(q) fiir einen
Primteiler r von ®13(q) und eine r-Sylowgruppe R won G. Es ist
Mea(€v(R)) : €a(Cv(R))] =3/(3,q).

(iii) Es ist B = ?Fy(q)" der Zentralisator eines dufleren Automorphismus von G
und q = 2>+ fiir geeignetes m € N.

(iv) Es ist char(F) = 2, und B = 3D4(q) wirkt irreduzibel auf V und ist konju-
giert unter einem dufleren Automorphismus von G zu einer Gruppe wie in
(ii).

(v) Fir einen Teilkérper K von F mit ([F: K], 12) = 1 ist U = G(K) oder
eine Untergruppe wie in (i), (iii) oder (iv) von G(K).

(vi) Es ist (U], ®12(q)) = 13 und U eine der Gruppen aus Satz 7.4.2, (iv).

(vii) Es ist char(F) # 5, (U], ®12(q)) = 13, und B = PSLy(25) wirkt irreduzi-
bel auf V. Solche Gruppen existieren als Untergruppen von 2Fy(2)’, wenn
char(F) = 2 gilt.

(viii) Es ist char(F) # 3, (|U|, ®12(q)) = 13, und B = PSL3(3) wirkt irreduzibel
auf V. Es existieren stets solche Gruppen in G.

(ix) Es ist char(F) = 2, (|U|, ®12(q)) = 13, und B = PSL4(3) wirkt irreduzibel
auf V. G enthdlt genau eine Konjugiertenklasse solcher Untergruppen.

(z) Es ist char(F) # 2, (|U|,®12(q)) = 13, und B = 3D4(2) wirkt irreduzibel
auf V.
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(zi) Es ist char(F) # 3, (|U|, ®12(q)) = 13, und B = PSLy(27) wirkt irreduzibel
auf V' oder auf zwei Untermoduln von V der Dimension 13.

(zii) Es ist (|U|, ®12(q)) = 13 und B = PSLy(13). Der B-Modul V' zerfdllt in die
direkte Summe irreduzibler Moduln der Dimension 12 und 14.

Bemerkungen:

(i) 13 ist genau dann ein Teiler von ®12(q), wenn gilt: ¢ = a (mod13) mit
ac {26,711}

(ii) Wo in den oben angegebenen Fillen keine Eristenzaussagen gemacht wer-
den, bleibt diese offen. Die Existenzaussagen in den Fillen (vi) bis (zii)
setzen voraus, dass 13 ein Teiler von ®12(q) ist.

Beweis: Nach Satz 7.3.2 haben wir nur den Fall zu betrachten, dass A = Z(B) =1
ist. Sei 0 # v € €y (R) fiir eine r-Sylowgruppe R in G. Ist char(F) = 3, so ist
dim(V) = 25 und v+ = [V, R]. In beliebiger Charakteristik konnen wir uns G
als Stabilisator eines dunklen Punktes < w > im Modul W zu FEg(gq) denken.
Nun sind v, w enthalten in €y (R), einer Ebene, die itber F s konjugiert ist zu
einer speziellen Ebene, etwa Pjy + Pss + P3g. Man sieht sofort, dass der Kern
der Abbildung V- — F : x — f(v,w,z) gleich [V, R| ist. Damit ist aber auch
das orthogonale Komplement zu [V, R| beziiglich f,, ndmlich € (R) invariant.
Es folgt, dass €¢(€y (R)) mit Cgy(q)(Cw (R)) tibereinstimmt. Weil Mg (q) (Ew (R))
auf €y (R) eine Erweiterung einer zyklischen Gruppe der Ordnung ¢* + ¢ + 1
mit einer Gruppe der Ordnung 3 induziert, wovon die erste fixpunktfrei auf den
Punkten von €y (R) wirkt und die zweite stets genau einen Punkt zentralisiert,
im Fall p # 3 iiber F» diagonalisierbar ist und im Fall p = 3 das Minimalpolynom
X3 — 1 hat, folgt (ii).

Die Behandlung der Gruppen vom Lie-Typ in Charakteristik p folgt nun aus
dem Beweis zu Satz 7.3.3. In allen iibrigen Féllen ist wie dort |R| = 13 und
damit char(F) # 3. Insbesondere ist V eine zu < w > in der obigen Bezeich-
nungsweise komplementéire Hyperebene von W. Alle restlichen Aussagen folgen
nun aus Satz 7.3.3 unter Beachtung der dort angestellten Beobachtungen iiber
die Kompositionsreihe des jeweiligen B’-Moduls .
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7.5 Gruppen vom Typ 2Fs

Die Notation aus Kapitel 3.2 wird fortgesetzt. Stets sei F = [, ein endlicher
Korper, ¢ eine Potenz der Primzahl p und G = G(IFF) eine einfach-zusammen-
hiingende getwistete Gruppe vom Typ 2Ej iiber F. Es gilt ®15(q) = (3,¢ + 1) -
ol (q) | |G|. Nach Proposition 6.2.13 gilt fiir jeden Primteiler r von ®15(¢) und
jede nichttriviale r-Untergruppe R von G, dass €g(R) ein zyklischer, maximaler
Torus der Ordnung ®15(¢) und Autg(R) = Zg ist.

Lemma 7.5.1 Sei U eine Untergruppe von G mit (|U|, ®15(q)) # 1 und seir ein
Primteiler von (|U|, ®15(q)).-

Dann ist Ng(U) /U eine metazyklische Gruppe, deren Ordnung gq)lrﬂ teilt.

Beweis: Der Beweis ist vollig analog zum Beweis von 7.1.1.

Satz 7.5.1 Sei U eine auflosbare Untergruppe von G mit (|U|, ®15(q)) # 1. Sei
r ein Primteiler von (|U|, ®15(q)) und R eine r-Untergruppe von G.

Dann ist R normal in U.

Beweis: Sei U ein minimales Gegenbeispiel. Nach Lemma 6.2.13 zerfillt V' in
die direkte Summe von drei irreduziblen R-Moduln. Diese bestimmen nach Pro-
position 3.2.9 eine getwistete 3-Zerlegung von V. Ist W einer der irreduziblen
Teilmoduln in der zugehérigen Zerlegung von V¥ fiir k = Fs, so ist Ny (W)
nach [As5], (3.6) enthalten im Normalisator der durch R bestimmten 3-Zerlegung
auf V*. Damit wirkt der Normalisator eines irreduziblen R-Moduls W in V nach
Proposition 3.2.9 treu auf W. Insbesondere ist jeder irreduzible U-Untermodul
von V ein treuer U-Modul. Sei also W ein treuer irreduzibler U-Untermodul von
V.

Ist W ein imprimitiver U-Modul, so ist die auf den Elementen der entspre-
chenden Zerlegung von W induzierte Gruppe eine r’-Gruppe wegen dim(W) €
{9,18,27}. Es folgt, dass U zerfillt in die direkte Summe R-invarianter Moduln
und dass R im Kern der Wirkung auf diesen Teilmoduln liegt. Ist nun R normal in
diesem Kern, so auch in U. Wir kénnen deshalb annehmen, dass W ein primitiver
U-Modul ist.

Sei A ein maximaler abelscher Normalteiler von U. Dann ist A eine r’-Gruppe
und W ein homogener A-Modul. Andernfalls wiirden die A-homogenen Kompo-
nenten eine Zerlegung von W bestimmen, auf deren Elementen U wirkte. Inshe-
sondere ist A zyklisch und W die direkte Summe von isomorphen, irreduziblen
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A-Moduln der Dimension ¢t < u(G) = 9. Nach Lemma 6.2.1 ist Autg(A) eine
zyklische Gruppe, deren Ordnung ¢ teilt. Demnach wird A von R zentralisiert.
Damit ist die Ordnung von A ein Teiler von ®15(q), €5(A) ein maximaler To-
rus von G oder A = Z(G). Im ersten Fall ist R < U; sei also A = Z(G) und
Cy(A) # A. Aufgrund der Maximalitit von A ist €y (A) nicht abelsch und enthélt
nach Lemma 1.1 einen Normalteiler N von U, der eine 2-Gruppe vom symplek-
tischen Typ mit Exponent 4 ist. Aufgrund der Minimalitéit von U ist U = NR.
Weil die Dimension von W nicht durch 4 teilbar ist, ist |N| € {8,16}. Es folgt
der Widerspruch, dass r kein Teiler der Ordnung von Aut(V) ist.

Korollar 7.5.1 Seir eine Primzahl, die ®15(q) teilt, U eine Untergruppe von G
und R eine r-Gruppe, die in Ng(U) liegt, aber nicht in U.

Dann ist [R,U] = 1.

Beweis: Sei s ein Primteiler von |U|. Zunéchst zeigt man wie in [Hel], Satz 2 bzw.
Korollar 7.1.1, dass R eine s-Sylowgruppe S von U normalisiert. Nach Satz 7.5.1
ist [S, R] = 1. Es folgt U < €g(R).

Satz 7.5.2 Sei U eine nicht auflosbare Untergruppe von G mit (|U|, ®;5(q)) # 1.
Seir eine Primzahl, die (|U|, ®:5(q)) teilt, R eine r-Sylowgruppe von U und S der
normale Abschluss von R in U. Ist dann A der mazimale aufiésbare Normalteiler
von U und B/A ein nicht aufliosbarer, minimaler Normalteiler von U/A, so gilt:
(i) U/B ist isomorph zu einem homomorphen Bild der Erweiterung von Z(G)
mit einer zyklischen Gruppe der Ordnung 18 in Ng(R). Diese ist eine zy-
klische Gruppe der Ordnung 18 oder isomorph zu S5 X Zg.

(ii) BJA ist eine einfache nichtabelsche Gruppe, und es gilt (|U|, ®;5(q)) =
(1B/A], @13(q))-

(i) Esist A=F(U)=Z(B) < Z(G).

(iv) Ist A= Z(B) =1, so ist B=S einfach und U isomorph zu einer Unter-
gruppe von Aut(B).

(v) Ist A = Z(B) = Z(G) = Zs, so ist B = S quasieinfach, F(U) =
A, E(U) = B' und F*(U) = B.

Beweis: Der Beweis ist analog zum Beweis von Satz 7.1.2, nur verwendet man
Lemma 7.5.1, Korollar 7.5.1 und Satz 7.5.1 statt Lemma 7.1.1, Korollar 7.1.1
und Satz 7.1.1.

Satz 7.5.3 Sei U eine nicht auflésbare Untergruppe von G mit (|U|, ®/5(q)) # 1,
r ein Primteiler von (|U|, ®/5(q)) und R eine r-Sylowgruppe von U. Dann gilt
einer der folgenden Fille:
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(i) U=G.

(i) Es ist €x(Z) < U < MNg(Z) fir die durch R bestimmte getwistete
3-Zerlegung Z wvon V. Dabei ist €g(Z) = Z(G) x PSUs(¢®) und
MNa(Z) : €a(2)] = 3. V ist ein irreduzibler, nicht absolut irreduzibler
B-Modul der isomorph ist zu N ® N7, wobei N der natiirliche Modul fiir
PSUs(¢®) als Fy-Modul ist und <y>= Gal(F;:F,).

(#i) Fiir einen Teilkérper K von F mit ([F: K|, 18) = 1 ist U = G(K) oder
eine Untergruppe wie in (i) von G(K).

(iv) Es ist (|U|,®5(q)) = 19, B" = PSLy(19), und der B'-Modul V' hat eine

Kompositionsreihe mit absolut irreduziblen Faktoren der Dimension 9 und
18.

Bemerkungen:

(i) 19 ist genau dann ein Teiler von ®5(q), wenn gilt: ¢ = a (mod19) mit
a € {2,3,10,13,14, 15}.

(i) Im Fall (iv) bleibt die Erxistenz solcher Gruppen offen.

(i1i) Nach dem Schur’schen Lemma ist offenbar in allen oben genannten Fdillen
Be{B' B'Z(G)}.

Beweis: Die Notation aus Satz 7.5.2 wird fortgesetzt. Nach Satz 7.5.2 haben
wir nur den Fall zu betrachten, dass A = Z(B) < Z(G) ist. Die Behandlung
des Falles, dass B/A eine einfache Gruppe vom Lie-Typ in Charakteristik p ist,
verlauft genau analog zum Beweis von Satz 7.3.3. Es bleiben die Fille iibrig,
dass B/A eine Gruppe vom Typ Gy, "G, 3Dy, Fy, *Fy, Eg oder *Eg ist oder eine
unitdre Gruppe vom Rang 2 iiber einem Teilkérper von Fgs, der kein Teilkdrper
von [ ist.

In Gruppen vom Typ Gs(q) ist jeder maximale Torus ein Torus von SL3(q)
oder SUj3(q), kritisch ist also nur der Torus der Ordnung ¢* — ¢ + 1, auf dem aber
in B eine Involution wirkte im Widerspruch zu Autg(R) = Zg. Mit Hilfe der
Liste der Normalisatoren maximaler Tori von 3D,(q) in [KI2] schliet man diese
Gruppen genau so aus, ebenso die Ree-Gruppen. Mit Hilfe von Table 5.4.B in
[KL] sieht man, dass Gruppen vom Typ F} und ?F} keine irreduzible Darstellung
vom Grad 27 haben und jede 27-dimensionale Darstellung von Gruppen vom
Typ Eg oder %Eg die natiirliche oder dazu duale ist. Weil G damit offenbar keine
Untergruppe vom Typ Eg enthilt, bleiben Gruppen vom Typ 2Fs iibrig, deren
natiirlicher Modul aber iiber keinem Teilkorper des definierenden Korpers reali-
sierbar ist, also ist B eine Gruppe wie in (iii). Sei zuletzt B’ eine unitéire Gruppe
vom Rang 2 wie oben, also mit dem Zerfallungskdrper Fps. Weil die Darstellung
von B’ auf V realisiert ist tiber F, oder F,2, ist die Dimension jedes absolut
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irreduziblen Teilmoduls in dieser Darstellung nach [KL], Proposition 5.4.6 ein
Quadrat. Es folgt, dass V iiber Fs zerfillt in die direkte Summe dreier absolut
irreduzibler Teilmoduln der Dimension 9. Weil der Normalisator dieser Zerlegung
in G irreduzibel auf V' wirkt, ist B enthalten im Normalisator einer getwisteten
3-Zerlegung von V. Der Normalisator dieser Zerlegung in G enthélt €5 (R). Nach
Proposition 3.2.9 ist €4(R) aber in genau einem Normalisator einer getwisteten
3-Zerlegung enthalten. Folglich ist B eine Gruppe wie in (ii) oder eine Untergrup-
pe wie in (iii) von dieser Gruppe.

Sei nun B/A eine alternierende oder sporadische Gruppe oder eine Grup-
pe vom Lie-Typ in einer von p verschiedenen Charakteristik. In allen folgenden
Fillen kommt fiir B’ nach Satz 7.5.2 nur eine einfache Gruppe oder eine Schur-
Erweiterung von B/A mit einem Zentrum der Ordnung 3 in Frage. Ist 3 kein Teiler
des Schur-Multiplikators von B/A, so wird stillschweigend nur die entsprechende
einfache Gruppe untersucht. Die alternierenden Gruppen werden ausgeschlossen,
weil Gruppen vom Typ Fg nach dem Beweis zu Satz 7.3.3 keine zu Ay3 iso-
morphe Untergruppe enthalten. Unter den restlichen Gruppen haben nach [KL],
Proposition 5.3.8 und Table 5.3.A nur Jy, J3, PSLy(37) und PSLy(19) einen Prim-
teiler, der kongruent 1 modulo 18 ist und eine projektive Darstellung von einem
Grad < 27. Die ersten drei fallen weg aufgrund der Struktur des Normalisators
der 19-Sylowgruppe bzw. der 37-Sylowgruppe. Sei also B’ = PSL5(19). Aus den
Charaktertafeln fiir B’ folgt, dass die Faktoren einer Kompositionsreihe des B’-
Moduls V' die Dimension 9 oder 18 haben. Dabei kann der Grad 9 nicht dreifach
auftauchen, weil xo(5A) = —1 gilt und damit (3 - x9)(5A) = —3 im Widerspruch
zu (RC).
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7.6 Gruppen vom Typ E7

Die Notation aus Kapitel 3.3 wird fortgesetzt. Stets sei F = [, ein endlicher
Korper ungerader Charakteristik, g eine Potenz der Primzahl p # 2 und
G = G(F) eine einfach-zusammenhéngende Chevalley-Gruppe vom Typ E7 iiber
F. Es gilt ®15(q) = P15(q) - (P15(q), 3) | |G|. Nach Proposition 6.2.14 gilt fiir jeden
Primteiler  von ®¢(¢) und jede nichttriviale r-Untergruppe R von G, dass €g(R)
ein zyklischer, maximaler Torus der Ordnung ®(q)®15(¢) und Autg(R) = Zis
ist.

Lemma 7.6.1 Sei U eine Untergruppe von G mit (|U|, ®/s(q)) # 1 und r ein
Primteiler von (|U], ®{4(q))-

1822(@)®18(0) 441t
(s

Dann ist Ng(U) /U eine metazyklische Gruppe, deren Ordnung

Beweis: Der Beweis ist vollig analog zum Beweis von 7.1.1.

Lemma 7.6.2 Ist v ein g-primitiver Teiler von ¢'® — 1, R eine nichttriviale
r-Untergruppe von G und W ein R-Untermodul von V', auf dem R nicht trivial
wirkt, so wirkt Ng(W) treu auf W.

Beweis: Sei k ein algebraischer Abschluss von F und G = G(F) kanonisch einge-
bettet in G(k). Es gilt sogar, dass M) (W¥) treu auf W* wirkt. Wie im Beweis
zu PI‘OpOSitiOD 6.2.14 seien Wl]k =< ng, P15, P267 P377 P457 P167 P277 P34, Qgg, Plg,
Q15, Qa6, Qs7, Qus, Que, Qar, Qaa, Pas >, Wy =< Puy, Q35, Qs6, Pus, Pis, Pas, Pss,
Psgs, Qaz, Qua, P, Psg, Qus, Q1s, Qas, Qss, Qss, Par > und Wy =< Pz, Pay, Qa5, Qss,

Qs7, Prs, Qer, Pos, Qas, Q17, Q24, Pas, Pss, Psr, Qrs, Por, Qes, Pas > mit irreduziblen
R-Untermoduln Wy, W5 und W3 von V. Es geniigt, die Behauptung fiir dim(W') =

18 zu zeigen. Sei H =<w; > mit wy; wie in Lemma 6.2.5.

Sei zunéchst W einer der Moduln W; mit 1 < i < 3. Sei g € G(k) und wirke
g trivial auf Wk Nach [Coo2], (4.1) ist A(P) =< P,Q|Q € T'(P) > fiir alle
P € ) invariant unter Gp. Es gilt P = Noeonwrnrp)A(Q) fiir alle P € € und
1 < < 3. (Es geniigt, die Behauptung fir P € {Py3, P12, P14, P17} zu verifizieren
und dann H anzuwenden.) Damit liegt ¢ € Ty, und nach der Beschreibung von
T in Proposition 3.3.2 ist g = 1.

Sei W enthalten in einem der Unterrdume Wy + Wy, Wi + W3 oder Wy + Wi,
aber keiner der Unterrdume Wi, W5 oder W3. Dann enthélt W einen Vektor v
der Form v = v; +v; mit 0 # v; € Wi, 0 # v; € W und <v; >, <v; >€ ()
mit 1 <4 < j < 3.8 P, =<v; > und P, =<wv; >. Im Beweis zu Proposi-
tion 6.2.14 haben wir gesehen, dass P; und P, nicht verbunden sind in (2, T).
In der Notation von [Coo2] ist v brillant aber nicht singuldr. Nach [Coo2], (5.7)
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ist v enthalten in genau einem Unterraum von V der Form < M >, wobei M
konjugiert ist zu einer Menge der Form P U Q U (I'(P) N T(Q)) mit P,Q € Q
und @ ¢ T'(P). Diese werde stets bezeichnet mit M (P, Q). Nach [Coo2], (3.6) ist
|M| = 12. Wir kénnen P = P, und @ = P, annchmen. Nach der Darstellung
des zu dem Torus, der R enthélt, konjugierten Torus in Proposition 6.2.14 ist
fiir alle h € H auch ein Vektor der Form w = w; + w; mit 0 # w; €< v} >
und 0 # w; €< ’Ujh > in W enthalten. Damit normalisiert g alle Unterrdume von
V¥ der Form M(< o} >, <ol >). Fir P € QNW,;, Q € QNW;, Q ¢ I'(P)
mit 1 < ¢ < j < 3 sei stets M(P) = ﬂheHmiKvbGF(P)’@?XF(P) M(< ot >,
< UJ"L >) und M(Q) = mheHmit<vf>EF(Q),<v§L>eF(Q) M(<vf>, < 'U;‘l >). Wir knnen
nin P = Py und Q € Wy UW3 oder P = Py und (Q € W3 annehmen.
Schneiden sich M(P) und M(Q) trivial, so zentralisiert g sowohl v; als auch
v; und wie oben folgt g = 1. Insbesondere ist dies der Fall, wenn M(P) = P
oder M(Q) = @ gilt, weil nach [Coo2|, 3.7 fir P,Q, P, Q" € Q,P ¢ I'(Q),
P ¢ T(Q) stets M(P,Q) = M(P',Q") oder M(P,Q) N M(P', Q") = {0} gilt oder
M(P,Q)NM(P', Q") erzeugt wird von einer Clique in . Es ergibt sich M (P) = P
fir P = P2, Q € {Pss, Pas, P56, Pss; Por, Pes, Prs, Qua, Q1s, Q24, Q2s} und P =
Py, Q € {Psy, Psr, Pss, Prs}, und in den restlichen Féllen ergibt sich M(Q) = Q
fur P = Py, Q € {Pss, Py7, Pis, P57, Qu7} und P = Py, Q € {Pas, Psg, Q17, Qus }-
UbI‘lg bleiben die Fille (P, Q) S {(Plg, P35), (Plg, Q25), (P14, Q24)}. Im ersten Fall
wéren in der Darstellung aus Proposition 6.2.14 fiir den zu dem Torus, der R
enthilt, konjugierten Torus die Eigenwerte des Elementes, das die zu R konjugier-
te Untergruppe erzeugt, die Eigenwerte o und a~ 7 T2 +4+1 gleich. Damit wire
die Ordnung von R, die gleich « ist, ein Teiler von (¢°—¢3+1, ¢° —¢*—q—2) ein Tei-
ler von (¢%—¢®+1)—q(¢®—q¢*>—q—2) = (¢+1)?. Es folgt der Widerspruch, dass r ein
Teiler von ¢2—1 ist. Im zweiten Fall folgt o' = a¢°~9°~9. Dann wiire | R| ein Teiler
von (¢®*—¢*+1,¢°—¢®>—q+1), damit von (¢°* —¢*+1)—q(¢®—®?—q+1) = ¢*—q+1
und damit von ¢® — 1. Im dritten Fall folgt o’ t9'~4*~4-1 = o~4"+4+1 Dann wire
|R| ein Teiler von (¢° — ¢® + 1,¢° +2¢* — ¢* — 2¢ — 2) = (4¢" — 2q — 3, ¢° + 2¢* —
P —2¢—2)= (44" — 29— 3,2¢* + ¢+ 2) = (3¢*> + 3,2¢®> + ¢ + 2) und damit von
gt — 1.

Sei nun W in keinem der Unterraume Wi + Wy, Wi + W3 und Wy + Wi
enthalten. Dann enthilt W einen Vektor v der Form v = v; + vy + v3 mit
0 #v; € W, und <wv; >€ Q fir 1 < i < 3. Wir kénnen v; = x5 anneh-
men.Im Beweis zu Proposition 6.2.14 haben wir gezeigt, dass < v; >, < vy >
und <wz> paarweise nicht verbunden sind in (£2,T"). In der Notation von [Coo2]
ist v luminiszent, aber nicht brillant. Nach [Coo2], Thm. (5.8) existiert genau ein
singuldrer Punkt P mit v € A(P). Offenbar ist stets P € 2, weil alle <v; > in
liegen. Sei zunéichst P ¢ {Pi3,Q13}. Unter Anwendung von w; folgt, dass g die
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Punkte €2 N W, invariant 148t fiir ein 7. Damit ist auch der eindeutig bestimm-
te Punkt @, der Abstand 3 in (£2,I") von P hat, invariant. Sei ) =<y > mit
Y9 =y, soist O # F(v+vy) = F(vI+y9) = F(v+ py) = uF(v + y). Folglich
zentralisiert g einen der Raume W; mit 1 < ¢ < 3, und wie oben gesehen folgt
g = 1. Es bleibt der Fall P € {Py3, Q13} tibrig. Wir kénnen 0.B.d.A. P = P;3 und
v; = 12 annehmen. Nun liegen <wvs > und <wv3> in I'( Py3). Es folgt <wvy >= Pxs5
und < w3 >= @25. Oben hatten wir aber schon ausgeschlossen, dass die Punkte
Pys und Py fiir die zu R konjugierte Untergruppe in demselben Gewichtsraum
von R liegen.

Satz 7.6.1 Sei U eine auflosbare Untergruppe von G mit (|U|, ®;5(q)) # 1. Sei
r ein Primteiler von (|U|, ®5(q)) und R eine r-Untergruppe von G.

Dann ist R normal in U.

Beweis: Jeder R-Untermodul, der singuldre Punkte enthélt, ist ein treuer
R-Modul und nach Lemma 7.6.2 auch ein treuer U-Modul. Weil €y (O,(U)) ein
U-Untermodul von V ist, der singuléire Punkte enthélt, gilt O,(U) = 1.

Sei U ein Gegenbeispiel kleinster Ordnung und A ein maximaler abelscher Nor-
malteiler von U. V ist ein halbeinfacher AR-Modul. Jeder irreduzible
AR-Untermodul von V ist als R-Untermodul treu oder enthalten in €y (R). Ist
W ein irreduzibler, treuer AR-Modul, so wirkt R transitiv auf den homogenen
A-Komponenten in W. Wire W ein inhomogener A-Modul, so wire |R| = 19
und dim(W) € {19, 38} oder |R| = dim(W) = 37. Die Summe aller irreduziblen,
treuen AR-Moduln ist ein AR-Modul und hat mindestens die Dimension 54. Weil
keine der Zahlen 54, 55 oder 56 durch 19 oder 37 teilbar ist, existiert ein irre-
duzibler, treuer AR-Untermodul Wy von V| der ein homogener A-Modul ist. Sei
Wy die direkte Summe von irreduziblen A-Untermoduln der Dimension t. Nach
Lemma 6.2.5 ist ¢ = 30 oder ¢ < 18, und nach Lemma 6.2.1 ist Autgrwy)(4)
eine zyklische Gruppe der Ordnung t. Folglich gilt [R, A] = 1. Insbesondere ist
Cy(A) # A. Sei N ein minimaler nichtabelscher Normalteiler von U in €y (A).
Nach Lemma 1.1 ist N eine s-Gruppe vom symplektischen Typ fiir eine Primzahl
s # p,r. Weil €g(R) zyklisch ist, folgt U = NR aus der Minimalitét von U. V ist
ein halbeinfacher N-Modul. Die Summe aller irreduziblen N-Untermoduln von
V', auf denen N nicht treu wirkt, ist R-invariant und nach Lemma 7.6.2 enthal-
ten in €y (R). Die Summe aller treuen, irreduziblen N-Untermoduln ist also ein
U-Modul, dessen Dimension mindestens 54 ist. Nach Proposition 1.2 ist s* ein
Teiler von 54, 55 oder 56 und damit von 8, 27, 5, 7 oder 11 fiir [N : Z(N)] = s*.
In allen Fillen ist aber die Ordnung von Aut(N) durch keinen Primteiler teilbar,
der kongruent 1 modulo 18 ist. Es folgt N < €4 (R) im Widerspruch dazu, dass
Cq(R) zyklisch ist.
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Korollar 7.6.1 Seir eine Primzahl, die ®;(q) teilt, U eine Untergruppe von G
und R eine r-Gruppe, die in Ng(U) liegt, aber nicht in U.

Dann ist [R,U] = 1.

Beweis: Sei s ein Primteiler von |U|. Zunéchst zeigt man wie in [Hel], Satz 2 bzw.
Korollar 7.1.1, dass R eine s-Sylowgruppe S von U normalisiert. Nach Satz 7.6.1
ist [S, R] = 1. Es folgt U < €g(R).

Satz 7.6.2 Sei U eine nicht auflosbare Untergruppe von G mit (|U|, ®5(q)) # 1.
Seir eine Primzahl, die (U], ®{s(q)) teilt, R eine r-Sylowgruppe von U und S der
normale Abschluss von R in U. Weiterhin sei Ty die Untergruppe von €g(R) der
Ordnung q+1 und W := &y (R). Ist dann A der mazimale aufiésbare Normalteiler
von U und B/A ein nicht auflosbarer, minimaler Normalteiler von U/A, so gilt:

(i) U/B ist isomorph zu einem homomorphen Bild der Erweiterung von Ty Z(QG)
mit einer zyklischen Gruppe der Ordnung 18 in Ng(R).

(ii)) B/A ist eine einfache nichtabelsche Gruppe, und es gilt (|U], ®{5(q)) =
(1B/Al, @5(q))-
(i1i) Esist A= F(U) = Z(B).

() Ist A= Z(B) =1, soist B =S einfach und U isomorph zu einer Unter-
gruppe von Aut(B).

(v) Ist A = Z(B) = Z(G) = Zy so ist BB = S quasieinfach,
F(U)=A, E(U) =B und F*(U) = B.
(vi) Ist A = Z(B) £ Z(G), so ist U enthalten in Ng(W), dem Produkt

Ne(R) - €a(W), und B in Ty - €g(W). Dabei ist €q(W) = Z2E4(F),
Ne(W) : T1-C€a(W)] =2 und Ty - C(W) = Ty x Cg(W). Es ist B = S qua-
sieinfach, F(U) = A, E(U) = B" und F*(U) = B. Alle hier auftretenden
Fdlle lassen sich bestimmen mit Hilfe von Satz 7.5.5.

Beweis: Der Beweis ist analog zum Beweis von Satz 7.1.2, nur verwendet man
Lemma 7.6.1, Korollar 7.6.1 und Satz 7.6.1 statt Lemma 7.1.1, Korollar 7.1.1
und Satz 7.1.1.

Die Aussage in (vi) folgt daraus, dass V¥ als T}-Modul zerfllt in die direkte
Summe von W¥* und [V, RJ*. Im Beweis zu Proposition 6.2.14, (iv) hatten wir
gesehen, dass jedes Element ¢ € Ty in W* die Eigenwerte o® und a2 und in
[V, R]¥ die Eigenwerte o und o~ ! jeweils mit Vielfachheit 27 hat. Dabei ist a9t! =
1. Ist die Ordnung von g kein Teiler von 4, so ist a® ¢ {a,a '} und damit

Na(< g>) < Ng(W). Ist g eine Involution, so folgt a = ™! = a® = a3, und

es ist g € Z(G). Ist die Ordnung von g gleich 4, so ist = ™3 und a™! = a?.
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Nach Einbettung von G in G(k) und Konjugation wie im Beweis zu Proposition
6.2.14 normalisiert €¢(< ¢g>) nun die Eigenrdume U := P;3® (A(Q13)NP3) und
Uy := Q13® (A(P13) NQj5) von g. (Dabei bezieht sich die Bezeichnung | auf die
symplektische Form ¢.) Nun ist Pj3 der einzige singulidre Punkt P in U; mit der
Eigenschaft, dass A(P)N U, eine Hyperebene von Us ist. Nach [Coo2], (3.12) und
(3.17) ist némlich G(k)p,;,0,5 von der Form LT, wobei T der maximale Torus
mit Eigenrdumen in B ist und L eine Gruppe vom Typ Eg(k), die auf den beiden
dualen Moduln A(Qy3) N Pz und A(Pi3) N Q5 wirkt. LTy hat nach [Coo2], (3.14)
auf A(ng)ﬂplé vier Bahnen von Vektoren mit den Repréasentanten 0, z13, Tos+256
und o4 + x56 + x73. Demnach ist jeder singuldre Punkt in U; konjugiert unter
Nea)(Ur) zu einem Punkt, der erzeugt wird von @13, 8213 + T4, B213 + Tos + 56
oder fz13 + xa4 + T56 + 275 fiir ein G € k. Nach [Coo2|, (3.3) sind dabei nur Pj3
und Pyy singuldr. Damit ist also Pz invariant unter ‘ﬁg(k)(Ul), analog auch Q)3
unter Ny (Uz). Es folgt Ne(g) < Ne(W). Die Struktur von Mg (W) folgt aus
Proposition 3.3.4.

Satz 7.6.3 Sei U eine nicht auflosbare Untergruppe von G mit (|U|, ®/5(q)) # 1,
r ein Primteiler von (|U|, ®/5(q)) und R eine r-Sylowgruppe von U. Dann gilt
einer der folgenden Fille:

(i) U=G.

Autg(€y(R)) = Dygiry. Alle hier auftretenden Fille lassen sich bestim-
men mit Hilfe von Satz 7.5.3.

(iii) Fiir einen Teilkérper K von F mit ([F: K|, 18) =1 ist U = G(K).

(i) Es ist (|JU|,®:5(q)) = 19 und B’ = PSLy(37). Der B'-Modul V' zerfillt in
die direkte Summe 1rreduzibler Teilmoduln der Dimension 38 und 18 oder
37 und 19.

(v) Es st (|U|, ®:5(q)) =19, und B’ = PSUs(8) wirkt irreduzibel auf V.
Bemerkungen:

(i) 19 ist genau dann ein Teiler von ®5(q), wenn gilt: ¢ = a (mod13) mit
a € {2,3,10,13,14, 15}.
(ii) Die Existenz von Gruppen wie im Fall (iv) und (v) bleibt offen.

(iii) Nach dem Schur’schen Lemma ist offenbar in allen oben genannten Fillen,
aufler im Fall (ii), B € {B', B'Z(G)}.

Beweis: Die Notation aus Satz 7.6.2 wird fortgesetzt. Nach Satz 7.6.2 haben
wir nur den Fall zu betrachten, dass A = Z(B) < Z(G) ist. Die Behandlung
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des Falles, dass B/A eine einfache Gruppe vom Lie-Typ in Charakteristik p ist,
verlauft genau analog zum Beweis von Satz 7.3.3. Es bleiben die Félle iibrig, dass
B/A eine Gruppe vom Typ Gs, Gy, Dy, Fy, °Fy, Eg,?Es oder E; ist oder eine
unitdre Gruppe vom Rang 2 iiber einem Teilkérper von Fgs, der kein Teilkdrper
von F ist.

In Gruppen vom Typ Gs(q) ist jeder maximale Torus ein Torus von SL3(q)
oder SUj3(q), kritisch ist also nur der Torus der Ordnung ¢* — ¢ + 1. Folglich
ist B/A definiert iiber einem Teilkérper von F s, der kein Teilkérper von I, ist.
Weil die Darstellung auf V' realisiert ist tiber F, und Fys ein Zerfallungskorper fiir
B/A ist, wire nach [KL|, Proposition 5.4.6 jeder absolut irreduzible Teilmodul
von V' ein Modul mit einer Dimension, die eine dritte Potenz wére. Weil kein
R-Teilmodul von V' eine solche Dimension hat, zerfallen alle irreduziblen Teil-
moduln iiber Fgs, haben also eine Dimension, die durch 3 teilbar ist. Es folgt,
dass €y (R) invariant bleibt unter B. Dieser Fall ist aber ausgeschlossen nach
Satz 7.5.3. Fiir die Ree-Gruppen gilt dieselbe Argumentation mit Bemerkung
5.4.7 (b) in [KL]. Gruppen vom Typ 3D,(q) schlieBt man aus, weil nach [KI2] auf
jedem kritischen maximalen Torus eine Gruppe der Ordnung 4 treu wirkt. Mit
Hilfe von Table 5.4.B in [KL] sieht man, dass Gruppen vom Typ F; und 2F} nur
absolut irreduzible Darstellungen vom Grad 26 oder 25 und 52 oder mindestens
96 haben. Ebenfalls dort findet man, dass fiir Gruppen vom Typ Eg unter den
absolut irreduziblen Moduln nur der natiirliche oder der dazu duale Modul eine
Dimension kleiner als 82 haben. Wieder folgt, dass €y (R) invariant bleibt unter
B im Widerspruch zu Satz 7.5.3. Wiederum nach Table 5.4.B in [KL] verbleiben
der natiirliche Modul fiir F; oder ein irreduzibler Modul fiir 2E der Dimension
54, der iiber Fp in zwei absolut irreduzible Moduln der Dimension 27 zerfallt.
Damit befinden wir uns im Fall (iii).

Sei zuletzt B’ eine unitire Gruppe vom Rang 2 wie oben, also mit dem
Zerfallungskorper F.o. Weil die Darstellung von B’ auf V' realisiert ist iiber
F,, wére die Dimension jedes absolut irreduziblen Teilmoduls in dieser Darstel-
lung nach [KL], Proposition 5.4.6 eine dritte Potenz. Jeder irreduzible Teilmodul
zerfdllt iber [Fys, Fge oder iiber 2 in absolut irreduzible Moduln. In den beiden
ersten Féllen ist seine Dimension durch 3 teilbar, im letzten Fall ist die Halfte
seiner Dimension eine dritte Potenz, also 27. In jedem Fall ist dim[V, B'] durch 3
teilbar und damit € (R) invariant unter B. Damit ist aber B’ eine der Gruppen
aus Fall (ii).

In allen folgenden Féllen kommt fiir B’ nach Satz 7.6.2 nur eine einfache
Gruppe oder eine Schur-Erweiterung von B/A mit einem Zentrum der Ordnung
2 in Frage. Ist 2 kein Teiler des Schur-Multiplikators von B/A, so wird stillschwei-
gend nur die entsprechende einfache Gruppe untersucht. Alle im Folgenden ver-
wendeten Informationen iiber Charaktere von B’ und die Bezeichnungen fiir die
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Konjugiertenklassen entstammen [At] und [AtB].

Wir wiederholen nochmals die Argumente (RC) und (AC) aus dem Beweis
von Satz 7.3.3 in der fir G = E;(q) giiltigen Form:

(RC) Ist g € G halbeinfach und nicht zentral in G, ist o(g) € {2,3,5,7} und
ist xs6(g) rational fiir den Brauer-Charakter xs¢ von G zum Modul V,
S0 ist (O(g), X56(g)) € {(27 8)7 (27 _8)7 (37 _7)7 (37 _25)7 (37 2)7 (37 20)7 (57 6)7
(7,=7),(7,0),(7,14)}.

(AC) Ist k algebraisch abgeschlossen, A eine abelsche, halbeinfache Untergruppe
von Fy;(k), deren Rang hochstens 2 ist, und C' =< ¢> eine zyklische Unter-
gruppe von Er(k), die treu auf A wirkt, so ist A enthalten in einem maxi-
malen Torus 7" von Fy;(k), und es existiert ein Element w € Mga(T) /T,
das wie ¢ auf A wirkt.

Sei zundchst B/A eine alternierende Gruppe. Jede treue Darstellung einer
Schur-Erweiterung von A;g mit einem Zentrum der Ordnung 2 hat mindestens
den Grad 64. Folglich ist B’ einfach. Nach den Charaktertafeln fiir Aq ist jeder
Charakter eine Kombination von Restriktionen von Charakteren der Grade 1, 9,
35, 36 und 42 mit den Werten 1, 5, 11, 8 und 6 auf der Klasse 2A im Widerspruch
zu (RC).

Sei nun B/A eine sporadisch einfache Gruppe oder eine Gruppe vom Lie-
Typ in einer von p verschiedenen Charakteristik. Nach [KL], Proposition 5.3.8
und Table 5.3.A besitzen unter den Gruppen, die einen Primteiler enthalten, der
kongruent 1 modulo 18 ist, nur die folgenden Gruppen eine projektive Darstellung
von einem Grad < 56: Jy, J3, O’N, HN, Th, PSLy(19), PSL3(7), PSLy(113) und
Us(8) fiir r = 19, PSLy(37) fiir r € {19, 37}, PSLy(109) fiir » = 109 und PSLy(73)
fir r € {37,73}.

Aufgrund der Struktur ihrer Borel-Gruppen scheiden PSL4(109) und PSLy(73)
fir » = 73 aus. Weil die Weyl-Gruppe von G kein Element der Ordnung 36
enthilt, ist char(F) = 73 fiir PSLy(73) nach (AC). Dann ist aber 37 ein Teiler
von 732 — 1. Weil die Weyl-Gruppe von G kein Element der Ordnung 56 enthélt,
ist char(F) = 113 fiir PSLy(113). Dann ist aber 19 ein Teiler von 1132 — 1. Die
sporadischen Gruppen werden ausgeschlossen nach den Ergebnissen von [KW].

Aus den Charaktertafeln fiir PSL3(7) entnimmt man, dass s ein irreduzibler
Charakter ist oder die Summe des 1-Charakters und eines irreduziblen Charakters
in Charakteristik 3. In jedem Fall nimmt dieser Charakter auf der Klasse 7A den
Wert 7 an im Widerspruch zu (RC).

Alle absolut irreduziblen Charaktere von SL2(19) nehmen den Wert 0 auf der
Klasse 2A an, oder es ist (x(1), x(24)) € {(1,1),(9,1), (18,—2),(18,2),(19,—1)}.
Mit Hilfe des Arguments (RC) folgt nun, dass alle treuen Moduln in einer Kompo-
sitionsreihe fiir den B’-Modul V mit B/A = PSLy(19) den Grad 9 oder 18 haben.
Wieder ist €y (R) invariant unter B’ und wir befinden uns im Fall (ii). SU3(8)
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hat keine irreduzible Darstellung von einem Grad kleiner als 57 und PSU3(8) nur
Darstellungen vom Grad 56.

Sei zuletzt B’ = PSLy(37). Wir arbeiten zunéchst in €4(€y (R)) und verwen-
den die Darstellung fiir Gruppen vom Typ 2Eg in Proposition 6.2.13. Aus der
Darstellung von €4 (R) im Beweis zu Proposition 6.2.13 iiber dem algebraischen
Abschluss von F sieht man, dass unter den drei dort angegebenen kanonischen
Teilmoduln der Dimension 9 fiir R nur dann zwei paarweise isomorph sein kénnen,
wenn R auf verschiedenen Basisvektoren gleiche Figenwerte hat. Wie in Proposi-
tion 6.2.13 geniigt es anzunehmen, dass R auf x; dieselben Eigenwerte hat wie auf
T12, =y oder xq3. Dabei ist zu beachten, dass Zsigmondy-Elemente in G(F) auch
bei der Einbettung von G(F) in G(F,:) mit einem ¢ € N, das zu 18 teilerfremd
ist, Zsigmondy-Elemente bleiben. Fiir ausreichend grofies ¢ zerfillt F: ® €y (R)
in drei paarweise nicht isomorphe Moduln von €gr,)(R). Die Urbilder dieser
Moduln bezeichnen wir als die kanonischen Teilmoduln von R. Ist R =< s >
und x5 = Azy in der oben gewihlten Darstellung, so ist z{ = )\q5+q4_q3_q2+11‘1,
() = X2, x5 = Aoy, und 28, = A7 H9r; Wiren die Eigenwer-
te von R auf x; und x5 gleich, so wire die Ordnung von A ein Teiler von
(°—*+1,6°+q¢" —2¢°—¢*+2) = 3¢" —2¢° —¢* —2q+3,¢8° +¢" —2¢° — ¢’ +2) =
(3¢" —2¢° — ¢* —2¢+3,5¢° = 2¢° — ¢ —3) = (2¢° + ¢ — 7,5¢° = 2¢* —q — 3) =
(2¢> + q — 7,75q — 75) ein Teiler von ¢ — 1, ein Widerspruch. Wiren die Ei-
genwerte von R auf z; und zy3 gleich, so wire die Ordnung von A ein Teiler von
(¢°—a’+1,¢°+2¢" —¢°—¢*—q+1) = (5¢"—2¢°—¢*—3q+3, ¢ +2¢" ~¢*~¢* —q+1) =
(5¢" —2¢° —¢* —3q+3,4¢> +2¢> —4q— 11) = (2¢> +2¢ —3,4¢> + 2¢°> —4q —11) =
(2¢®> + 2q — 3,2q — 7) ein Teiler von 57 und damit von 19. Wiren die Eigen-
werte von R auf z; und z) gleich, so wére die Ordnung von A ein Teiler von
(°—*+1,2¢°+q"' = ¢*— ¢ +1) = 3¢" —3¢° —¢* —2¢+5,2¢° +¢" —¢° —¢* +1) =
(3¢" —3¢° —¢" —2¢+5.2¢° +¢* —q—3) = (11¢ + ¢ —7,2¢° + ¢* — ¢ — 3) =
(11¢> + ¢ — 7,2q — 25) ein Teiler von 6897 = 3-11%-19. Ist also r = 37, so lisst R
nur die kanonischen Untermoduln invariant. Dieselbe Beobachtung iibertrégt sich
dann auf die Wirkung von R auf [V, R]. Nach der Einbettung in G(F,) fiir geeig-
netes ¢ wie oben enthélt der Stabilisator eines r-Untermoduls von V', der [V, R]
nicht enthélt, eine Gruppe, deren Ordnung ®;5(¢") > 19 ist. Nach den bisher
bewiesenen Ergebnissen ist er auflosbar, kann also keine zu PSL4(37) isomorphe
Gruppe enthalten. Damit bleibt fiir B’ = PSLy(37) nur der Fall |R| = 19 iibrig.
Mit Hilfe der eben gemachten Beobachtung sieht man auch, dass fiir |[R| = 19
hochstens zwei der kanonischen R-Moduln isomorph sind. Andernfalls miissten
die Eigenwerte von R auf drei Punkten aus den verschiedenen Zyklen von wy
gleich sein, die eine Gerade in G bilden. Weil wir 0.B.d.A. P; als einen der Punk-
te wahlen konnen, sind diese Punkte P;, P und ()2 im Widerspruch zur obigen
Rechnung. Die Grade der irreduziblen Darstellungen von PSL4(37) sind 18, 19,
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36, 37 und 38. Wiirde die Einschrinkung des Brauercharakters xss zum Modul
V' zerfallen in Charaktere, deren Grad kleiner als 36 ist, so wére also ein kano-
nischer Untermodul fiir R invariant unter B’. Es folgt ein Widerspruch wie im
Fall |R| = 37. Enthielte die Einschrinkung von ys¢ den 1-Charakter, so wére ein
Punkt in €y (R), und damit auch €y (R), invariant, was nach Satz 7.5.3 ausge-
schlossen ist. Damit ist schlieflich auch (iv) bewiesen.
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